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This document is compiled from Greek texts borrowed from Perseus Digital Library 1 and drawings
that I created with a geometrical drawing language named, fittingly to the purpose, “EΥKΛEI∆HΣ
(EUKLEIDES)”2. The drawings are based on the JavaTM script drawings on David Joyce’s Euclid’s

Elements Web Page 3.
This documents is created to provide a printer-friendly e-book for you who want to read Euclid’s

Elements in the original Greek language. The text is availible at the Perseus Digital Library and
each word is linked to morphological analysis tools. But the text there lacks the diagrams that are
critical in understanding the text. So I have prepared a version with the diagrams, which was what
I had been eagerly looking for myself for years on the internet.

The Greek text of Euclid’s Elements is in the public domain. But the digitalized version, and
especially the morphological tools serviced on Perseus Digital Library are protected by copyright
laws. I have made a brief contact with Perseus personel and got an answer that Perseus Digital

Library is not putting stress on the mere (Greek) text on it’s home page. But the various learning
tools are just what it is for and is strictly protected by law.

If you get stimulated by this document and decide to read the book you are strongly recommended
to visit Perseus Digital Library and get the full linguistic assistance from the philological tools there.

This document can be freely distributed (as long as there’s no copyright infringement to Perseus

Digital Library’s part) and I claim no copyright of any kind except in case you use this document
for any commercial interest.

Thank you. ;)

Nov. 15. 2004.
Myungsunn Ryu.

†If you want to learn Greek solely for reading Euclid’s Elements, I recommend you to visit the Dr.
Elizabeth R. Tuttle’s web site, Reading Euclid 4.

‡Recently I found a wonderful Greek site5 that presents Euclid’s Elements in Ancient Greek with
all the diagrams in HTML.

1http://www.perseus.tufts.edu/cgi-bin/ptext?doc=Perseus:text:1999.01.0085;layout=;loc=1;query=toc,

mirrors at http://perseus.mpiwg-berlin.mpg.de/ and at http://perseus.uchicago.edu/
2http://www.eukleides.org/
3http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
4http://www.du.edu/~etuttle/classics/nugreek/contents.htm
5http://www.physics.ntua.gr/Faculty/mourmouras/euclid/index.html
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BIBΛION I

ΟΡΟΙ

1. ΣηµεØìν âστιν, οÝ µèρο̋ οÎθèν.

2. Γραµµ� δà µ¨κο̋ �πλατè̋.

3. Γραµµ¨̋ δà πèρατα σηµεØα.

4. ΕÎθεØα γραµµ  âστιν, ¡τι̋ âc Òσου τοØ̋ âφ' áαυτ¨̋ σηµεÐοι̋ κεØται.

5. ÇΕπιφ�νεια δè âστιν, ç µ¨κο̋ καÈ πλ�το̋ µìνον êχει.

6. ÇΕπιφανεÐα̋ δà πèρατα γραµµαÐ.

7. ÇΕπÐπεδο̋ âπιφ�νει� âστιν, ¡τι̋ âc Òσου ταØ̋ âφ' áαυτ¨̋ εÎθεÐαι̋ κεØται.

8. ÇΕπÐπεδο̋ δà γωνÐα âστÈν � âν âπιπèδωú δÔο γραµµÀν �πτοµèνων �λλ λων καÈ µ�
âπ' εÎθεÐα̋ κειµèνων πρä̋ �λλ λα̋ τÀν γραµµÀν κλÐσι̋.

9. �Οταν δà αÉ περιèχουσαι τ�ν γωνÐαν γραµµαÈ εÎθεØαι Âσιν, εÎθÔγραµµο̋ καλεØται
� γωνÐα.

10. �Οταν δà εÎθεØα âπ' εÎθεØαν σταθεØσα τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποι¨ù, æρθ�
áκατèρα τÀν Òσων γωνιÀν âστι, καÈ � âφεστηκυØα εÎθεØα κ�θετο̋ καλεØται, âφ'
�ν âφèστηκεν.

11. ÇΑµβλεØα γωνÐα âστÈν � µεÐζων æρθ¨̋.

12. ÇΟcεØα δà � âλ�σσων æρθ¨̋.

13. �Ορο̋ âστÐν, í τινì̋ âστι πèρα̋.

14. Σχ¨µ� âστι τä Íπì τινο̋ ¢ τινων íρων περιεχìµενον.

15. ΚÔκλο̋ âστÈ σχ¨µα âπÐπεδον Íπä µι�̋ γραµµ¨̋ περιεχìµενον [� καλεØται περιφèρεια],
πρä̋ �ν �φ' áνä̋ σηµεÐου τÀν âντä̋ τοÜ σχ µατο̋ κειµèνων π�σαι αÉ προσπÐπτουσαι
εÎθεØαι [πρä̋ τ�ν τοÜ κÔκλου περιφèρειαν] Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.

16. Κèντρον δà τοÜ κÔκλου τä σηµεØον καλεØται.

17. ∆ι�µετρο̋ δà τοÜ κÔκλου âστÈν εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου �γµèνη καÈ περα-
τουµèνη âφ' áκ�τερα τ� µèρη Íπä τ¨̋ τοÜ κÔκλου περιφερεÐα̋, ¡τι̋ καÈ δÐχα
τèµνει τäν κÔκλον.

18. ÃΗµικÔκλιον δè âστι τä περιεχìµενον σχ¨µα Íπì τε τ¨̋ διαµèτρου καÈ τ¨̋ �πολαµβανοµèνη̋
Íπ' αÎτ¨̋ περιφερεÐα̋. κèντρον δà τοÜ �µικυκλÐου τä αÎτì, ç καÈ τοÜ κÔκλου
âστÐν.
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2 BIBΛION I.

19. Σχ µατα εÎθÔγραµµ� âστι τ� Íπä εÎθειÀν περιεχìµενα, τρÐπλευρα µàν τ� Íπä
τριÀν, τετρ�πλευρα δà τ� Íπä τεσσ�ρων, πολÔπλευρα δà τ� Íπä πλειìνων £
τεσσ�ρων εÎθειÀν περιεχìµενα.

20. ΤÀν δà τριπλεÔρων σχηµ�των Êσìπλευρον µàν τρÐγωνìν âστι τä τ�̋ τρεØ̋ Òσα̋
êχον πλευρ�̋, Êσοσκελà̋ δà τä τ�̋ δÔο µìνα̋ Òσα̋ êχον πλευρ�̋, σκαληνäν δà
τä τ�̋ τρεØ̋ �νÐσου̋ êχον πλευρ�̋.

21. ^Ετι δà τÀν τριπλεÔρων σχηµ�των æρθογ¸νιον µàν τρÐγωνìν âστι τä êχον æρθ�ν
γωνÐαν, �µβλυγ¸νιον δà τä êχον �µβλεØαν γωνÐαν, æcυγ¸νιον δà τä τ�̋ τρεØ̋
æcεÐα̋ êχον γωνÐα̋.

22. ΤÀν δà τετραπλεÔρων σχηµ�των τετρ�γωνον µèν âστιν, ç Êσìπλευρìν τè âστι καÈ
æρθογ¸νιον, áτερìµηκε̋ δè, ç æρθογ¸νιον µèν, οÎκ Êσìπλευρον δè, ûìµβο̋ δè, ç
Êσìπλευρον µèν, οÎκ æρθογ¸νιον δè, ûοµβοειδà̋ δà τä τ�̋ �πεναντÐον πλευρ�̋
τε καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ êχον, ç οÖτε Êσìπλευρìν âστιν οÖτε æρθογ¸νιον: τ�
δà παρ� ταÜτα τετρ�πλευρα τραπèζια καλεÐσθω.

23. Παρ�λληλοÐ εÊσιν εÎθεØαι, αÑτινε̋ âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú οÞσαι καÈ âκβαλλìµεναι
εÊ̋ �πειρον âφ' áκ�τερα τ� µèρη âπÈ µηδèτερα συµπÐπτουσιν �λλ λαι̋.

ΑΙΤΗΜΑΤΑ

1. ÇΗιτ σθω �πä παντä̋ σηµεÐου âπÈ π�ν σηµεØον εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.

2. ΚαÈ πεπερασµèνην εÎθεØαν κατ� τä συνεχà̋ âπ' εÎθεÐα̋ âκβαλεØν.

3. ΚαÈ παντÈ κèντρωú καÈ διαστ µατι κÔκλον γρ�φεσθαι.

4. ΚαÈ π�σα̋ τ�̋ æρθ�̋ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ εÚναι.

5. ΚαÈ â�ν εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�̋ âντä̋ καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη
γωνÐα̋ δÔο æρθÀν âλ�σσονα̋ ποι¨ù, âκβαλλοµèνα̋ τ�̋ δÔο εÎθεÐα̋ âπ' �πειρον
συµπÐπτειν, âφ' � µèρη εÊσÈν αÉ τÀν δÔο æρθÀν âλ�σσονε̋.

ΚΟΙΝΑΙ ΕΝΝΟΙΑΙ

1. Τ� τÀú αÎτÀú Òσα καÈ �λλ λοι̋ âστÈν Òσα.

2. ΚαÈ â�ν Òσοι̋ Òσα προστεθ¨ù, τ� íλα âστÈν Òσα.

3. ΚαÈ â�ν �πä Òσων Òσα �φαιρεθ¨ù, τ� καταλειπìµεν� âστιν Òσα.

4. [ΚαÈ â�ν �νÐσοι̋ Òσα προστεθ¨ù, τ� íλα âστÈν �νισα.

5. ΚαÈ τ� τοÜ αÎτοÜ διπλ�σια Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.

6. ΚαÈ τ� τοÜ αÎτοÜ �µÐση Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.]

7. ΚαÈ τ� âφαρµìζοντα âπ' �λληλα Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.

8. ΚαÈ τä íλον τοÜ µèρου̋ µεØζον [âστιν].

9. ΚαÈ δÔο εÎθεØαι χωρÐον οÎ περιèχουσιν.
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ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

I.1

ÇΕπÈ τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ πεπερασµèνη̋ τρÐγωνον Êσìπλευρον συστ σασθαι.
^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα πεπερασµèνη � ΑΒ.
∆εØ δ� âπÈ τ¨̋ ΑΒ εÎθεÐα̋ τρÐγωνον Êσìπλευρον συστ σασθαι.

b b

b

Α Β

Γ

∆ Ε

Κèντρωú µàν τÀú Α διαστ µατι δà τÀú ΑΒ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΒΓ∆, καÈ π�λιν
κèντρωú µàν τÀú Β διαστ µατι δà τÀú ΒΑ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΑΓΕ, καÈ �πä τοÜ Γ
σηµεÐου, καθ' ç τèµνουσιν �λλ λου̋ οÉ κÔκλοι, âπÈ τ� Α, Β σηµεØα âπεζεÔχθωσαν
εÎθεØαι αÉ ΓΑ, ΓΒ.

ΚαÈ âπεÈ τä Α σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ Γ∆Β κÔκλου, Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΑΒ:
π�λιν, âπεÈ τä Β σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΓΑΕ κÔκλου, Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù ΒΑ.
âδεÐχθη δà καÈ � ΓΑ τ¨ù ΑΒ Òση: áκατèρα �ρα τÀν ΓΑ, ΓΒ τ¨ù ΑΒ âστÈν Òση. τ� δà τÀú
αÎτÀú Òσα καÈ �λλ λοι̋ âστÈν Òσα: καÈ � ΓΑ �ρα τ¨ù ΓΒ âστÈν Òση: αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ ΓΑ,
ΑΒ, ΒΓ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.

ÇΙσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον, καÈ συνèσταται âπÈ τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋
πεπερασµèνη̋ τ¨̋ ΑΒ.

[ÇΕπÈ τ¨̋ δοθεÐση̋ �ρα εÎθεÐα̋ πεπερασµèνη̋ τρÐγωνον Êσìπλευρον συνèσταται]:
íπερ êδει ποι¨σαι.

I.2

Πρä̋ τÀú δοθèντι σηµεÐωú τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø Òσην εÎθεØαν θèσθαι.
^Εστω τä µàν δοθàν σηµεØον τä Α, � δà δοθεØσα εÎθεØα � ΒΓ: δεØ δ� πρä̋ τÀú Α

σηµεÐωú τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΒΓ Òσην εÎθεØαν θèσθαι.
ÇΕπεζεÔχθω γ�ρ �πä τοÜ Α σηµεÐου âπÈ τä Β σηµεØον εÎθεØα � ΑΒ, καÈ συνεστ�τω

âπ' αÎτ¨̋ τρÐγωνον Êσìπλευρον τä ∆ΑΒ, καÈ âκβεβλ σθωσαν âπ' εÎθεÐα̋ ταØ̋ ∆Α,
∆Β εÎθεØαι αÉ ΑΕ, ΒΖ, καÈ κèντρωú µàν τÀú Β διαστ µατι δà τÀú ΒΓ κÔκλο̋ γεγρ�φθω
å ΓΗΘ, καÈ π�λιν κèντρωú τÀú ∆ καÈ διαστ µατι τÀú ∆Η κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΗΚΛ.
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Α
Β

Γ

∆

Ε

Ζ
Η

Θ

Κ

Λ

b

b

b

b

b

b

ÇΕπεÈ οÞν τä Β σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΓΗΘ κÔκλου, Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù ΒΗ.
π�λιν, âπεÈ τä ∆ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΚΛΗ κÔκλου, Òση âστÈν � ∆Λ τ¨ù ∆Η, Áν
� ∆Α τ¨ù ∆Β Òση âστÐν. λοιπ� �ρα � ΑΛ λοιπ¨ù τ¨ù ΒΗ âστÈν Òση. âδεÐχθη δà καÈ �
ΒΓ τ¨ù ΒΗ Òση: áκατèρα �ρα τÀν ΑΛ, ΒΓ τ¨ù ΒΗ âστÈν Òση. τ� δà τÀú αÎτÀú Òσα καÈ
�λλ λοι̋ âστÈν Òσα: καÈ � ΑΛ �ρα τ¨ù ΒΓ âστÈν Òση.

Πρä̋ �ρα τÀú δοθèντι σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΒΓ Òση εÎθεØα κεØται �
ΑΛ: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.3

∆Ôο δοθεισÀν εÎθειÀν �νÐσων �πä τ¨̋ µεÐζονο̋ τ¨ù âλ�σσονι Òσην εÎθεØαν �φελεØν.

b b

b b

b

bΑ Β

Γ

∆

Ε

^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι δÔο εÎθεØαι �νισοι αÉ ΑΒ, Γ, Áν µεÐζων êστω � ΑΒ: δεØ δ�
�πä τ¨̋ µεÐζονο̋ τ¨̋ ΑΒ τ¨ù âλ�σσονι τ¨ù Γ Òσην εÎθεØαν �φελεØν.

ΚεÐσθω πρä̋ τÀú Α σηµεÐωú τ¨ù Γ εÎθεÐαø Òση � Α∆: καÈ κèντρωú µàν τÀú Α διαστ µατι
δà τÀú Α∆ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ∆ΕΖ.

ΚαÈ âπεÈ τä Α σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ∆ΕΖ κÔκλου, Òση âστÈν � ΑΕ τ¨ù Α∆:
�λλ� καÈ � Γ τ¨ù Α∆ âστιν Òση. áκατèρα �ρα τÀν ΑΕ, Γ τ¨ù Α∆ âστιν Òση: ¹στε καÈ
� ΑΕ τ¨ù Γ âστιν Òση.
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∆Ôο �ρα δοθεισÀν εÎθειÀν �νÐσων τÀν ΑΒ, Γ �πä τ¨̋ µεÐζονο̋ τ¨̋ ΑΒ τ¨ù âλ�σσονι
τ¨ù Γ Òση �φ ùρηται � ΑΕ: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.4

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ [ταØ̋] δυσÈ πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèραø καÈ
τ�ν γωνÐαν τ¨ù γωνÐαø Òσην êχηù τ�ν Íπä τÀν Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην, καÈ τ�ν β�σιν
τ¨ù β�σει Òσην écει, καÈ τä τρÐγωνον τÀú τριγ¸νωú Òσον êσται, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋
λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν.

Α

Β Γ

∆

Ε Ζ

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ δÔο πλευρ�̋ τ�̋ ΑΒ, ΑΓ ταØ̋ δυσÈ πλευραØ̋
ταØ̋ ∆Ε, ∆Ζ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø τ�ν µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε τ�ν δà ΑΓ τ¨ù ∆Ζ
καÈ γωνÐαν τ�ν Íπä ΒΑΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Ζ Òσην. λèγω, íτι καÈ β�σι̋ � ΒΓ β�σει
τ¨ù ΕΖ Òση âστÐν, καÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú Òσον êσται, καÈ αÉ λοιπαÈ
γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ
ÍποτεÐνουσιν, � µàν Íπä ΑΒΓ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, � δà Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä ∆ΖΕ.

ÇΕφαρµοζοµèνου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου âπÈ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον καÈ τιθεµèνου τοÜ
µàν Α σηµεÐου âπÈ τä ∆ σηµεØον τ¨̋ δà ΑΒ εÎθεÐα̋ âπÈ τ�ν ∆Ε, âφαρµìσει καÈ τä Β
σηµεØον âπÈ τä Ε δι� τä Òσην εÚναι τ�ν ΑΒ τ¨ù ∆Ε: âφαρµοσ�ση̋ δ� τ¨̋ ΑΒ âπÈ τ�ν
∆Ε âφαρµìσει καÈ � ΑΓ εÎθεØα âπÈ τ�ν ∆Ζ δι� τä Òσην εÚναι τ�ν Íπä ΒΑΓ γωνÐαν
τ¨ù Íπä Ε∆Ζ: ¹στε καÈ τä Γ σηµεØον âπÈ τä Ζ σηµεØον âφαρµìσει δι� τä Òσην π�λιν
εÚναι τ�ν ΑΓ τ¨ù ∆Ζ. �λλ� µ�ν καÈ τä Β âπÈ τä Ε âφηρµìκει: ¹στε β�σι̋ � ΒΓ âπÈ
β�σιν τ�ν ΕΖ âφαρµìσει. εÊ γ�ρ τοÜ µàν Β âπÈ τä Ε âφαρµìσαντο̋ τοÜ δà Γ âπÈ τä
Ζ � ΒΓ β�σι̋ âπÈ τ�ν ΕΖ οÎκ âφαρµìσει, δÔο εÎθεØαι χωρÐον περιècουσιν: íπερ âστÈν
�δÔνατον. âφαρµìσει �ρα � ΒΓ β�σι̋ âπÈ τ�ν ΕΖ καÈ Òση αÎτ¨ù êσται: ¹στε καÈ íλον
τä ΑΒΓ τρÐγωνον âπÈ íλον τä ∆ΕΖ τρÐγωνον âφαρµìσει καÈ Òσον αÎτÀú êσται, καÈ αÉ
λοιπαÈ γωνÐαι âπÈ τ�̋ λοιπ�̋ γωνÐα̋ âφαρµìσουσι καÈ Òσαι αÎταØ̋ êσονται, � µàν Íπä
ΑΒΓ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ � δà Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä ∆ΖΕ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ [ταØ̋] δÔο πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν
áκατèραø καÈ τ�ν γωνÐαν τ¨ù γωνÐαø Òσην êχηù τ�ν Íπä τÀν Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην,
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καÈ τ�ν β�σιν τ¨ù β�σει Òσην écει, καÈ τä τρÐγωνον τÀú τριγ¸νωú Òσον êσται, καÈ αÉ
λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ' �̋ αÉ Òσαι
πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: íπερ êδει δεØcαι.

I.5

ΤÀν ÊσοσκελÀν τριγ¸νων αÉ πρä̋ τ¨ù β�σει γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν, καÈ προσεκ-
βληθεισÀν τÀν Òσων εÎθειÀν αÉ Íπä τ�ν β�σιν γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ êσονται.

b

b b

b b

Α

Β Γ

∆ Ε

Ζ Η

^Εστω τρÐγωνον Êσοσκελà̋ τä ΑΒΓ Òσην êχον τ�ν ΑΒ πλευρ�ν τ¨ù ΑΓ πλευρ�ø, καÈ
προσεκβεβλ σθωσαν âπ' εÎθεÐα̋ ταØ̋ ΑΒ, ΑΓ εÎθεØαι αÉ Β∆, ΓΕ: λèγω, íτι � µàν
Íπä ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΓΒ Òση âστÐν, � δà Íπä ΓΒ∆ τ¨ù Íπä ΒΓΕ.

ΕÊλ φθω γ�ρ âπÈ τ¨̋ Β∆ τυχäν σηµεØον τä Ζ, καÈ �φηùρ σθω �πä τ¨̋ µεÐζονο̋ τ¨̋
ΑΕ τ¨ù âλ�σσονι τ¨ù ΑΖ Òση � ΑΗ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΓ, ΗΒ εÎθεØαι.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � µàν ΑΖ τ¨ù ΑΗ � δà ΑΒ τ¨ù ΑΓ, δÔο δ� αÉ ΖΑ, ΑΓ δυσÈ ταØ̋
ΗΑ, ΑΒ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐαν κοιν�ν περιèχουσι τ�ν Íπä ΖΑΗ:
β�σι̋ �ρα � ΖΓ β�σει τ¨ù ΗΒ Òση âστÐν, καÈ τä ΑΖΓ τρÐγωνον τÀú ΑΗΒ τριγ¸νωú Òσον
êσται, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ'
�̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν, � µàν Íπä ΑΓΖ τ¨ù Íπä ΑΒΗ, � δà Íπä ΑΖΓ τ¨ù Íπä
ΑΗΒ. καÈ âπεÈ íλη � ΑΖ íληù τ¨ù ΑΗ âστιν Òση, Áν � ΑΒ τ¨ù ΑΓ âστιν Òση, λοιπ� �ρα
� ΒΖ λοιπ¨ù τ¨ù ΓΗ âστιν Òση. âδεÐχθη δà καÈ � ΖΓ τ¨ù ΗΒ Òση: δÔο δ� αÉ ΒΖ, ΖΓ δυσÈ
ταØ̋ ΓΗ, ΗΒ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΒΖΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΓΗΒ
Òση, καÈ β�σι̋ αÎτÀν κοιν� � ΒΓ: καÈ τä ΒΖΓ �ρα τρÐγωνον τÀú ΓΗΒ τριγ¸νωú Òσον
êσται, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ'
�̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα âστÈν � µàν Íπä ΖΒΓ τ¨ù Íπä ΗΓΒ � δà Íπä
ΒΓΖ τ¨ù Íπä ΓΒΗ. âπεÈ οÞν íλη � Íπä ΑΒΗ γωνÐα íληù τ¨ù Íπä ΑΓΖ γωνÐαø âδεÐχθη
Òση, Áν � Íπä ΓΒΗ τ¨ù Íπä ΒΓΖ Òση, λοιπ� �ρα � Íπä ΑΒΓ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΑΓΒ âστιν
Òση: καÐ εÊσι πρä̋ τ¨ù β�σει τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΖΒΓ τ¨ù Íπä
ΗΓΒ Òση: καÐ εÊσιν Íπä τ�ν β�σιν.

ΤÀν �ρα ÊσοσκελÀν τριγ¸νων αÉ πρä̋ τ¨ù β�σει γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν, καÈ
προσεκβληθεισÀν τÀν Òσων εÎθειÀν αÉ Íπä τ�ν β�σιν γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ êσονται:
íπερ êδει δεØcαι.
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I.6

ÇΕ�ν τριγ¸νου αÉ δÔο γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ Âσιν, καÈ αÉ Íπä τ�̋ Òσα̋ γωνÐαι̋ ÍποτεÐνουσαι
πλευραÈ Òσαι �λλ λαι̋ êσονται.

^Εστω τρÐγωνον τä ΑΒΓ Òσην êχον τ�ν Íπä ΑΒΓ γωνÐαν τ¨ù Íπä ΑΓΒ γωνÐαø: λèγω,
íτι καÈ πλευρ� � ΑΒ πλευρ�ø τ¨ù ΑΓ âστιν Òση.

b

Α

Β Γ

∆

ΕÊ γ�ρ �νισì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΑΓ, � áτèρα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω µεÐζων � ΑΒ,
καÈ �φηùρ σθω �πä τ¨̋ µεÐζονο̋ τ¨̋ ΑΒ τ¨ù âλ�ττονι τ¨ù ΑΓ Òση � ∆Β, καÈ âπεζεÔχθω
� ∆Γ.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ∆Β τ¨ù ΑΓ κοιν� δà � ΒΓ, δÔο δ� αÉ ∆Β, ΒΓ δÔο ταØ̋ ΑΓ,
ΓΒ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø, καÈ γωνÐα � Íπä ∆ΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΑΓΒ âστιν Òση:
β�σι̋ �ρα � ∆Γ β�σει τ¨ù ΑΒ Òση âστÐν, καÈ τä ∆ΒΓ τρÐγωνον τÀú ΑΓΒ τριγ¸νωú Òσον
êσται, τä êλασσον τÀú µεÐζονι: íπερ �τοπον: οÎκ �ρα �νισì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΑΓ: Òση
�ρα.

ÇΕ�ν �ρα τριγ¸νου αÉ δÔο γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ Âσιν, καÈ αÉ Íπä τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋
ÍποτεÐνουσαι πλευραÈ Òσαι �λλ λαι̋ êσονται: íπερ êδει δεØcαι.

I.7

ÇΕπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ δÔο ταØ̋ αÎταØ̋ εÎθεÐαι̋ �λλαι δÔο εÎθεØαι Òσαι áκατèρα áκατèραø
οÎ συσταθ σονται πρä̋ �λλωú καÈ �λλωú σηµεÐωú âπÈ τ� αÎτ� µèρη τ� αÎτ� πèρατα
êχουσαι ταØ̋ âc �ρχ¨̋ εÎθεÐαι̋.

b b

b
b

Α Β

Γ ∆
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ δÔο ταØ̋ αÎταØ̋ εÎθεÐαι̋ ταØ̋ ΑΓ,
ΓΒ �λλαι δÔο εÎθεØαι αÉ Α∆, ∆Β Òσαι áκατèρα áκατèραø συνεστ�τωσαν πρä̋ �λλωú
καÈ �λλωú σηµεÐωú τÀú τε Γ καÈ ∆ âπÈ τ� αÎτ� µèρη τ� αÎτ� πèρατα êχουσαι, ¹στε Òσην
εÚναι τ�ν µàν ΓΑ τ¨ù ∆Α τä αÎτä πèρα̋ êχουσαν αÎτ¨ù τä Α, τ�ν δà ΓΒ τ¨ù ∆Β τä
αÎτä πèρα̋ êχουσαν αÎτ¨ù τä Β, καÈ âπεζεÔχθω � Γ∆.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù Α∆, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä ΑΓ∆ τ¨ù Íπä Α∆Γ:
µεÐζων �ρα � Íπä Α∆Γ τ¨̋ Íπä ∆ΓΒ: πολλÀú �ρα � Íπä Γ∆Β µεÐζων âστÈ τ¨̋ Íπä
∆ΓΒ. π�λιν âπεÈ Òση âστÈν � ΓΒ τ¨ù ∆Β, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä Γ∆Β γωνÐαø τ¨ù Íπä
∆ΓΒ. âδεÐχθη δà αÎτ¨̋ καÈ πολλÀú µεÐζων: íπερ âστÈν �δÔνατον.

ΟÎκ �ρα âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ δÔο ταØ̋ αÎταØ̋ εÎθεÐαι̋ �λλαι δÔο εÎθεØαι Òσαι
áκατèρα áκατèραø συσταθ σονται πρä̋ �λλωú καÈ �λλωú σηµεÐωú âπÈ τ� αÎτ� µèρη τ�
αÎτ� πèρατα êχουσαι ταØ̋ âc �ρχ¨̋ εÎθεÐαι̋: íπερ êδει δεØcαι.

I.8

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ [ταØ̋] δÔο πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèρα,
êχηù δà καÈ τ�ν β�σιν τ¨ù β�σει Òσην, καÈ τ�ν γωνÐαν τ¨ù γωνÐαø Òσην écει τ�ν Íπä τÀν
Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην.

b

b

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ δÔο πλευρ�̋ τ�̋ ΑΒ, ΑΓ ταØ̋ δÔο πλευραØ̋
ταØ̋ ∆Ε, ∆Ζ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø, τ�ν µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε τ�ν δà ΑΓ τ¨ù ∆Ζ:
âχèτω δà καÈ β�σιν τ�ν ΒΓ β�σει τ¨ù ΕΖ Òσην: λèγω, íτι καÈ γωνÐα � Íπä ΒΑΓ γωνÐαø
τ¨ù Íπä Ε∆Ζ âστιν Òση.

ÇΕφαρµοζοµèνου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου âπÈ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον καÈ τιθεµèνου τοÜ
µàν Β σηµεÐου âπÈ τä Ε σηµεØον τ¨̋ δà ΒΓ εÎθεÐα̋ âπÈ τ�ν ΕΖ âφαρµìσει καÈ τä Γ
σηµεØον âπÈ τä Ζ δι� τä Òσην εÚναι τ�ν ΒΓ τ¨ù ΕΖ: âφαρµοσ�ση̋ δ� τ¨̋ ΒΓ âπÈ τ�ν
ΕΖ âφαρµìσουσι καÈ αÉ ΒΑ, ΓΑ âπÈ τ�̋ Ε∆, ∆Ζ. εÊ γ�ρ β�σι̋ µàν � ΒΓ âπÈ β�σιν
τ�ν ΕΖ âφαρµìσει, αÉ δà ΒΑ, ΑΓ πλευραÈ âπÈ τ�̋ Ε∆, ∆Ζ οÎκ âφαρµìσουσιν �λλ�
παραλλ�cουσιν ±̋ αÉ ΕΗ, ΗΖ, συσταθ σονται âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ δÔο ταØ̋ αÎταØ̋
εÎθεÐαι̋ �λλαι δÔο εÎθεØαι Òσαι áκατèρα áκατèραø πρä̋ �λλωú καÈ �λλωú σηµεÐωú âπÈ
τ� αÎτ� µèρη τ� αÎτ� πèρατα êχουσαι. οÎ συνÐστανται δè: οÎκ �ρα âφαρµοζοµèνη̋
τ¨̋ ΒΓ β�σεω̋ âπÈ τ�ν ΕΖ β�σιν οÎκ âφαρµìσουσι καÈ αÉ ΒΑ, ΑΓ πλευραÈ âπÈ τ�̋
Ε∆, ∆Ζ. âφαρµìσουσιν �ρα: ¹στε καÈ γωνÐα � Íπä ΒΑΓ âπÈ γωνÐαν τ�ν Íπä Ε∆Ζ
âφαρµìσει καÈ Òση αÎτ¨ù êσται.
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ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ [ταØ̋] δÔο πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν
áκατèραø καÈ τ�ν β�σιν τ¨ù β�σει Òσην êχηù, καÈ τ�ν γωνÐαν τ¨ù γωνÐαø Òσην écει τ�ν Íπä
τÀν Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην: íπερ êδει δεØcαι.

I.9

Τ�ν δοθεØσαν γωνÐαν εÎθÔγραµµον δÐχα τεµεØν.
^Εστω � δοθεØσα γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ � Íπä ΒΑΓ. δεØ δ� αÎτ�ν δÐχα τεµεØν.
ΕÊλ φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ τυχäν σηµεØον τä ∆, καÈ �φηùρ σθω �πä τ¨̋ ΑΓ τ¨ù Α∆ Òση �

ΑΕ, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Ε, καÈ συνεστ�τω âπÈ τ¨̋ ∆Ε τρÐγωνον Êσìπλευρον τä ∆ΕΖ,
καÈ âπεζεÔχθω � ΑΖ: λèγω, íτι � Íπä ΒΑΓ γωνÐα δÐχα τèτµηται Íπä τ¨̋ ΑΖ εÎθεÐα̋.

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ΑΕ, κοιν� δà � ΑΖ, δÔο δ� αÉ ∆Α, ΑΖ δυσÈ ταØ̋ ΕΑ,
ΑΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø. καÈ β�σι̋ � ∆Ζ β�σει τ¨ù ΕΖ Òση âστÐν: γωνÐα �ρα �
Íπä ∆ΑΖ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΕΑΖ Òση âστÐν.

ÃΗ �ρα δοθεØσα γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ � Íπä ΒΑΓ δÐχα τèτµηται Íπä τ¨̋ ΑΖ εÎθεÐα̋:
íπερ êδει ποι¨σαι.

I.10

Τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν πεπερασµèνην δÐχα τεµεØν.
^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα πεπερασµèνη � ΑΒ: δεØ δ� τ�ν ΑΒ εÎθεØαν πεπερασµèνην

δÐχα τεµεØν.

b b

b

bΑ Β

Γ

∆
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Συνεστ�τω âπ' αÎτ¨̋ τρÐγωνον Êσìπλευρον τä ΑΒΓ, καÈ τετµ σθω � Íπä ΑΓΒ
γωνÐα δÐχα τ¨ù Γ∆ εÎθεÐαø: λèγω, íτι � ΑΒ εÎθεØα δÐχα τèτµηται κατ� τä ∆ σηµεØον.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ, κοιν� δà � Γ∆, δÔο δ� αÉ ΑΓ, Γ∆ δÔο ταØ̋ ΒΓ,
Γ∆ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΑΓ∆ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΓ∆ Òση âστÐν:
β�σι̋ �ρα � Α∆ β�σει τ¨ù Β∆ Òση âστÐν.

ÃΗ �ρα δοθεØσα εÎθεØα πεπερασµèνη � ΑΒ δÐχα τèτµηται κατ� τä ∆: íπερ êδει
ποι¨σαι.

I.11

Τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø �πä τοÜ πρä̋ αÎτ¨ù δοθèντο̋ σηµεÐου πρä̋ æρθ�̋ γωνÐα̋ εÎθεØαν
γραµµ�ν �γαγεØν.

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ τä δà δοθàν σηµεØον âπ' αÎτ¨̋ τä Γ: δεØ δ� �πä
τοÜ Γ σηµεÐου τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø πρä̋ æρθ�̋ γωνÐα̋ εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.

b bbb b

b

Α Β
Γ∆ Ε

Ζ

ΕÊλ φθω âπÈ τ¨̋ ΑΓ τυχäν σηµεØον τä ∆, καÈ κεÐσθω τ¨ù Γ∆ Òση � ΓΕ, καÈ
συνεστ�τω âπÈ τ¨̋ ∆Ε τρÐγωνον Êσìπλευρον τä Ζ∆Ε, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΓ: λèγω,
íτι τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΑΒ �πä τοÜ πρä̋ αÎτ¨ù δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ Γ πρä̋ æρθ�̋
γωνÐα̋ εÎθεØα γραµµ� ªκται � ΖΓ.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ∆Γ τ¨ù ΓΕ, κοιν� δà � ΓΖ, δÔο δ� αÉ ∆Γ, ΓΖ δυσÈ ταØ̋ ΕΓ,
ΓΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ β�σι̋ � ∆Ζ β�σει τ¨ù ΖΕ Òση âστÐν: γωνÐα �ρα �
Íπä ∆ΓΖ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΕΓΖ Òση âστÐν: καÐ εÊσιν âφεc¨̋. íταν δà εÎθεØα âπ' εÎθεØαν
σταθεØσα τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποι¨ù, æρθ� áκατèρα τÀν Òσων γωνιÀν âστιν:
æρθ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν Íπä ∆ΓΖ, ΖΓΕ.

Τ¨ù �ρα δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΑΒ �πä τοÜ πρä̋ αÎτ¨ù δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ Γ πρä̋
æρθ�̋ γωνÐα̋ εÎθεØα γραµµ� ªκται � ΓΖ: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.12

ÇΕπÈ τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν �πειρον �πä τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου, ç µ  âστιν âπ' αÎτ¨̋,
κ�θετον εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.
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^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα �πειρο̋ � ΑΒ τä δà δοθàν σηµεØον, ç µ  âστιν âπ' αÎτ¨̋,
τä Γ: δεØ δ� âπÈ τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν �πειρον τ�ν ΑΒ �πä τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ
Γ, ç µ  âστιν âπ' αÎτ¨̋, κ�θετον εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.

b b

b

b

b

b

bbΑ Β

Γ

∆

Ε

Ζ

ΗΘ

ΕÊλ φθω γ�ρ âπÈ τ� éτερα µèρη τ¨̋ ΑΒ εÎθεÐα̋ τυχäν σηµεØον τä ∆, καÈ κèντρωú µàν
τÀú Γ διαστ µατι δà τÀú Γ∆ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΕΖΗ, καÈ τετµ σθω � ΕΗ εÎθεØα δÐχα
κατ� τä Θ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΓΗ, ΓΘ, ΓΕ εÎθεØαι: λèγω, íτι âπÈ τ�ν δοθεØσαν
εÎθεØαν �πειρον τ�ν ΑΒ �πä τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ Γ, ç µ  âστιν âπ' αÎτ¨̋,
κ�θετο̋ ªκται � ΓΘ.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ΗΘ τ¨ù ΘΕ, κοιν� δà � ΘΓ, δÔο δ� αÉ ΗΘ, ΘΓ δÔο ταØ̋ ΕΘ,
ΘΓ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ β�σι̋ � ΓΗ β�σει τ¨ù ΓΕ âστιν Òση: γωνÐα �ρα �
Íπä ΓΘΗ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΕΘΓ âστιν Òση. καÐ εÊσιν âφεc¨̋. íταν δà εÎθεØα âπ' εÎθεØαν
σταθεØσα τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποι¨ù, æρθ� áκατèρα τÀν Òσων γωνιÀν âστιν,
καÈ � âφεστηκυØα εÎθεØα κ�θετο̋ καλεØται âφ' �ν âφèστηκεν.

ÇΕπÈ τ�ν δοθεØσαν �ρα εÎθεØαν �πειρον τ�ν ΑΒ �πä τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ Γ,
ç µ  âστιν âπ' αÎτ¨̋, κ�θετο̋ ªκται � ΓΘ: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.13

ÇΕ�ν εÎθεØα âπ' εÎθεØαν σταθεØσα γωνÐα̋ ποι¨ù, ¢τοι δÔο æρθ�̋ £ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋
ποι σει.
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Α

Β
Γ∆

Ε

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ âπ' εÎθεØαν τ�ν Γ∆ σταθεØσα γωνÐα̋ ποιεÐτω τ�̋ Íπä ΓΒΑ,
ΑΒ∆: λèγω, íτι αÉ Íπä ΓΒΑ, ΑΒ∆ γωνÐαι ¢τοι δÔο æρθαÐ εÊσιν £ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι.

ΕÊ µàν οÞν Òση âστÈν � Íπä ΓΒΑ τ¨ù Íπä ΑΒ∆, δÔο æρθαÐ εÊσιν. εÊ δà οÖ, ¢χθω �πä
τοÜ Β σηµεÐου τ¨ù Γ∆ [εÎθεÐαø] πρä̋ æρθ�̋ � ΒΕ: αÉ �ρα Íπä ΓΒΕ, ΕΒ∆ δÔο æρθαÐ
εÊσιν: καÈ âπεÈ � Íπä ΓΒΕ δυσÈ ταØ̋ Íπä ΓΒΑ, ΑΒΕ Òση âστÐν, κοιν� προσκεÐσθω �
Íπä ΕΒ∆: αÉ �ρα Íπä ΓΒΕ, ΕΒ∆ τρισÈ ταØ̋ Íπä ΓΒΑ, ΑΒΕ, ΕΒ∆ Òσαι εÊσÐν. π�λιν,
âπεÈ � Íπä ∆ΒΑ δυσÈ ταØ̋ Íπä ∆ΒΕ, ΕΒΑ Òση âστÐν, κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΑΒΓ:
αÉ �ρα Íπä ∆ΒΑ, ΑΒΓ τρισÈ ταØ̋ Íπä ∆ΒΕ, ΕΒΑ, ΑΒΓ Òσαι εÊσÐν. âδεÐχθησαν δà
καÈ αÉ Íπä ΓΒΕ, ΕΒ∆ τρισÈ ταØ̋ αÎταØ̋ Òσαι: τ� δà τÀú αÎτÀú Òσα καÈ �λλ λοι̋ âστÈν
Òσα: καÈ αÉ Íπä ΓΒΕ, ΕΒ∆ �ρα ταØ̋ Íπä ∆ΒΑ, ΑΒΓ Òσαι εÊσÐν: �λλ� αÉ Íπä ΓΒΕ,
ΕΒ∆ δÔο æρθαÐ εÊσιν: καÈ αÉ Íπä ∆ΒΑ, ΑΒΓ �ρα δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα âπ' εÎθεØαν σταθεØσα γωνÐα̋ ποι¨ù, ¢τοι δÔο æρθ�̋ £ δυσÈν æρθαØ̋
Òσα̋ ποι σει: íπερ êδει δεØcαι.

I.14

ÇΕ�ν πρì̋ τινι εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú δÔο εÎθεØαι µ� âπÈ τ� αÎτ� µèρη
κεÐµεναι τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋ ποιÀσιν, âπ' εÎθεÐα̋ êσονται �λλ λαι̋
αÉ εÎθεØαι.

b

Α

Β
Γ ∆

Ε

Πρä̋ γ�ρ τινι εÎθεÐαø τ¨ù ΑΒ καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Β δÔο εÎθεØαι αÉ ΒΓ,
Β∆ µ� âπÈ τ� αÎτ� µèρη κεÐµεναι τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΑΒΓ, ΑΒ∆ δÔο æρθαØ̋
Òσα̋ ποιεÐτωσαν: λèγω, íτι âπ' εÎθεÐα̋ âστÈ τ¨ù ΓΒ � Β∆.
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ΕÊ γ�ρ µ  âστι τ¨ù ΒΓ âπ' εÎθεÐα̋ � Β∆, êστω τ¨ù ΓΒ âπ' εÎθεÐα̋ � ΒΕ.

ÇΕπεÈ οÞν εÎθεØα � ΑΒ âπ' εÎθεØαν τ�ν ΓΒΕ âφèστηκεν, αÉ �ρα Íπä ΑΒΓ, ΑΒΕ
γωνÐαι δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: εÊσÈ δà καÈ αÉ Íπä ΑΒΓ, ΑΒ∆ δÔο æρθαØ̋ Òσαι: αÉ �ρα
Íπä ΓΒΑ, ΑΒΕ ταØ̋ Íπä ΓΒΑ, ΑΒ∆ Òσαι εÊσÐν. κοιν� �φηùρ σθω � Íπä ΓΒΑ: λοιπ�
�ρα � Íπä ΑΒΕ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΑΒ∆ âστιν Òση, � âλ�σσων τ¨ù µεÐζονι: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα âπ' εÎθεÐα̋ âστÈν � ΒΕ τ¨ù ΓΒ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà �λλη
τι̋ πλ�ν τ¨̋ Β∆: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈν � ΓΒ τ¨ù Β∆.

ÇΕ�ν �ρα πρì̋ τινι εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú δÔο εÎθεØαι µ� âπÈ τ� αÎτ� µèρη
κεÐµεναι τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋ ποιÀσιν, âπ' εÎθεÐα̋ êσονται �λλ λαι̋
αÉ εÎθεØαι: íπερ êδει δεØcαι.

I.15

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋, τ�̋ κατ� κορυφ�ν γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποιοÜσιν.

∆Ôο γ�ρ εÎθεØαι αÉ ΑΒ, Γ∆ τεµνèτωσαν �λλ λα̋ κατ� τä Ε σηµεØον: λèγω, íτι
Òση âστÈν � µàν Íπä ΑΕΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΒ, � δà Íπä ΓΕΒ τ¨ù Íπä ΑΕ∆.

b

Α

Β

Γ ∆
Ε

ÇΕπεÈ γ�ρ εÎθεØα � ΑΕ âπ' εÎθεØαν τ�ν Γ∆ âφèστηκε γωνÐα̋ ποιοÜσα τ�̋ Íπä ΓΕΑ,
ΑΕ∆, αÉ �ρα Íπä ΓΕΑ, ΑΕ∆ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. π�λιν, âπεÈ εÎθεØα �
∆Ε âπ' εÎθεØαν τ�ν ΑΒ âφèστηκε γωνÐα̋ ποιοÜσα τ�̋ Íπä ΑΕ∆, ∆ΕΒ, αÉ �ρα Íπä
ΑΕ∆, ∆ΕΒ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. âδεÐχθησαν δà καÈ αÉ Íπä ΓΕΑ, ΑΕ∆
δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι: αÉ �ρα Íπä ΓΕΑ, ΑΕ∆ ταØ̋ Íπä ΑΕ∆, ∆ΕΒ Òσαι εÊσÐν. κοιν�
�φηùρ σθω � Íπä ΑΕ∆: λοιπ� �ρα � Íπä ΓΕΑ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΒΕ∆ Òση âστÐν: åµοÐω̋
δ� δειχθ σεται, íτι καÈ αÉ Íπä ΓΕΒ, ∆ΕΑ Òσαι εÊσÐν.

ÇΕ�ν �ρα δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋, τ�̋ κατ� κορυφ�ν γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋
ποιοÜσιν: íπερ êδει δεØcαι.
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Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερäν íτι, â�ν δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋, τ�̋ πρä̋ τ¨ù τοµ¨ù
γωνÐα̋ τèτρασιν æρθαØ̋ Òσα̋ ποι σουσιν.

I.16

Παντä̋ τριγ¸νου µι�̋ τÀν πλευρÀν προσεκβληθεÐση̋ � âκτä̋ γωνÐα áκατèρα̋ τÀν
âντä̋ καÈ �πεναντÐον γωνιÀν µεÐζων âστÐν.

b

b b

b

b

Α

Β
Γ

∆

Ε

Ζ

Η

^Εστω τρÐγωνον τä ΑΒΓ, καÈ προσεκβεβλ σθω αÎτοÜ µÐα πλευρ� � ΒΓ âπÈ τä ∆:
λèγω, íτι � âκτä̋ γωνÐα � Íπä ΑΓ∆ µεÐζων âστÈν áκατèρα̋ τÀν âντä̋ καÈ �πεναντÐον
τÀν Íπä ΓΒΑ, ΒΑΓ γωνιÀν.

Τετµ σθω � ΑΓ δÐχα κατ� τä Ε, καÈ âπιζευχθεØσα � ΒΕ âκβεβλ σθω âπ' εÎθεÐα̋
âπÈ τä Ζ, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΒΕ Òση � ΕΖ, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΓ, καÈ δι χθω � ΑΓ âπÈ τä
Η.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � µàν ΑΕ τ¨ù ΕΓ, � δà ΒΕ τ¨ù ΕΖ, δÔο δ� αÉ ΑΕ, ΕΒ δυσÈ
ταØ̋ ΓΕ, ΕΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΑΕΒ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΖΕΓ
Òση âστÐν: κατ� κορυφ�ν γ�ρ: β�σι̋ �ρα � ΑΒ β�σει τ¨ù ΖΓ Òση âστÐν, καÈ τä ΑΒΕ
τρÐγωνον τÀú ΖΕΓ τριγ¸νωú âστÈν Òσον, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι
εÊσÈν áκατèρα áκατèραø, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα âστÈν � Íπä ΒΑΕ
τ¨ù Íπä ΕΓΖ. µεÐζων δè âστιν � Íπä ΕΓ∆ τ¨̋ Íπä ΕΓΖ: µεÐζων �ρα � Íπä ΑΓ∆ τ¨̋
Íπä ΒΑΕ. åµοÐω̋ δ� τ¨̋ ΒΓ τετµηµèνη̋ δÐχα δειχθ σεται καÈ � Íπä ΒΓΗ, τουτèστιν
� Íπä ΑΓ∆, µεÐζων καÈ τ¨̋ Íπä ΑΒΓ.

Παντä̋ �ρα τριγ¸νου µι�̋ τÀν πλευρÀν προσεκβληθεÐση̋ � âκτä̋ γωνÐα áκατèρα̋
τÀν âντä̋ καÈ �πεναντÐον γωνιÀν µεÐζων âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.17

Παντä̋ τριγ¸νου αÉ δÔο γωνÐαι δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι.
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Α

Β
Γ

∆

^Εστω τρÐγωνον τä ΑΒΓ: λèγω, íτι τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου αÉ δÔο γωνÐαι δÔο æρθÀν
âλ�ττονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι.

ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ � ΒΓ âπÈ τä ∆.

ΚαÈ âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ΑΒΓ âκτì̋ âστι γωνÐα � Íπä ΑΓ∆, µεÐζων âστÈ τ¨̋ âντä̋
καÈ �πεναντÐον τ¨̋ Íπä ΑΒΓ. κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΑΓΒ: αÉ �ρα Íπä ΑΓ∆, ΑΓΒ
τÀν Íπä ΑΒΓ, ΒΓΑ µεÐζονè̋ εÊσιν. �λλ' αÉ Íπä ΑΓ∆, ΑΓΒ δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: αÉ
�ρα Íπä ΑΒΓ, ΒΓΑ δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ Íπä
ΒΑΓ, ΑΓΒ δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσι καÈ êτι αÉ Íπä ΓΑΒ, ΑΒΓ.

Παντä̋ �ρα τριγ¸νου αÉ δÔο γωνÐαι δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµ-
βανìµεναι: íπερ êδει δεØcαι.

I.18

Παντä̋ τριγ¸νου � µεÐζων πλευρ� τ�ν µεÐζονα γωνÐαν ÍποτεÐνει.

^Εστω γ�ρ τρÐγωνον τä ΑΒΓ µεÐζονα êχον τ�ν ΑΓ πλευρ�ν τ¨̋ ΑΒ: λèγω, íτι καÈ
γωνÐα � Íπä ΑΒΓ µεÐζων âστÈ τ¨̋ Íπä ΒΓΑ.

ÇΕπεÈ γ�ρ µεÐζων âστÈν � ΑΓ τ¨̋ ΑΒ, κεÐσθω τ¨ù ΑΒ Òση � Α∆, καÈ âπεζεÔχθω �
Β∆.
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b

Α

Β Γ

∆

ΚαÈ âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ΒΓ∆ âκτì̋ âστι γωνÐα � Íπä Α∆Β, µεÐζων âστÈ τ¨̋ âντä̋
καÈ �πεναντÐον τ¨̋ Íπä ∆ΓΒ: Òση δà � Íπä Α∆Β τ¨ù Íπä ΑΒ∆, âπεÈ καÈ πλευρ� � ΑΒ
τ¨ù Α∆ âστιν Òση: µεÐζων �ρα καÈ � Íπä ΑΒ∆ τ¨̋ Íπä ΑΓΒ: πολλÀú �ρα � Íπä ΑΒΓ
µεÐζων âστÈ τ¨̋ Íπä ΑΓΒ.

Παντä̋ �ρα τριγ¸νου � µεÐζων πλευρ� τ�ν µεÐζονα γωνÐαν ÍποτεÐνει: íπερ êδει
δεØcαι.

I.19

Παντä̋ τριγ¸νου Íπä τ�ν µεÐζονα γωνÐαν � µεÐζων πλευρ� ÍποτεÐνει.

Α

Β
Γ

^Εστω τρÐγωνον τä ΑΒΓ µεÐζονα êχον τ�ν Íπä ΑΒΓ γωνÐαν τ¨̋ Íπä ΒΓΑ: λèγω,
íτι καÈ πλευρ� � ΑΓ πλευρ�̋ τ¨̋ ΑΒ µεÐζων âστÐν.

ΕÊ γ�ρ µ , ¢τοι Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΑΒ £ âλ�σσων: Òση µàν οÞν οÎκ êστιν � ΑΓ
τ¨ù ΑΒ: Òση γ�ρ �ν ªν καÈ γωνÐα � Íπä ΑΒΓ τ¨ù Íπä ΑΓΒ: οÎκ êστι δè: οÎκ �ρα Òση
âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΑΒ. οÎδà µ�ν âλ�σσων âστÈν � ΑΓ τ¨̋ ΑΒ: âλ�σσων γ�ρ �ν ªν καÈ
γωνÐα � Íπä ΑΒΓ τ¨̋ Íπä ΑΓΒ: οÎκ êστι δè: οÎκ �ρα âλ�σσων âστÈν � ΑΓ τ¨̋ ΑΒ.
âδεÐχθη δè, íτι οÎδà Òση âστÐν. µεÐζων �ρα âστÈν � ΑΓ τ¨̋ ΑΒ.
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Παντä̋ �ρα τριγ¸νου Íπä τ�ν µεÐζονα γωνÐαν � µεÐζων πλευρ� ÍποτεÐνει: íπερ
êδει δεØcαι.

I.20

Παντä̋ τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι.

Α

Β Γ

∆

^Εστω γ�ρ τρÐγωνον τä ΑΒΓ: λèγω, íτι τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ τ¨̋
λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι, αÉ µàν ΒΑ, ΑΓ τ¨̋ ΒΓ, αÉ δà ΑΒ, ΒΓ
τ¨̋ ΑΓ, αÉ δà ΒΓ, ΓΑ τ¨̋ ΑΒ.

∆ι χθω γ�ρ � ΒΑ âπÈ τä ∆ σηµεØον, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΓΑ Òση � Α∆, καÈ âπεζεÔχθω
� ∆Γ.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ΑΓ, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä Α∆Γ τ¨ù Íπä ΑΓ∆:
µεÐζων �ρα � Íπä ΒΓ∆ τ¨̋ Íπä Α∆Γ: καÈ âπεÈ τρÐγωνìν âστι τä ∆ΓΒ µεÐζονα êχον
τ�ν Íπä ΒΓ∆ γωνÐαν τ¨̋ Íπä Β∆Γ, Íπä δà τ�ν µεÐζονα γωνÐαν � µεÐζων πλευρ�
ÍποτεÐνει, � ∆Β �ρα τ¨̋ ΒΓ âστι µεÐζων. Òση δà � ∆Α τ¨ù ΑΓ: µεÐζονε̋ �ρα αÉ ΒΑ,
ΑΓ τ¨̋ ΒΓ: åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ µàν ΑΒ, ΒΓ τ¨̋ ΓΑ µεÐζονè̋ εÊσιν, αÉ δà
ΒΓ, ΓΑ τ¨̋ ΑΒ.

Παντä̋ �ρα τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµ-
βανìµεναι: íπερ êδει δεØcαι.

I.21

ÇΕ�ν τριγ¸νου âπÈ µι�̋ τÀν πλευρÀν �πä τÀν περ�των δÔο εÎθεØαι âντä̋ συσταθÀσιν,
αÉ συσταθεØσαι τÀν λοιπÀν τοÜ τριγ¸νου δÔο πλευρÀν âλ�ττονε̋ µàν êσονται, µεÐζονα
δà γωνÐαν περιècουσιν.

Τριγ¸νου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ âπÈ µι�̋ τÀν πλευρÀν τ¨̋ ΒΓ �πä τÀν περ�των τÀν Β,
Γ δÔο εÎθεØαι âντä̋ συνεστ�τωσαν αÉ Β∆, ∆Γ: λèγω, íτι αÉ Β∆, ∆Γ τÀν λοιπÀν
τοÜ τριγ¸νου δÔο πλευρÀν τÀν ΒΑ, ΑΓ âλ�σσονε̋ µèν εÊσιν, µεÐζονα δà γωνÐαν
περιèχουσι τ�ν Íπä Β∆Γ τ¨̋ Íπä ΒΑΓ.
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b

b

Α

Β Γ

∆

Ε

∆ι χθω γ�ρ � Β∆ âπÈ τä Ε. καÈ âπεÈ παντä̋ τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ τ¨̋ λοιπ¨̋
µεÐζονè̋ εÊσιν, τοÜ ΑΒΕ �ρα τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ αÉ ΑΒ, ΑΕ τ¨̋ ΒΕ µεÐζονè̋
εÊσιν: κοιν� προσκεÐσθω � ΕΓ: αÉ �ρα ΒΑ, ΑΓ τÀν ΒΕ, ΕΓ µεÐζονè̋ εÊσιν. π�λιν,
âπεÈ τοÜ ΓΕ∆ τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ αÉ ΓΕ, Ε∆ τ¨̋ Γ∆ µεÐζονè̋ εÊσιν, κοιν�
προσκεÐσθω � ∆Β: αÉ ΓΕ, ΕΒ �ρα τÀν Γ∆, ∆Β µεÐζονè̋ εÊσιν. �λλ� τÀν ΒΕ, ΕΓ
µεÐζονε̋ âδεÐχθησαν αÉ ΒΑ, ΑΓ: πολλÀú �ρα αÉ ΒΑ, ΑΓ τÀν Β∆, ∆Γ µεÐζονè̋ εÊσιν.

Π�λιν, âπεÈ παντä̋ τριγ¸νου � âκτä̋ γωνÐα τ¨̋ âντä̋ καÈ �πεναντÐον µεÐζων âστÐν,
τοÜ Γ∆Ε �ρα τριγ¸νου � âκτä̋ γωνÐα � Íπä Β∆Γ µεÐζων âστÈ τ¨̋ Íπä ΓΕ∆. δι�
ταÎτ� τοÐνυν καÈ τοÜ ΑΒΕ τριγ¸νου � âκτä̋ γωνÐα � Íπä ΓΕΒ µεÐζων âστÈ τ¨̋ Íπä
ΒΑΓ. �λλ� τ¨̋ Íπä ΓΕΒ µεÐζων âδεÐχθη � Íπä Β∆Γ: πολλÀú �ρα � Íπä Β∆Γ µεÐζων
âστÈ τ¨̋ Íπä ΒΑΓ.

ÇΕ�ν �ρα τριγ¸νου âπÈ µι�̋ τÀν πλευρÀν �πä τÀν περ�των δÔο εÎθεØαι âντä̋ συσ-
ταθÀσιν, αÉ συσταθεØσαι τÀν λοιπÀν τοÜ τριγ¸νου δÔο πλευρÀν âλ�ττονε̋ µèν εÊσιν,
µεÐζονα δà γωνÐαν περιèχουσιν: íπερ êδει δεØcαι.

I.22

ÇΕκ τριÀν εÎθειÀν, αÑ εÊσιν Òσαι τρισÈ ταØ̋ δοθεÐσαι̋ [εÎθεÐαι̋], τρÐγωνον συστ σασθαι:
δεØ δà τ�̋ δÔο τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονα̋ εÚναι π�ντηù µεταλαµβανοµèνα̋ [δι� τä καÈ παντä̋
τριγ¸νου τ�̋ δÔο πλευρ�̋ τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονα̋ εÚναι π�ντηù µεταλαµβανοµèνα̋].

^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι τρεØ̋ εÎθεØαι αÉ Α, Β, Γ, Áν αÉ δÔο τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονε̋
êστωσαν π�ντηù µεταλαµβανìµεναι, αÉ µàν Α, Β τ¨̋ Γ, αÉ δà Α, Γ τ¨̋ Β, καÈ êτι αÉ
Β, Γ τ¨̋ Α: δεØ δ� âκ τÀν Òσων ταØ̋ Α, Β, Γ τρÐγωνον συστ σασθαι.
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ÇΕκκεÐσθω τι̋ εÎθεØα � ∆Ε πεπερασµèνη µàν κατ� τä ∆ �πειρο̋ δà κατ� τä Ε, καÈ
κεÐσθω τ¨ù µàν Α Òση � ∆Ζ, τ¨ù δà Β Òση � ΖΗ, τ¨ù δà Γ Òση � ΗΘ: καÈ κèντρωú µàν τÀú Ζ,
διαστ µατι δà τÀú Ζ∆ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ∆ΚΛ: π�λιν κèντρωú µàν τÀú Η, διαστ µατι
δà τÀú ΗΘ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΚΛΘ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΚΖ, ΚΗ: λèγω, íτι âκ
τριÀν εÎθειÀν τÀν Òσων ταØ̋ Α, Β, Γ τρÐγωνον συνèσταται τä ΚΖΗ.

ÇΕπεÈ γ�ρ τä Ζ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ∆ΚΛ κÔκλου, Òση âστÈν � Ζ∆ τ¨ù ΖΚ:
�λλ� � Ζ∆ τ¨ù Α âστιν Òση. καÈ � ΚΖ �ρα τ¨ù Α âστιν Òση. π�λιν, âπεÈ τä Η σηµεØον
κèντρον âστÈ τοÜ ΛΚΘ κÔκλου, Òση âστÈν � ΗΘ τ¨ù ΗΚ: �λλ� � ΗΘ τ¨ù Γ âστιν Òση:
καÈ � ΚΗ �ρα τ¨ù Γ âστιν Òση. âστÈ δà καÈ � ΖΗ τ¨ù Β Òση: αÉ τρεØ̋ �ρα εÎθεØαι αÉ ΚΖ,
ΖΗ, ΗΚ τρισÈ ταØ̋ Α, Β, Γ Òσαι εÊσÐν.

ÇΕκ τριÀν �ρα εÎθειÀν τÀν ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ, αÑ εÊσιν Òσαι τρισÈ ταØ̋ δοθεÐσαι̋ εÎθεÐαι̋
ταØ̋ Α, Β, Γ, τρÐγωνον συνèσταται τä ΚΖΗ: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.23

Πρä̋ τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú Òσην
γωνÐαν εÎθÔγραµµον συστ σασθαι.
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^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà πρä̋ αÎτ¨ù σηµεØον τä Α, � δà δοθεØσα
γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ � Íπä ∆ΓΕ: δεØ δ� πρä̋ τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΑΒ καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù
σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú τ¨ù Íπä ∆ΓΕ Òσην γωνÐαν εÎθÔγραµµον
συστ σασθαι.

ΕÊλ φθω âφ' áκατèρα̋ τÀν Γ∆, ΓΕ τυχìντα σηµεØα τ� ∆, Ε, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Ε:
καÈ âκ τριÀν εÎθειÀν, αÑ εÊσιν Òσαι τρισÈ ταØ̋ Γ∆, ∆Ε, ΓΕ, τρÐγωνον συνεστ�τω τä
ΑΖΗ, ¹στε Òσην εÚναι τ�ν µàν Γ∆ τ¨ù ΑΖ, τ�ν δà ΓΕ τ¨ù ΑΗ, καÈ êτι τ�ν ∆Ε τ¨ù ΖΗ.

ÇΕπεÈ οÞν δÔο αÉ ∆Γ, ΓΕ δÔο ταØ̋ ΖΑ, ΑΗ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø, καÈ β�σι̋
� ∆Ε β�σει τ¨ù ΖΗ Òση, γωνÐα �ρα � Íπä ∆ΓΕ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΖΑΗ âστιν Òση.

Πρä̋ �ρα τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΑΒ καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø
εÎθυγρ�µµωú τ¨ù Íπä ∆ΓΕ Òση γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ συνèσταται � Íπä ΖΑΗ: íπερ êδει
ποι¨σαι.

I.24

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ [ταØ̋] δÔο πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèραø,
τ�ν δà γωνÐαν τ¨̋ γωνÐα̋ µεÐζονα êχηù τ�ν Íπä τÀν Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην, καÈ
τ�ν β�σιν τ¨̋ β�σεω̋ µεÐζονα écει.

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ δÔο πλευρ�̋ τ�̋ ΑΒ, ΑΓ ταØ̋ δÔο πλευραØ̋
ταØ̋ ∆Ε, ∆Ζ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø, τ�ν µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε τ�ν δà ΑΓ τ¨ù ∆Ζ, �
δà πρä̋ τÀú Α γωνÐα τ¨̋ πρä̋ τÀú ∆ γωνÐα̋ µεÐζων êστω: λèγω, íτι καÈ β�σι̋ � ΒΓ
β�σεω̋ τ¨̋ ΕΖ µεÐζων âστÐν.

ÇΕπεÈ γ�ρ µεÐζων � Íπä ΒΑΓ γωνÐα τ¨̋ Íπä Ε∆Ζ γωνÐα̋, συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ∆Ε
εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú ∆ τ¨ù Íπä ΒΑΓ γωνÐαø Òση � Íπä Ε∆Η, καÈ κεÐσθω
åποτèραø τÀν ΑΓ, ∆Ζ Òση � ∆Η, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΗ, ΖΗ.
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ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε, � δà ΑΓ τ¨ù ∆Η, δÔο δ� αÉ ΒΑ, ΑΓ δυσÈ ταØ̋
Ε∆, ∆Η Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΒΑΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Η Òση:
β�σι̋ �ρα � ΒΓ β�σει τ¨ù ΕΗ âστιν Òση. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν � ∆Ζ τ¨ù ∆Η, Òση âστÈ
καÈ � Íπä ∆ΗΖ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΖΗ: µεÐζων �ρα � Íπä ∆ΖΗ τ¨̋ Íπä ΕΗΖ: πολλÀú
�ρα µεÐζων âστÈν � Íπä ΕΖΗ τ¨̋ Íπä ΕΗΖ. καÈ âπεÈ τρÐγωνìν âστι τä ΕΖΗ µεÐζονα
êχον τ�ν Íπä ΕΖΗ γωνÐαν τ¨̋ Íπä ΕΗΖ, Íπä δà τ�ν µεÐζονα γωνÐαν � µεÐζων πλευρ�
ÍποτεÐνει, µεÐζων �ρα καÈ πλευρ� � ΕΗ τ¨̋ ΕΖ. Òση δà � ΕΗ τ¨ù ΒΓ: µεÐζων �ρα καÈ
� ΒΓ τ¨̋ ΕΖ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ δυσÈ πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèραø,
τ�ν δà γωνÐαν τ¨̋ γωνÐα̋ µεÐζονα êχηù τ�ν Íπä τÀν Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην, καÈ
τ�ν β�σιν τ¨̋ β�σεω̋ µεÐζονα écει: íπερ êδει δεØcαι.

I.25

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ δυσÈ πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèραø, τ�ν δà
β�σιν τ¨̋ β�σεω̋ µεÐζονα êχηù, καÈ τ�ν γωνÐαν τ¨̋ γωνÐα̋ µεÐζονα écει τ�ν Íπä τÀν
Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην.
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^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ δÔο πλευρ�̋ τ�̋ ΑΒ, ΑΓ ταØ̋ δÔο πλευραØ̋
ταØ̋ ∆Ε, ∆Ζ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø, τ�ν µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε, τ�ν δà ΑΓ τ¨ù ∆Ζ:
β�σι̋ δà � ΒΓ β�σεω̋ τ¨̋ ΕΖ µεÐζων êστω: λèγω, íτι καÈ γωνÐα � Íπä ΒΑΓ γωνÐα̋
τ¨̋ Íπä Ε∆Ζ µεÐζων âστÐν:

ΕÊ γ�ρ µ , ¢τοι Òση âστÈν αÎτ¨ù £ âλ�σσων: Òση µàν οÞν οÎκ êστιν � Íπä ΒΑΓ τ¨ù
Íπä Ε∆Ζ: Òση γ�ρ �ν ªν καÈ β�σι̋ � ΒΓ β�σει τ¨ù ΕΖ: οÎκ êστι δè. οÎκ �ρα Òση âστÈ
γωνÐα � Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Ε∆Ζ: οÎδà µ�ν âλ�σσων âστÈν � Íπä ΒΑΓ τ¨̋ Íπä Ε∆Ζ:
âλ�σσων γ�ρ �ν ªν καÈ β�σι̋ � ΒΓ β�σεω̋ τ¨̋ ΕΖ: οÎκ êστι δè: οÎκ �ρα âλ�σσων
âστÈν � Íπä ΒΑΓ γωνÐα τ¨̋ Íπä Ε∆Ζ. âδεÐχθη δà íτι οÎδà Òση: µεÐζων �ρα âστÈν �
Íπä ΒΑΓ τ¨̋ Íπä Ε∆Ζ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο πλευρ�̋ δυσÈ πλευραØ̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκ�τεραø,
τ�ν δà β�σιν τ¨̋ β�σεω̋ µεÐζονα êχηù, καÈ τ�ν γωνÐαν τ¨̋ γωνÐα̋ µεÐζονα écει τ�ν
Íπä τÀν Òσων εÎθειÀν περιεχοµèνην: íπερ êδει δεØcαι.

I.26

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèραø καÈ µÐαν
πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην ¢τοι τ�ν πρä̋ ταØ̋ Òσαι̋ γωνÐαι̋ £ τ�ν ÍποτεÐνουσαν Íπä µÐαν
τÀν Òσων γωνιÀν, καÈ τ�̋ λοιπ�̋ πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écει [áκατèραν
áκατèραø] καÈ τ�ν λοιπ�ν γωνÐαν τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø.
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^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσÈ ταØ̋
Íπä ∆ΕΖ, ΕΖ∆ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø, τ�ν µàν Íπä ΑΒΓ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, τ�ν
δà Íπä ΒΓΑ τ¨ù Íπä ΕΖ∆: âχèτω δà καÈ µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην, πρìτερον τ�ν
πρä̋ ταØ̋ Òσαι̋ γωνÐαι̋ τ�ν ΒΓ τ¨ù ΕΖ: λèγω, íτι καÈ τ�̋ λοιπ�̋ πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋
πλευραØ̋ Òσα̋ écει áκατèραν áκατèραø, τ�ν µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε τ�ν δà ΑΓ τ¨ù ∆Ζ, καÈ τ�ν
λοιπ�ν γωνÐαν τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø, τ�ν Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Ε∆Ζ.

ΕÊ γ�ρ �νισì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ∆Ε, µÐα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω µεÐζων � ΑΒ, καÈ
κεÐσθω τ¨ù ∆Ε Òση � ΒΗ, καÈ âπεζεÔχθω � ΗΓ.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � µàν ΒΗ τ¨ù ∆Ε, � δà ΒΓ τ¨ù ΕΖ, δÔο δ� αÉ ΒΗ, ΒΓ δυσÈ
ταØ̋ ∆Ε, ΕΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΗΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΕΖ
Òση âστÐν: β�σι̋ �ρα � ΗΓ β�σει τ¨ù ∆Ζ Òση âστÐν, καÈ τä ΗΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ
τριγ¸νωú Òσον âστÐν, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται, Íφ' �̋ αÉ
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Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα � Íπä ΗΓΒ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΖΕ. �λλ� � Íπä ∆ΖΕ
τ¨ù Íπä ΒΓΑ Íπìκειται Òση: καÈ � Íπä ΒΓΗ �ρα τ¨ù Íπä ΒΓΑ Òση âστÐν, � âλ�σσων τ¨ù
µεÐζονι: íπερ �δÔνατον. οÎκ �ρα �νισì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ∆Ε. Òση �ρα. êστι δà καÈ �
ΒΓ τ¨ù ΕΖ Òση: δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΓ δυσÈ ταØ̋ ∆Ε, ΕΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ
γωνÐα � Íπä ΑΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση: β�σι̋ �ρα � ΑΓ β�σει τ¨ù ∆Ζ Òση
âστÐν, καÈ λοιπ� γωνÐα � Íπä ΒΑΓ τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Ζ Òση âστÐν.

ÇΑλλ� δ� π�λιν êστωσαν αÉ Íπä τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ πλευραÈ ÍποτεÐνουσαι Òσαι, ±̋ �
ΑΒ τ¨ù ∆Ε: λèγω π�λιν, íτι καÈ αÉ λοιπαÈ πλευραÈ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσαι êσονται,
� µàν ΑΓ τ¨ù ∆Ζ, � δà ΒΓ τ¨ù ΕΖ καÈ êτι � λοιπ� γωνÐα � Íπä ΒΑΓ τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø τ¨ù
Íπä Ε∆Ζ Òση âστÐν.

ΕÊ γ�ρ �νισì̋ âστιν � ΒΓ τ¨ù ΕΖ, µÐα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω µεÐζων, εÊ δυνατìν,
� ΒΓ, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΕΖ Òση � ΒΘ, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΘ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν
ΒΘ τ¨ù ΕΖ � δà ΑΒ τ¨ù ∆Ε, δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΘ δυσÈ ταØ̋ ∆Ε, ΕΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα
áκατèραø: καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν: β�σι̋ �ρα � ΑΘ β�σει τ¨ù ∆Ζ Òση âστÐν, καÈ τä
ΑΒΘ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú Òσον âστÐν, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋
Òσαι êσονται, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα âστÈν � Íπä ΒΘΑ γωνÐα
τ¨ù Íπä ΕΖ∆. �λλ� � Íπä ΕΖ∆ τ¨ù Íπä ΒΓΑ âστιν Òση: τριγ¸νου δ� τοÜ ΑΘΓ � âκτä̋
γωνÐα � Íπä ΒΘΑ Òση âστÈ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον τ¨ù Íπä ΒΓΑ: íπερ �δÔνατον. οÎκ
�ρα �νισì̋ âστιν � ΒΓ τ¨ù ΕΖ: Òση �ρα. âστÈ δà καÈ � ΑΒ τ¨ù ∆Ε Òση. δÔο δ� αÉ ΑΒ,
ΒΓ δÔο ταØ̋ ∆Ε, ΕΖ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσι: β�σι̋
�ρα � ΑΓ β�σει τ¨ù ∆Ζ Òση âστÐν, καÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú Òσον καÈ
λοιπ� γωνÐα � Íπä ΒΑΓ τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Ζ Òση.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα τ�̋ δÔο γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχηù áκατèραν áκατèραø καÈ
µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην ¢τοι τ�ν πρä̋ ταØ̋ Òσαι̋ γωνÐαι̋, £ τ�ν ÍποτεÐνουσαν
Íπä µÐαν τÀν Òσων γωνιÀν, καÈ τ�̋ λοιπ�̋ πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écει
καÈ τ�ν λοιπ�ν γωνÐαν τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø: íπερ êδει δεØcαι.

I.27

ÇΕ�ν εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�̋ âναλλ�c γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποι¨ù,
παρ�λληλοι êσονται �λλ λαι̋ αÉ εÎθεØαι.

ΕÊ̋ γ�ρ δÔο εÎθεÐα̋ τ�̋ ΑΒ, Γ∆ εÎθεØα âµπÐπτουσα � ΕΖ τ�̋ âναλλ�c γωνÐα̋ τ�̋
Íπä ΑΕΖ, ΕΖ∆ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποιεÐτω: λèγω, íτι παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù Γ∆.
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ΕÊ γ�ρ µ , âκβαλλìµεναι αÉ ΑΒ, Γ∆ συµπεσοÜνται ¢τοι âπÈ τ� Β, ∆ µèρη £ âπÈ
τ� Α, Γ. âκβεβλ σθωσαν καÈ συµπιπτèτωσαν âπÈ τ� Β, ∆ µèρη κατ� τä Η. τριγ¸νου
δ� τοÜ ΗΕΖ � âκτä̋ γωνÐα � Íπä ΑΕΖ Òση âστÈ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον τ¨ù Íπä
ΕΖΗ: íπερ âστÈν �δÔνατον: οÎκ �ρα αÉ ΑΒ, Γ∆ âκβαλλìµεναι συµπεσοÜνται âπÈ τ�
Β, ∆ µèρη. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι οÎδà âπÈ τ� Α, Γ: αÉ δà âπÈ µηδèτερα τ� µèρη
συµπÐπτουσαι παρ�λληλοÐ εÊσιν: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù Γ∆.

ÇΕ�ν �ρα εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�̋ âναλλ�c γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋
ποι¨ù, παρ�λληλοι êσονται αÉ εÎθεØαι: íπερ êδει δεØcαι.

I.28

ÇΕ�ν εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�ν âκτä̋ γωνÐαν τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον
καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη Òσην ποι¨ù £ τ�̋ âντä̋ καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋,
παρ�λληλοι êσονται �λλ λαι̋ αÉ εÎθεØαι.

ΕÊ̋ γ�ρ δÔο εÎθεÐα̋ τ�̋ ΑΒ, Γ∆ εÎθεØα âµπÐπτουσα � ΕΖ τ�ν âκτä̋ γωνÐαν τ�ν
Íπä ΕΗΒ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον γωνÐαø τ¨ù Íπä ΗΘ∆ Òσην ποιεÐτω £ τ�̋ âντä̋ καÈ
âπÈ τ� αÎτ� µèρη τ�̋ Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋: λèγω, íτι παρ�λληλì̋ âστιν
� ΑΒ τ¨ù Γ∆.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � Íπä ΕΗΒ τ¨ù Íπä ΗΘ∆, �λλ� � Íπä ΕΗΒ τ¨ù Íπä ΑΗΘ âστιν
Òση, καÈ � Íπä ΑΗΘ �ρα τ¨ù Íπä ΗΘ∆ âστιν Òση: καÐ εÊσιν âναλλ�c: παρ�λληλο̋ �ρα
âστÈν � ΑΒ τ¨ù Γ∆.
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Π�λιν, âπεÈ αÉ Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν, εÊσÈ δà καÈ αÉ Íπä ΑΗΘ,
ΒΗΘ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι, αÉ �ρα Íπä ΑΗΘ, ΒΗΘ ταØ̋ Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ Òσαι εÊσÐν:
κοιν� �φηùρ σθω � Íπä ΒΗΘ: λοιπ� �ρα � Íπä ΑΗΘ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΗΘ∆ âστιν Òση: καÐ
εÊσιν âναλλ�c: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù Γ∆.

ÇΕ�ν �ρα εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�ν âκτä̋ γωνÐαν τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον
καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη Òσην ποι¨ù £ τ�̋ âντä̋ καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋,
παρ�λληλοι êσονται αÉ εÎθεØαι: íπερ êδει δεØcαι.

I.29

ÃΗ εÊ̋ τ�̋ παραλλ λου̋ εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�̋ τε âναλλ�c γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋
ποιεØ καÈ τ�ν âκτä̋ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον Òσην καÈ τ�̋ âντä̋ καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη
δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋.

b
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ΕÊ̋ γ�ρ παραλλ λου̋ εÎθεÐα̋ τ�̋ ΑΒ, Γ∆ εÎθεØα âµπιπτèτω � ΕΖ: λèγω, íτι τ�̋
âναλλ�c γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΑΗΘ, ΗΘ∆ Òσα̋ ποιεØ καÈ τ�ν âκτä̋ γωνÐαν τ�ν Íπä ΕΗΒ
τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον τ¨ù Íπä ΗΘ∆ Òσην καÈ τ�̋ âντä̋ καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη τ�̋
Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋.

ΕÊ γ�ρ �νισì̋ âστιν � Íπä ΑΗΘ τ¨ù Íπä ΗΘ∆, µÐα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω
µεÐζων � Íπä ΑΗΘ: κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΒΗΘ: αÉ �ρα Íπä ΑΗΘ, ΒΗΘ τÀν Íπä
ΒΗΘ, ΗΘ∆ µεÐζονè̋ εÊσιν. �λλ� αÉ Íπä ΑΗΘ, ΒΗΘ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. [καÈ] αÉ
�ρα Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσιν. αÉ δà �π' âλασσìνων £ δÔο æρθÀν
âκβαλλìµεναι εÊ̋ �πειρον συµπÐπτουσιν: αÉ �ρα ΑΒ, Γ∆ âκβαλλìµεναι εÊ̋ �πειρον
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συµπεσοÜνται: οÎ συµπÐπτουσι δà δι� τä παραλλ λου̋ αÎτ�̋ ÍποκεØσθαι: οÎκ �ρα
�νισì̋ âστιν � Íπä ΑΗΘ τ¨ù Íπä ΗΘ∆: Òση �ρα. �λλ� � Íπä ΑΗΘ τ¨ù Íπä ΕΗΒ âστιν
Òση: καÈ � Íπä ΕΗΒ �ρα τ¨ù Íπä ΗΘ∆ âστιν Òση. κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΒΗΘ: αÉ
�ρα Íπä ΕΗΒ, ΒΗΘ ταØ̋ Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ Òσαι εÊσÐν. �λλ� αÉ Íπä ΕΗΒ, ΒΗΘ δÔο
æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: καÈ αÉ Íπä ΒΗΘ, ΗΘ∆ �ρα δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

ÃΗ �ρα εÊ̋ τ�̋ παραλλ λου̋ εÎθεÐα̋ εÎθεØα âµπÐπτουσα τ�̋ τε âναλλ�c γωνÐα̋ Òσα̋
�λλ λαι̋ ποιεØ καÈ τ�ν âκτä̋ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον Òσην καÈ τ�̋ âντä̋ καÈ âπÈ τ�
αÎτ� µèρη δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋: íπερ êδει δεØcαι.

I.30

ΑÉ τ¨ù αÎτ¨ù εÎθεÐαø παρ�λληλοι καÈ �λλ λαι̋ εÊσÈ παρ�λληλοι.
^Εστω áκατèρα τÀν ΑΒ, Γ∆ τ¨ù ΕΖ παρ�λληλο̋: λèγω, íτι καÈ � ΑΒ τ¨ù Γ∆ âστι

παρ�λληλο̋.
ÇΕµπιπτèτω γ�ρ εÊ̋ αÎτ�̋ εÎθεØα � ΗΚ.
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ΚαÈ âπεÈ εÊ̋ παραλλ λου̋ εÎθεÐα̋ τ�̋ ΑΒ, ΕΖ εÎθεØα âµπèπτωκεν � ΗΚ, Òση �ρα
� Íπä ΑΗΚ τ¨ù Íπä ΗΘΖ. π�λιν, âπεÈ εÊ̋ παραλλ λου̋ εÎθεÐα̋ τ�̋ ΕΖ, Γ∆ εÎθεØα
âµπèπτωκεν � ΗΚ, Òση âστÈν � Íπä ΗΘΖ τ¨ù Íπä ΗΚ∆. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΑΗΚ
τ¨ù Íπä ΗΘΖ Òση. καÈ � Íπä ΑΗΚ �ρα τ¨ù Íπä ΗΚ∆ âστιν Òση: καÐ εÊσιν âναλλ�c.
παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù Γ∆.

[ΑÉ �ρα τ¨ù αÎτ¨ù εÎθεÐαø παρ�λληλοι καÈ �λλ λαι̋ εÊσÈ παρ�λληλοι:] íπερ êδει δεØcαι.

I.31

∆ι� τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø παρ�λληλον εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.
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^Εστω τä µàν δοθàν σηµεØον τä Α, � δà δοθεØσα εÎθεØα � ΒΓ: δεØ δ� δι� τοÜ Α
σηµεÐου τ¨ù ΒΓ εÎθεÐαø παρ�λληλον εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.

ΕÊλ φθω âπÈ τ¨̋ ΒΓ τυχäν σηµεØον τä ∆, καÈ âπεζεÔχθω � Α∆: καÈ συνεστ�τω
πρä̋ τ¨ù ∆Α εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù Íπä Α∆Γ γωνÐαø Òση � Íπä
∆ΑΕ: καÈ âκβεβλ σθω âπ' εÎθεÐα̋ τ¨ù ΕΑ εÎθεØα � ΑΖ.

ΚαÈ âπεÈ εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ τ�̋ ΒΓ, ΕΖ εÎθεØα âµπÐπτουσα � Α∆ τ�̋ âναλλ�c γωνÐα̋
τ�̋ Íπä ΕΑ∆, Α∆Γ Òσα̋ �λλ λαι̋ πεποÐηκεν, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΕΑΖ τ¨ù ΒΓ.

∆ι� τοÜ δοθèντο̋ �ρα σηµεÐου τοÜ Α τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΒΓ παρ�λληλο̋ εÎθεØα
γραµµ� ªκται � ΕΑΖ: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.32

Παντä̋ τριγ¸νου µι�̋ τÀν πλευρÀν προσεκβληθεÐση̋ � âκτä̋ γωνÐα δυσÈ ταØ̋ âντä̋
καÈ �πεναντÐον Òση âστÐν, καÈ αÉ âντä̋ τοÜ τριγ¸νου τρεØ̋ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι
εÊσÐν.

Α

Β
Γ

∆

Ε

^Εστω τρÐγωνον τä ΑΒΓ, καÈ προσεκβεβλ σθω αÎτοÜ µÐα πλευρ� � ΒΓ âπÈ τä ∆:
λèγω, íτι � âκτä̋ γωνÐα � Íπä ΑΓ∆ Òση âστÈ δυσÈ ταØ̋ âντä̋ καÈ �πεναντÐον ταØ̋ Íπä
ΓΑΒ, ΑΒΓ, καÈ αÉ âντä̋ τοÜ τριγ¸νου τρεØ̋ γωνÐαι αÉ Íπä ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ δυσÈν
æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

^Ηχθω γ�ρ δι� τοÜ Γ σηµεÐου τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø παρ�λληλο̋ � ΓΕ.
ΚαÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΓΕ, καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν � ΑΓ, αÉ âναλλ�c

γωνÐαι αÉ Íπä ΒΑΓ, ΑΓΕ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. π�λιν, âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù
ΓΕ, καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν εÎθεØα � Β∆, � âκτä̋ γωνÐα � Íπä ΕΓ∆ Òση âστÈ τ¨ù
âντä̋ καÈ �πεναντÐον τ¨ù Íπä ΑΒΓ. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΑΓΕ τ¨ù Íπä ΒΑΓ Òση: íλη
�ρα � Íπä ΑΓ∆ γωνÐα Òση âστÈ δυσÈ ταØ̋ âντä̋ καÈ �πεναντÐον ταØ̋ Íπä ΒΑΓ, ΑΒΓ.

Κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΑΓΒ: αÉ �ρα Íπä ΑΓ∆, ΑΓΒ τρισÈ ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, ΒΓΑ,
ΓΑΒ Òσαι εÊσÐν. �λλ' αÉ Íπä ΑΓ∆, ΑΓΒ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: καÈ αÉ Íπä ΑΓΒ,
ΓΒΑ, ΓΑΒ �ρα δυσÐν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

Παντä̋ �ρα τριγ¸νου µι�̋ τÀν πλευρÀν προσεκβληθεÐση̋ � âκτä̋ γωνÐα δυσÈ ταØ̋
âντä̋ καÈ �πεναντÐον Òση âστÐν, καÈ αÉ âντä̋ τοÜ τριγ¸νου τρεØ̋ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋
Òσαι εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.33

ΑÉ τ�̋ Òσα̋ τε καÈ παραλλ λου̋ âπÈ τ� αÎτ� µèρη âπιζευγνÔουσαι εÎθεØαι καÈ αÎταÈ
Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν.
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^Εστωσαν Òσαι τε καÈ παρ�λληλοι αÉ ΑΒ, Γ∆, καÈ âπιζευγνÔτωσαν αÎτ�̋ âπÈ τ�
αÎτ� µèρη εÎθεØαι αÉ ΑΓ, Β∆: λèγω, íτι καÈ αÉ ΑΓ, Β∆ Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν.

ÇΕπεζεÔχθω � ΒΓ. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù Γ∆, καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν
� ΒΓ, αÉ âναλλ�c γωνÐαι αÉ Íπä ΑΒΓ, ΒΓ∆ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν �
ΑΒ τ¨ù Γ∆ κοιν� δà � ΒΓ, δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΓ δÔο ταØ̋ ΒΓ, Γ∆ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα
� Íπä ΑΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΓ∆ Òση: β�σι̋ �ρα � ΑΓ β�σει τ¨ù Β∆ âστιν Òση, καÈ τä
ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΒΓ∆ τριγ¸νωú Òσον âστÐν, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋
Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα � Íπä
ΑΓΒ γωνÐα τ¨ù Íπä ΓΒ∆. καÈ âπεÈ εÊ̋ δÔο εÎθεÐα̋ τ�̋ ΑΓ, Β∆ εÎθεØα âµπÐπτουσα
� ΒΓ τ�̋ âναλλ�c γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ πεποÐηκεν, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ τ¨ù
Β∆. âδεÐχθη δà αÎτ¨ù καÈ Òση.

ΑÉ �ρα τ�̋ Òσα̋ τε καÈ παραλλ λου̋ âπÈ τ� αÎτ� µèρη âπιζευγνÔουσαι εÎθεØαι καÈ
αÎταÈ Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν: íπερ êδει δεØcαι.

I.34

ΤÀν παραλληλογρ�µµων χωρÐων αÉ �πεναντÐον πλευραÐ τε καÈ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋
εÊσÐν, καÈ � δι�µετρο̋ αÎτ� δÐχα τèµνει.

Α Β

Γ ∆

^Εστω παραλληλìγραµµον χωρÐον τä ΑΓ∆Β, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ � ΒΓ: λèγω, íτι
τοÜ ΑΓ∆Β παραλληλογρ�µµου αÉ �πεναντÐον πλευραÐ τε καÈ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋
εÊσÐν, καÈ � ΒΓ δι�µετρο̋ αÎτä δÐχα τèµνει.

ÇΕπεÈ γ�ρ παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù Γ∆, καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν εÎθεØα � ΒΓ,
αÉ âναλλ�c γωνÐαι αÉ Íπä ΑΒΓ, ΒΓ∆ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. π�λιν, âπεÈ παρ�λληλì̋
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âστιν � ΑΓ τ¨ù Β∆, καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν � ΒΓ, αÉ âναλλ�c γωνÐαι αÉ Íπä ΑΓΒ,
ΓΒ∆ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. δÔο δ� τρÐγων� âστι τ� ΑΒΓ, ΒΓ∆ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ τ�̋
Íπä ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσÈ ταØ̋ Íπä ΒΓ∆, ΓΒ∆ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø καÈ µÐαν
πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην τ�ν πρä̋ ταØ̋ Òσαι̋ γωνÐαι̋ κοιν�ν αÎτÀν τ�ν ΒΓ: καÈ τ�̋
λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ Òσα̋ écει áκατèραν áκατèραø καÈ τ�ν λοιπ�ν γωνÐαν
τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø: Òση �ρα � µàν ΑΒ πλευρ� τ¨ù Γ∆, � δà ΑΓ τ¨ù Β∆, καÈ êτι Òση âστÈν �
Íπä ΒΑΓ γωνÐα τ¨ù Íπä Γ∆Β. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν Íπä ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΒΓ∆,
� δà Íπä ΓΒ∆ τ¨ù Íπä ΑΓΒ, íλη �ρα � Íπä ΑΒ∆ íληù τ¨ù Íπä ΑΓ∆ âστιν Òση. âδεÐχθη
δà καÈ � Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Γ∆Β Òση.

ΤÀν �ρα παραλληλογρ�µµων χωρÐων αÉ �πεναντÐον πλευραÐ τε καÈ γωνÐαι Òσαι
�λλ λαι̋ εÊσÐν.

Λèγω δ , íτι καÈ � δι�µετρο̋ αÎτ� δÐχα τèµνει. âπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù Γ∆,
κοιν� δà � ΒΓ, δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΓ δυσÈ ταØ̋ Γ∆, ΒΓ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ
γωνÐα � Íπä ΑΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΓ∆ Òση. καÈ β�σι̋ �ρα � ΑΓ τ¨ù ∆Β Òση. καÈ τä
ΑΒΓ [�ρα] τρÐγωνον τÀú ΒΓ∆ τριγ¸νωú Òσον âστÐν.

ÃΗ �ρα ΒΓ δι�µετρο̋ δÐχα τèµνει τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον: íπερ êδει δεØcαι.

I.35

Τ� παραλληλìγραµµα τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋
Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.
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^Εστω παραλληλìγραµµα τ� ΑΒΓ∆, ΕΒΓΖ âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ τ¨̋ ΒΓ καÈ
âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΑΖ, ΒΓ: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒΓ∆ τÀú ΕΒΓΖ
παραλληλογρ�µµωú.

ÇΕπεÈ γ�ρ παραλληλìγραµµìν âστι τä ΑΒΓ∆, Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ΒΓ. δι� τ� αÎτ�
δ� καÈ � ΕΖ τ¨ù ΒΓ âστιν Òση: ¹στε καÈ � Α∆ τ¨ù ΕΖ âστιν Òση: καÈ κοιν� � ∆Ε: íλη
�ρα � ΑΕ íληù τ¨ù ∆Ζ âστιν Òση. êστι δà καÈ � ΑΒ τ¨ù ∆Γ Òση: δÔο δ� αÉ ΕΑ, ΑΒ
δÔο ταØ̋ Ζ∆, ∆Γ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä Ζ∆Γ γωνÐαø τ¨ù Íπä
ΕΑΒ âστιν Òση � âκτä̋ τ¨ù âντì̋: β�σι̋ �ρα � ΕΒ β�σει τ¨ù ΖΓ Òση âστÐν, καÈ τä ΕΑΒ
τρÐγωνον τÀú ∆ΖΓ τριγ¸νωú Òσον êσται: κοινäν �φηùρ σθω τä ∆ΗΕ: λοιπäν �ρα τä
ΑΒΗ∆ τραπèζιον λοιπÀú τÀú ΕΗΓΖ τραπεζÐωú âστÈν Òσον: κοινäν προσκεÐσθω τä ΗΒΓ
τρÐγωνον: íλον �ρα τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον íλωú τÀú ΕΒΓΖ παραλληλογρ�µµωú
Òσον âστÐν.
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Τ� �ρα παραλληλìγραµµα τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παρ-
αλλ λοι̋ Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.36

Τ� παραλληλìγραµµα τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ Òσα
�λλ λοι̋ âστÐν.

Α
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Θ

^Εστω παραλληλìγραµµα τ� ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ âπÈ Òσων β�σεων îντα τÀν ΒΓ, ΖΗ
καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΑΘ, ΒΗ: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒΓ∆ παρ-
αλληλìγραµµον τÀú ΕΖΗΘ.

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΒΕ, ΓΘ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù ΖΗ, �λλ� � ΖΗ τ¨ù ΕΘ
âστιν Òση, καÈ � ΒΓ �ρα τ¨ù ΕΘ âστιν Òση. εÊσÈ δà καÈ παρ�λληλοι. καÈ âπιζευγνÔουσιν
αÎτ�̋ αÉ ΕΒ, ΘΓ: αÉ δà τ�̋ Òσα̋ τε καÈ παραλλ λου̋ âπÈ τ� αÎτ� µèρη âπιζευγνÔουσαι
Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσι: [καÈ αÉ ΕΒ, ΘΓ �ρα Òσαι τè εÊσι καÈ παρ�λληλοι]. παρ-
αλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä ΕΒΓΘ. καÐ âστιν Òσον τÀú ΑΒΓ∆: β�σιν τε γ�ρ αÎτÀú
τ�ν αÎτ�ν êχει τ�ν ΒΓ, καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ âστÈν αÎτÀú ταØ̋ ΒΓ, ΑΘ.
δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΕΖΗΘ τÀú αÎτÀú τÀú ΕΒΓΘ âστιν Òσον: ¹στε καÈ τä ΑΒΓ∆
παραλληλìγραµµον τÀú ΕΖΗΘ âστιν Òσον.

Τ� �ρα παραλληλìγραµµα τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋
Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.37

Τ� τρÐγωνα τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ Òσα �λλ λοι̋
âστÐν.
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^Εστω τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΒΓ âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ τ¨̋ ΒΓ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋
παραλλ λοι̋ ταØ̋ Α∆, ΒΓ: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΒΓ τριγ¸νωú.

ÇΕκβεβλ σθω � Α∆ âφ' áκ�τερα τ� µèρη âπÈ τ� Ε, Ζ, καÈ δι� µàν τοÜ Β τ¨ù
ΓΑ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΒΕ, δι� δà τοÜ Γ τ¨ù Β∆ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΓΖ. παρ-
αλληλìγραµµον �ρα âστÈν áκ�τερον τÀν ΕΒΓΑ, ∆ΒΓΖ: καÐ εÊσιν Òσα: âπÐ τε γ�ρ
τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋ ΒΓ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΒΓ, ΕΖ: καÐ âστι
τοÜ µàν ΕΒΓΑ παραλληλογρ�µµου ¡µισυ τä ΑΒΓ τρÐγωνον: � γ�ρ ΑΒ δι�µετρο̋
αÎτä δÐχα τèµνει: τοÜ δà ∆ΒΓΖ παραλληλογρ�µµου ¡µισυ τä ∆ΒΓ τρÐγωνον: � γ�ρ
∆Γ δι�µετρο̋ αÎτä δÐχα τèµνει. [τ� δà τÀν Òσων �µÐση Òσα �λλ λοι̋ âστÐν]. Òσον �ρα
âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΒΓ τριγ¸νωú.

Τ� �ρα τρÐγωνα τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ Òσα
�λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.38

Τ� τρÐγωνα τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ Òσα �λλ λοι̋
âστÐν.
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^Εστω τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ âπÈ Òσων β�σεων τÀν ΒΓ, ΕΖ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋
παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΒΖ, Α∆: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ � Α∆ âφ' áκ�τερα τ� µèρη âπÈ τ� Η, Θ, καÈ δι� µàν τοÜ Β
τ¨ù ΓΑ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΒΗ, δι� δà τοÜ Ζ τ¨ù ∆Ε παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΖΘ. παρ-
αλληλìγραµµον �ρα âστÈν áκ�τερον τÀν ΗΒΓΑ, ∆ΕΖΘ: καÈ Òσον τä ΗΒΓΑ τÀú ∆ΕΖΘ:
âπÐ τε γ�ρ Òσων β�σε¸ν εÊσι τÀν ΒΓ, ΕΖ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΒΖ,
ΗΘ: καÐ âστι τοÜ µàν ΗΒΓΑ παραλληλογρ�µµου ¡µισυ τä ΑΒΓ τρÐγωνον. � γ�ρ
ΑΒ δι�µετρο̋ αÎτä δÐχα τèµνει: τοÜ δà ∆ΕΖΘ παραλληλογρ�µµου ¡µισυ τä ΖΕ∆
τρÐγωνον: � γ�ρ ∆Ζ δι�µετρο̋ αÎτä δÐχα τèµνει: [τ� δà τÀν Òσων �µÐση Òσα �λλ λοι̋
âστÐν]. Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú.

Τ� �ρα τρÐγωνα τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ Òσα
�λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.39

Τ� Òσα τρÐγωνα τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋
παραλλ λοι̋ âστÐν.

^Εστω Òσα τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΒΓ âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη
τ¨̋ ΒΓ: λèγω, íτι καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ âστÐν.

ÇΕπεζεÔχθω γ�ρ � Α∆: λèγω, íτι παρ�λληλì̋ âστιν � Α∆ τ¨ù ΒΓ.

b
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ΕÊ γ�ρ µ , ¢χθω δι� τοÜ Α σηµεÐου τ¨ù ΒΓ εÎθεÐαø παρ�λληλο̋ � ΑΕ, καÈ âπεζεÔχθω
� ΕΓ. Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΕΒΓ τριγ¸νωú: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋
âστιν αÎτÀú τ¨̋ ΒΓ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋. �λλ� τä ΑΒΓ τÀú ∆ΒΓ âστιν Òσον:
καÈ τä ∆ΒΓ �ρα τÀú ΕΒΓ Òσον âστÈ τä µεØζον τÀú âλ�σσονι: íπερ âστÈν �δÔνατον: οÎκ
�ρα παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù ΒΓ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλη τι̋ πλ�ν τ¨̋
Α∆: � Α∆ �ρα τ¨ù ΒΓ âστι παρ�λληλο̋.

Τ� �ρα Òσα τρÐγωνα τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη καÈ âν
ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.40

Τ� Òσα τρÐγωνα τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋
παραλλ λοι̋ âστÐν.
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^Εστω Òσα τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, Γ∆Ε âπÈ Òσων β�σεων τÀν ΒΓ, ΓΕ καÈ âπÈ τ� αÎτ�
µèρη. λèγω, íτι καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ âστÐν.

ÇΕπεζεÔχθω γ�ρ � Α∆: λèγω, íτι παρ�λληλì̋ âστιν � Α∆ τ¨ù ΒΕ.
ΕÊ γ�ρ µ , ¢χθω δι� τοÜ Α τ¨ù ΒΕ παρ�λληλο̋ � ΑΖ, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΕ. Òσον

�ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΖΓΕ τριγ¸νωú: âπÐ τε γ�ρ Òσων β�σε¸ν εÊσι τÀν ΒΓ,
ΓΕ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΒΕ, ΑΖ. �λλ� τä ΑΒΓ τρÐγωνον Òσον âστÈ
τÀú ∆ΓΕ [τριγ¸νωú]: καÈ τä ∆ΓΕ �ρα [τρÐγωνον] Òσον âστÈ τÀú ΖΓΕ τριγ¸νωú τä µεØζον
τÀú âλ�σσονι: íπερ âστÈν �δÔνατον: οÎκ �ρα παρ�λληλο̋ � ΑΖ τ¨ù ΒΕ. åµοÐω̋ δ�
δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλη τι̋ πλ�ν τ¨̋ Α∆: � Α∆ �ρα τ¨ù ΒΕ âστι παρ�λληλο̋.

Τ� �ρα Òσα τρÐγωνα τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα καÈ âπÈ τ� αÎτ� µèρη καÈ âν ταØ̋
αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.41

ÇΕ�ν παραλληλìγραµµον τριγ¸νωú β�σιν τε êχηù τ�ν αÎτ�ν καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παρ-
αλλ λοι̋ ªù, διπλ�σιìν âστι τä παραλληλìγραµµον τοÜ τριγ¸νου.
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Παραλληλìγραµµον γ�ρ τä ΑΒΓ∆ τριγ¸νωú τÀú ΕΒΓ β�σιν τε âχèτω τ�ν αÎτ�ν τ�ν
ΒΓ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ êστω ταØ̋ ΒΓ, ΑΕ: λèγω, íτι διπλ�σιìν âστι τä
ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον τοÜ ΒΕΓ τριγ¸νου.

ÇΕπεζεÔχθω γ�ρ � ΑΓ. Òσον δ  âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΕΒΓ τριγ¸νωú: âπÐ τε
γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ âστιν αÎτÀú τ¨̋ ΒΓ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΒΓ,
ΑΕ. �λλ� τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον διπλ�σιìν âστι τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου: � γ�ρ
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ΑΓ δι�µετρο̋ αÎτä δÐχα τèµνει: ¹στε τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον καÈ τοÜ ΕΒΓ
τριγ¸νου âστÈ διπλ�σιον.

ÇΕ�ν �ρα παραλληλìγραµµον τριγ¸νωú β�σιν τε êχηù τ�ν αÎτ�ν καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋
παραλλ λοι̋ ªù, διπλ�σιìν âστι τä παραλληλìγραµµον τοÜ τριγ¸νου: íπερ êδει δεØcαι.

I.42

ΤÀú δοθèντι τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον συστ σασθαι âν τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú.

^Εστω τä µàν δοθàν τρÐγωνον τä ΑΒΓ, � δà δοθεØσα γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ � ∆: δεØ δ�
τÀú ΑΒΓ τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον συστ σασθαι âν τ¨ù ∆ γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú.
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Τετµ σθω � ΒΓ δÐχα κατ� τä Ε, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΕ, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù
ΕΓ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Ε τ¨ù ∆ γωνÐαø Òση � Íπä ΓΕΖ, καÈ δι� µàν
τοÜ Α τ¨ù ΕΓ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΑΗ, δι� δà τοÜ Γ τ¨ù ΕΖ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΓΗ:
παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä ΖΕΓΗ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΕ τ¨ù ΕΓ, Òσον âστÈ καÈ
τä ΑΒΕ τρÐγωνον τÀú ΑΕΓ τριγ¸νωú: âπÐ τε γ�ρ Òσων β�σε¸ν εÊσι τÀν ΒΕ, ΕΓ καÈ âν
ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΒΓ, ΑΗ: διπλ�σιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τοÜ ΑΕΓ
τριγ¸νου. êστι δà καÈ τä ΖΕΓΗ παραλληλìγραµµον διπλ�σιον τοÜ ΑΕΓ τριγ¸νου:
β�σιν τε γ�ρ αÎτÀú τ�ν αÎτ�ν êχει καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ âστιν αÎτÀú παραλλ λοι̋: Òσον
�ρα âστÈ τä ΖΕΓΗ παραλληλìγραµµον τÀú ΑΒΓ τριγ¸νωú. καÈ êχει τ�ν Íπä ΓΕΖ
γωνÐαν Òσην τ¨ù δοθεÐσηù τ¨ù ∆.

ΤÀú �ρα δοθèντι τριγ¸νωú τÀú ΑΒΓ Òσον παραλληλìγραµµον συνèσταται τä ΖΕΓΗ
âν γωνÐαø τ¨ù Íπä ΓΕΖ, ¡τι̋ âστÈν Òση τ¨ù ∆: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.43

Παντä̋ παραλληλογρ�µµου τÀν περÈ τ�ν δι�µετρον παραλληλογρ�µµων τ� παρα-
πληρ¸µατα Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.
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^Εστω παραλληλìγραµµον τä ΑΒΓ∆, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ � ΑΓ, περÈ δà τ�ν ΑΓ
παραλληλìγραµµα µàν êστω τ� ΖΘ, ΖΗ, τ� δà λεγìµενα παραπληρ¸µατα τ� ΒΚ, Κ∆:
λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΒΚ παραπλ ρωµα τÀú Κ∆ παραπληρ¸µατι.

ÇΕπεÈ γ�ρ παραλληλìγραµµìν âστι τä ΑΒΓ∆, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ � ΑΓ, Òσον âστÈ
τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΑΓ∆ τριγ¸νωú. π�λιν, âπεÈ παραλληλìγραµµìν âστι τä ΕΘ,
δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ âστιν � ΑΚ, Òσον âστÈ τä ΑΕΚ τρÐγωνον τÀú ΑΘΚ τριγ¸νωú. δι�
τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΚΖΓ τρÐγωνον τÀú ΚΗΓ âστιν Òσον. âπεÈ οÞν τä µàν ΑΕΚ τρÐγωνον
τÀú ΑΘΚ τριγ¸νωú âστÈν Òσον, τä δà ΚΖΓ τÀú ΚΗΓ, τä ΑΕΚ τρÐγωνον µετ� τοÜ ΚΗΓ
Òσον âστÈ τÀú ΑΘΚ τριγ¸νωú µετ� τοÜ ΚΖΓ: êστι δà καÈ íλον τä ΑΒΓ τρÐγωνον íλωú
τÀú Α∆Γ Òσον: λοιπäν �ρα τä ΒΚ παραπλ ρωµα λοιπÀú τÀú Κ∆ παραπληρ¸µατÐ âστιν
Òσον.

Παντä̋ �ρα παραλληλογρ�µµου χωρÐου τÀν περÈ τ�ν δι�µετρον παραλληλογρ�µµων
τ� παραπληρ¸µατα Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

I.44

Παρ� τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν τÀú δοθèντι τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον παραβαλεØν
âν τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú.

Α
Β

Γ

∆

Ε

ΖΗ
Θ

ΚΛ
Μ

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà δοθàν τρÐγω νον τä Γ, � δà δοθεØσα γωνÐα
εÎθÔγραµµο̋ � ∆: δεØ δ� παρ� τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν τ�ν ΑΒ τÀú δοθèντι τριγ¸νωú τÀú
Γ Òσον παραλληλìγραµµον παραβαλεØν âν Òσηù τ¨ù ∆ γωνÐαø.
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Συνεστ�τω τÀú Γ τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον τä ΒΕΖΗ âν γωνÐαø τ¨ù Íπä ΕΒΗ,
¡ âστιν Òση τ¨ù ∆: καÈ κεÐσθω ¹στε âπ' εÎθεÐα̋ εÚναι τ�ν ΒΕ τ¨ù ΑΒ, καÈ δι χθω � ΖΗ
âπÈ τä Θ, καÈ δι� τοÜ Α åποτèραø τÀν ΒΗ, ΕΖ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΑΘ, καÈ âπεζεÔχθω
� ΘΒ. καÈ âπεÈ εÊ̋ παραλλ λου̋ τ�̋ ΑΘ, ΕΖ εÎθεØα âνèπεσεν � ΘΖ, αÉ �ρα Íπä ΑΘΖ,
ΘΖΕ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ εÊσιν Òσαι. αÉ �ρα Íπä ΒΘΗ, ΗΖΕ δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋
εÊσιν: αÉ δà �πä âλασσìνων £ δÔο æρθÀν εÊ̋ �πειρον âκβαλλìµεναι συµπÐπτουσιν: αÉ
ΘΒ, ΖΕ �ρα âκβαλλìµεναι συµπεσοÜνται. âκβεβλ σθωσαν καÈ συµπιπτèτωσαν κατ�
τä Κ, καÈ δι� τοÜ Κ σηµεÐου åποτèραø τÀν ΕΑ, ΖΘ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΚΛ, καÈ
âκβεβλ σθωσαν αÉ ΘΑ, ΗΒ âπÈ τ� Λ, Μ σηµεØα. παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä
ΘΛΚΖ, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ � ΘΚ, περÈ δà τ�ν ΘΚ παραλληλìγραµµα µàν τ� ΑΗ,
ΜΕ, τ� δà λεγìµενα παραπληρ¸µατα τ� ΛΒ, ΒΖ: Òσον �ρα âστÈ τä ΛΒ τÀú ΒΖ. �λλ�
τä ΒΖ τÀú Γ τριγ¸νωú âστÈν Òσον: καÈ τä ΛΒ �ρα τÀú Γ âστιν Òσον. καÈ âπεÈ Òση âστÈν �
Íπä ΗΒΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΒΜ, �λλ� � Íπä ΗΒΕ τ¨ù ∆ âστιν Òση, καÈ � Íπä ΑΒΜ �ρα
τ¨ù ∆ γωνÐαø âστÈν Òση.

Παρ� τ�ν δοθεØσαν �ρα εÎθεØαν τ�ν ΑΒ τÀú δοθèντι τριγ¸νωú τÀú Γ Òσον παρ-
αλληλìγραµµον παραβèβληται τä ΛΒ âν γωνÐαø τ¨ù Íπä ΑΒΜ, ¡ âστιν Òση τ¨ù ∆: íπερ
êδει ποι¨σαι.

I.45

ΤÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú Òσον παραλληλìγραµµον συστ σασθαι âν τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø
εÎθυγρ�µµωú.
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^Εστω τä µàν δοθàν εÎθÔγραµµον τä ΑΒΓ∆, � δà δοθεØσα γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ �
Ε: δεØ δ� τÀú ΑΒΓ∆ εÎθυγρ�µµωú Òσον παραλληλìγραµµον συστ σασθαι âν τ¨ù δοθεÐσηù
γωνÐαø τ¨ù Ε.

ÇΕπεζεÔχθω � ∆Β, καÈ συνεστ�τω τÀú ΑΒ∆ τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον τä
ΖΘ âν τ¨ù Íπä ΘΚΖ γωνÐαø, ¡ âστιν Òση τ¨ù Ε: καÈ παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ΗΘ εÎθεØαν
τÀú ∆ΒΓ τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον τä ΗΜ âν τ¨ù Íπä ΗΘΜ γωνÐαø, ¡ âστιν Òση
τ¨ù Ε. καÈ âπεÈ � Ε γωνÐα áκατèραø τÀν Íπä ΘΚΖ, ΗΘΜ âστιν Òση, καÈ � Íπä ΘΚΖ �ρα
τ¨ù Íπä ΗΘΜ âστιν Òση. κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΚΘΗ: αÉ �ρα Íπä ΖΚΘ, ΚΘΗ ταØ̋
Íπä ΚΘΗ, ΗΘΜ Òσαι εÊσÐν. �λλ' αÉ Íπä ΖΚΘ, ΚΘΗ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: καÈ αÉ
Íπä ΚΘΗ, ΗΘΜ �ρα δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. πρä̋ δ  τινι εÎθεÐαø τ¨ù ΗΘ καÈ τÀú πρä̋
αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Θ δÔο εÎθεØαι αÉ ΚΘ, ΘΜ µ� âπÈ τ� αÎτ� µèρη κεÐµεναι τ�̋ âφεc¨̋
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γωνÐα̋ δÔο æρθαØ̋ Òσα̋ ποιοÜσιν: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈν � ΚΘ τ¨ù ΘΜ: καÈ âπεÈ εÊ̋
παραλλ λου̋ τ�̋ ΚΜ, ΖΗ εÎθεØα âνèπεσεν � ΘΗ, αÉ âναλλ�c γωνÐαι αÉ Íπä ΜΘΗ,
ΘΗΖ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΘΗΛ: αÉ �ρα Íπä ΜΘΗ, ΘΗΛ
ταØ̋ Íπä ΘΗΖ, ΘΗΛ Òσαι εÊσÐν. �λλ' αÉ Íπä ΜΘΗ, ΘΗΛ δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: καÈ
αÉ Íπä ΘΗΖ, ΘΗΛ �ρα δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈν � ΖΗ τ¨ù ΗΛ. καÈ
âπεÈ � ΖΚ τ¨ù ΘΗ Òση τε καÈ παρ�λληλì̋ âστιν, �λλ� καÈ � ΘΗ τ¨ù ΜΛ, καÈ � ΚΖ
�ρα τ¨ù ΜΛ Òση τε καÈ παρ�λληλì̋ âστιν: καÈ âπιζευγνÔουσιν αÎτ�̋ εÎθεØαι αÉ ΚΜ,
ΖΛ: καÈ αÉ ΚΜ, ΖΛ �ρα Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν: παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ
τä ΚΖΛΜ. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ τä µàν ΑΒ∆ τρÐγωνον τÀú ΖΘ παραλληλογρ�µµωú, τä δà
∆ΒΓ τÀú ΗΜ, íλον �ρα τä ΑΒΓ∆ εÎθÔγραµµον íλωú τÀú ΚΖΛΜ παραλληλογρ�µµωú
âστÈν Òσον.

ΤÀú �ρα δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú ΑΒΓ∆ Òσον παραλληλìγραµµον συνèσταται τä
ΚΖΛΜ âν γωνÐαø τ¨ù Íπä ΖΚΜ, ¡ âστιν Òση τ¨ù δοθεÐσηù τ¨ù Ε: íπερ êδει ποι¨σαι.

I.46

ÇΑπä τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τετρ�γωνον �ναγρ�ψαι.
^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ: δεØ δ� �πä τ¨̋ ΑΒ εÎθεÐα̋ τετρ�γωνον �ναγρ�ψαι.

b b

b b
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^Ηχθω τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø �πä τοÜ πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐου τοÜ Α πρä̋ æρθ�̋ � ΑΓ, καÈ
κεÐσθω τ¨ù ΑΒ Òση � Α∆: καÈ δι� µàν τοÜ ∆ σηµεÐου τ¨ù ΑΒ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ∆Ε,
δι� δà τοÜ Β σηµεÐου τ¨ù Α∆ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΒΕ. Παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä
Α∆ΕΒ: Òση �ρα âστÈν � µàν ΑΒ τ¨ù ∆Ε, � δà Α∆ τ¨ù ΒΕ. �λλ� � ΑΒ τ¨ù Α∆ âστιν Òση:
αÉ τèσσαρε̋ �ρα αÉ ΒΑ, Α∆, ∆Ε, ΕΒ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä
Α∆ΕΒ παραλληλìγραµµον. λèγω δ , íτι καÈ æρθογ¸νιον. âπεÈ γ�ρ εÊ̋ παραλλ λου̋
τ�̋ ΑΒ, ∆Ε εÎθεØα âνèπεσεν � Α∆, αÉ �ρα Íπä ΒΑ∆, Α∆Ε γωνÐαι δÔο æρθαØ̋
Òσαι εÊσÐν. æρθ� δà � Íπä ΒΑ∆: æρθ� �ρα καÈ � Íπä Α∆Ε. τÀν δà παραλληλογρ�µµων
χωρÐων αÉ �πεναντÐον πλευραÐ τε καÈ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: æρθ� �ρα καÈ áκατèρα
τÀν �πεναντÐον τÀν Íπä ΑΒΕ, ΒΕ∆ γωνιÀν: æρθογ¸νιον �ρα âστÈ τä Α∆ΕΒ. âδεÐχθη
δà καÈ Êσìπλευρον.
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Τετρ�γωνον �ρα âστÐν: καÐ âστιν �πä τ¨̋ ΑΒ εÎθεÐα̋ �ναγεγραµµèνον: íπερ êδει
ποι¨σαι.

I.47

ÇΕν τοØ̋ æρθογωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν æρθ�ν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋ πλευρ�̋
τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν τ�ν æρθ�ν γωνÐαν περιεχουσÀν πλευρÀν τετραγ¸νοι̋.

^Εστω τρÐγωνον æρθογ¸νιον τä ΑΒΓ æρθ�ν êχον τ�ν Íπä ΒΑΓ γωνÐαν: λèγω, íτι
τä �πä τ¨̋ ΒΓ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΒΑ, ΑΓ τετραγ¸νοι̋.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä µàν τ¨̋ ΒΓ τετρ�γωνον τä Β∆ΕΓ, �πä δà τÀν ΒΑ, ΑΓ
τ� ΗΒ, ΘΓ, καÈ δι� τοÜ Α åποτèραø τÀν Β∆, ΓΕ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΑΛ: καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ΖΓ. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν áκατèρα τÀν Íπä ΒΑΓ, ΒΑΗ γωνιÀν,
πρä̋ δ  τινι εÎθεÐαø τ¨ù ΒΑ καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α δÔο εÎθεØαι αÉ ΑΓ, ΑΗ µ�
âπÈ τ� αÎτ� µèρη κεÐµεναι τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋ ποιοÜσιν: âπ' εÎθεÐα̋
�ρα âστÈν � ΓΑ τ¨ù ΑΗ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΒΑ τ¨ù ΑΘ âστιν âπ' εÎθεÐα̋. καÈ âπεÈ
Òση âστÈν � Íπä ∆ΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΒΑ: æρθ� γ�ρ áκατèρα: κοιν� προσκεÐσθω �
Íπä ΑΒΓ: íλη �ρα � Íπä ∆ΒΑ íληù τ¨ù Íπä ΖΒΓ âστιν Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν
∆Β τ¨ù ΒΓ, � δà ΖΒ τ¨ù ΒΑ, δÔο δ� αÉ ∆Β, ΒΑ δÔο ταØ̋ ΖΒ, ΒΓ Òσαι εÊσÈν áκατèρα
áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ∆ΒΑ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΖΒΓ Òση: β�σι̋ �ρα � Α∆ β�σει τ¨ù
ΖΓ [âστιν] Òση, καÈ τä ΑΒ∆ τρÐγωνον τÀú ΖΒΓ τριγ¸νωú âστÈν Òσον: καÈ [âστÈ] τοÜ µàν
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ΑΒ∆ τριγ¸νου διπλ�σιον τä ΒΛ παραλληλìγραµµον: β�σιν τε γ�ρ τ�ν αÎτ�ν êχουσι
τ�ν Β∆ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ εÊσι παραλλ λοι̋ ταØ̋ Β∆, ΑΛ: τοÜ δà ΖΒΓ τριγ¸νου
διπλ�σιον τä ΗΒ τετρ�γωνον: β�σιν τε γ�ρ π�λιν τ�ν αÎτ�ν êχουσι τ�ν ΖΒ καÈ âν
ταØ̋ αÎταØ̋ εÊσι παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΖΒ, ΗΓ. [τ� δà τÀν Òσων διπλ�σια Òσα �λλ λοι̋
âστÐν:] Òσον �ρα âστÈ καÈ τä ΒΛ παραλληλìγραµµον τÀú ΗΒ τετραγ¸νωú. åµοÐω̋ δ�
âπιζευγνυµèνων τÀν ΑΕ, ΒΚ δειχθ σεται καÈ τä ΓΛ παραλληλìγραµµον Òσον τÀú ΘΓ
τετραγ¸νωú: íλον �ρα τä Β∆ΕΓ τετρ�γωνον δυσÈ τοØ̋ ΗΒ, ΘΓ τετραγ¸νοι̋ Òσον
âστÐν. καÐ âστι τä µàν Β∆ΕΓ τετρ�γωνον �πä τ¨̋ ΒΓ �ναγραφèν, τ� δà ΗΒ, ΘΓ �πä
τÀν ΒΑ, ΑΓ. τä �ρα �πä τ¨̋ ΒΓ πλευρ�̋ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΒΑ,
ΑΓ πλευρÀν τετραγ¸νοι̋.

ÇΕν �ρα τοØ̋ æρθογωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν æρθ�ν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋
πλευρ�̋ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν τ�ν æρθ�ν [γωνÐαν] περιεχουσÀν πλευρÀν
τετραγ¸νοι̋: íπερ êδει δεØcαι.

I.48

ÇΕ�ν τριγ¸νου τä �πä µι�̋ τÀν πλευρÀν τετρ�γωνον Òσον ªù τοØ̋ �πä τÀν λοιπÀν
τοÜ τριγ¸νου δÔο πλευρÀν τετραγ¸νοι̋, � περιεχοµèνη γωνÐα Íπä τÀν λοιπÀν τοÜ
τριγ¸νου δÔο πλευρÀν æρθ  âστιν.

Τριγ¸νου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ τä �πä µι�̋ τ¨̋ ΒΓ πλευρ�̋ τετρ�γωνον Òσον êστω τοØ̋
�πä τÀν ΒΑ, ΑΓ πλευρÀν τετραγ¸νοι̋: λèγω, íτι æρθ  âστιν � Íπä ΒΑΓ γωνÐα.
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^Ηχθω γ�ρ �πä τοÜ Α σηµεÐου τ¨ù ΑΓ εÎθεÐαø πρä̋ æρθ�̋ � Α∆ καÈ κεÐσθω τ¨ù
ΒΑ Òση � Α∆, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Γ. âπεÈ Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ΑΒ, Òσον âστÈ καÈ τä
�πä τ¨̋ ∆Α τετρ�γωνον τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ τετραγ¸νωú. κοινäν προσκεÐσθω τä �πä τ¨̋
ΑΓ τετρ�γωνον: τ� �ρα �πä τÀν ∆Α, ΑΓ τετρ�γωνα Òσα âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΒΑ, ΑΓ
τετραγ¸νοι̋. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν ∆Α, ΑΓ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ∆Γ: æρθ� γ�ρ
âστιν � Íπä ∆ΑΓ γωνÐα: τοØ̋ δà �πä τÀν ΒΑ, ΑΓ Òσον âστÈ τä �πä ΒΓ: Íπìκειται
γ�ρ: τä �ρα �πä τ¨̋ ∆Γ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΒΓ τετραγ¸νωú: ¹στε καÈ
πλευρ� � ∆Γ τ¨ù ΒΓ âστιν Òση: καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ΑΒ, κοιν� δà � ΑΓ, δÔο
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δ� αÉ ∆Α, ΑΓ δÔο ταØ̋ ΒΑ, ΑΓ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ � ∆Γ β�σει τ¨ù ΒΓ Òση: γωνÐα
�ρα � Íπä ∆ΑΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΑΓ [âστιν] Òση. æρθ� δà � Íπä ∆ΑΓ: æρθ� �ρα καÈ �
Íπä ΒΑΓ.

ÇΕ�ν �ρα τριγ¸νου τä �πä µι�̋ τÀν πλευρÀν τετρ�γωνον Òσον ªù τοØ̋ �πä τÀν
λοιπÀν τοÜ τριγ¸νου δÔο πλευρÀν τετραγ¸νοι̋, � περιεχοµèνη γωνÐα Íπä τÀν λοιπÀν
τοÜ τριγ¸νου δÔο πλευρÀν æρθ  âστιν: íπερ êδει δεØcαι.



BIBΛION II

ΟΡΟΙ

1. Π�ν παραλληλìγραµµον æρθογ¸νιον περιèχεσθαι λèγεται Íπä δÔο τÀν τ�ν æρθ�ν
γωνÐαν περιεχουσÀν εÎθειÀν.

2. Παντä̋ δà παραλληλογρ�µµου χωρÐου τÀν περÈ τ�ν δι�µετρον αÎτοÜ παραλληλογρ�µµων
ëν åποιονοÜν σÌν τοØ̋ δυσÈ παραπληρ¸µασι γν¸µων καλεÐσθω.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

II.1

ÇΕ�ν Âσι δÔο εÎθεØαι, τµηθ¨ù δà � áτèρα αÎτÀν εÊ̋ åσαδηποτοÜν τµ µατα, τä περιεχìµενον
æρθογ¸νιον Íπä τÀν δÔο εÎθειÀν Òσον âστÈ τοØ̋ Íπì τε τ¨̋ �τµ του καÈ áκ�στου τÀν
τµηµ�των περιεχοµèνοι̋ æρθογωνÐοι̋.

^Εστωσαν δÔο εÎθεØαι αÉ Α, ΒΓ, καÈ τετµ σθω � ΒΓ, ±̋ êτυχεν, κατ� τ� ∆, Ε
σηµεØα: λèγω, íτι τä Íπä τÀν Α, ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú τε Íπä
τÀν Α, Β∆ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú καÈ τÀú Íπä τÀν Α, ∆Ε καÈ êτι τÀú Íπä τÀν Α,
ΕΓ.
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^Ηχθω γ�ρ �πä τοÜ Β τ¨ù ΒΓ πρä̋ æρθ�̋ � ΒΖ, καÈ κεÐσθω τ¨ù Α Òση � ΒΗ, καÈ
δι� µàν τοÜ Η τ¨ù ΒΓ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΗΘ, δι� δà τÀν ∆, Ε, Γ τ¨ù ΒΗ παρ�λληλοι
¢χθωσαν αÉ ∆Κ, ΕΛ, ΓΘ.

Ι̂σον δ  âστι τä ΒΘ τοØ̋ ΒΚ, ∆Λ, ΕΘ. καÐ âστι τä µàν ΒΘ τä Íπä τÀν Α, ΒΓ:
περιèχεται µàν γ�ρ Íπä τÀν ΗΒ, ΒΓ, Òση δà � ΒΗ τ¨ù Α: τä δà ΒΚ τä Íπä τÀν Α,
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Β∆: περιèχεται µàν γ�ρ Íπä τÀν ΗΒ, Β∆, Òση δà � ΒΗ τ¨ù Α. τä δà ∆Λ τä Íπä τÀν
Α, ∆Ε: Òση γ�ρ � ∆Κ, τουτèστιν � ΒΗ, τ¨ù Α. καÈ êτι åµοÐω̋ τä ΕΘ τä Íπä τÀν Α,
ΕΓ: τä �ρα Íπä τÀν Α, ΒΓ Òσον âστÈ τÀú τε Íπä Α, Β∆ καÈ τÀú Íπä Α, ∆Ε καÈ êτι τÀú
Íπä Α, ΕΓ.

ÇΕ�ν �ρα Âσι δÔο εÎθεØαι, τµηθ¨ù δà � áτèρα αÎτÀν εÊ̋ åσαδηποτοÜν τµ µατα, τä
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Íπä τÀν δÔο εÎθειÀν Òσον âστÈ τοØ̋ Íπì τε τ¨̋ �τµ του καÈ
áκ�στου τÀν τµηµ�των περιεχοµèνοι̋ æρθογωνÐοι̋: íπερ êδει δεØcαι.

II.2

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ áκατèρου τÀν τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ íλη̋ τετραγ¸νωú.

ΕÎθεØα γ�ρ � ΑΒ τετµ σθω, ±̋ êτυχεν, κατ� τä Γ σηµεØον: λèγω, íτι τä Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ Íπä ΒΑ, ΑΓ περιεχοµèνου æρθογωνÐου
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ τετραγ¸νωú.

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆ΕΒ, καÈ ¢χθω δι� τοÜ Γ åποτèραø
τÀν Α∆, ΒΕ παρ�λληλο̋ � ΓΖ.

b bb

b bb
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Ι̂σον δ  âστι τä ΑΕ τοØ̋ ΑΖ, ΓΕ. καÐ âστι τä µàν ΑΕ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον,
τä δà ΑΖ τä Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον: περιèχεται µàν γ�ρ Íπä τÀν
∆Α, ΑΓ, Òση δà � Α∆ τ¨ù ΑΒ: τä δà ΓΕ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: Òση γ�ρ � ΒΕ τ¨ù ΑΒ. τä
�ρα Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ µετ� τοÜ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ τετραγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ áκατèρου τÀν
τµηµ�των περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ íλη̋ τετραγ¸νωú: íπερ êδει
δεØcαι.

II.3

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ áνä̋ τÀν τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú τε Íπä τÀν τµηµ�των περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
καÈ τÀú �πä τοÜ προειρηµèνου τµ µατο̋ τετραγ¸νωú.

ΕÎθεØα γ�ρ � ΑΒ τετµ σθω, ±̋ êτυχεν, κατ� τä Γ: λèγω, íτι τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú τε Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΒΓ τετραγ¸νου.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 43

b bb

b bb

Α Β
Γ

∆
ΕΖ

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΓΒ τετρ�γωνον τä Γ∆ΕΒ, καÈ δι χθω � Ε∆ âπÈ τä
Ζ, καÈ δι� τοÜ Α åποτèραø τÀν Γ∆, ΒΕ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΑΖ. Òσον δ  âστι τä ΑΕ
τοØ̋ Α∆, ΓΕ: καÐ âστι τä µàν ΑΕ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον:
περιèχεται µàν γ�ρ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΕ, Òση δà � ΒΕ τ¨ù ΒΓ: τä δà Α∆ τä Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ: Òση γ�ρ � ∆Γ τ¨ù ΓΒ: τä δà ∆Β τä �πä τ¨̋ ΓΒ τετρ�γωνον: τä �ρα Íπä τÀν ΑΒ,
ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΒΓ τετραγ¸νου.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ áνä̋ τÀν τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú τε Íπä τÀν τµηµ�των περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
καÈ τÀú �πä τοÜ προειρηµèνου τµ µατο̋ τετραγ¸νωú: íπερ êδει δεØcαι.

II.4

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä �πä τ¨̋ íλη̋ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ τε
�πä τÀν τµηµ�των τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν τµηµ�των περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ΕÎθεØα γ�ρ γραµµ� � ΑΒ τετµ σθω, ±̋ êτυχεν, κατ� τä Γ. λèγω, íτι τä �πä τ¨̋
ΑΒ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ τε �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΓ, ΓΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆ΕΒ, καÈ âπεζεÔχθω � Β∆, καÈ
δι� µàν τοÜ Γ åποτèραø τÀν Α∆, ΕΒ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΓΖ, δι� δà τοÜ Η åποτèραø
τÀν ΑΒ, ∆Ε παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΘΚ. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΓΖ τ¨ù Α∆, καÈ εÊ̋
αÎτ�̋ âµπèπτωκεν � Β∆, � âκτä̋ γωνÐα � Íπä ΓΗΒ Òση âστÈ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον
τ¨ù Íπä Α∆Β. �λλ' � Íπä Α∆Β τ¨ù Íπä ΑΒ∆ âστιν Òση, âπεÈ καÈ πλευρ� � ΒΑ τ¨ù Α∆
âστιν Òση: καÈ � Íπä ΓΗΒ �ρα γωνÐα τ¨ù Íπä ΗΒΓ âστιν Òση: ¹στε καÈ πλευρ� � ΒΓ
πλευρ�ø τ¨ù ΓΗ âστιν Òση: �λλ' � µàν ΓΒ τ¨ù ΗΚ âστιν Òση, � δà ΓΗ τ¨ù ΚΒ: καÈ � ΗΚ
�ρα τ¨ù ΚΒ âστιν Òση: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΓΗΚΒ. λèγω δ , íτι καÈ æρθογ¸νιον.
âπεÈ γ�ρ παρ�λληλì̋ âστιν � ΓΗ τ¨ù ΒΚ [καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν εÎθεØα � ΓΒ], αÉ
�ρα Íπä ΚΒΓ, ΗΓΒ γωνÐαι δÔο æρθαØ̋ εÊσιν Òσαι. æρθ� δà � Íπä ΚΒΓ: æρθ� �ρα καÈ
� Íπä ΒΓΗ: ¹στε καÈ αÉ �πεναντÐον αÉ Íπä ΓΗΚ, ΗΚΒ æρθαÐ εÊσιν. æρθογ¸νιον �ρα
âστÈ τä ΓΗΚΒ: âδεÐχθη δà καÈ Êσìπλευρον: τετρ�γωνον �ρα âστÐν: καÐ âστιν �πä τ¨̋
ΓΒ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΘΖ τετρ�γωνìν âστιν: καÐ âστιν �πä τ¨̋ ΘΗ, τουτèστιν
[�πä] τ¨̋ ΑΓ: τ� �ρα ΘΖ, ΚΓ τετρ�γωνα �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ εÊσιν. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ
τä ΑΗ τÀú ΗΕ, καÐ âστι τä ΑΗ τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: Òση γ�ρ � ΗΓ τ¨ù ΓΒ: καÈ τä
ΗΕ �ρα Òσον âστÈ τÀú Íπä ΑΓ, ΓΒ: τ� �ρα ΑΗ, ΗΕ Òσα âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ.
êστι δà καÈ τ� ΘΖ, ΓΚ τετρ�γωνα �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ: τ� �ρα τèσσαρα τ� ΘΖ, ΓΚ,
ΑΗ, ΗΕ Òσα âστÈ τοØ̋ τε �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ
περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú. �λλ� τ� ΘΖ, ΓΚ, ΑΗ, ΗΕ íλον âστÈ τä Α∆ΕΒ, í âστιν �πä
τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον: τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ τε �πä τÀν ΑΓ,
ΓΒ τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä �πä τ¨̋ íλη̋ τετρ�γωνον Òσον âστÈ
τοØ̋ τε �πä τÀν τµηµ�των τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν τµηµ�των περιεχοµèνωú
æρθογωνÐωú: íπερ êδει δεØcαι.

[

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι âν τοØ̋ τετραγ¸νοι̋ χωρÐοι̋ τ� περÈ τ�ν δι�µετρον
παραλληλìγραµµα τετρ�γων� âστιν].
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II.5

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù εÊ̋ Òσα καÈ �νισα, τä Íπä τÀν �νÐσων τ¨̋ íλη̋ τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ µεταcÌ τÀν τοµÀν τετραγ¸νου Òσον âστÈ
τÀú �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τετραγ¸νωú.

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τετµ σθω εÊ̋ µàν Òσα κατ� τä Γ, εÊ̋ δà �νισα κατ� τä ∆: λèγω,
íτι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ Γ∆ τετραγ¸νου
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ τετραγ¸νωú.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΓΒ τετρ�γωνον τä ΓΕΖΒ, καÈ âπεζεÔχθω � ΒΕ, καÈ
δι� µàν τοÜ ∆ åποτèραø τÀν ΓΕ, ΒΖ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ∆Η, δι� δà τοÜ Θ åποτèραø
τÀν ΑΒ, ΕΖ παρ�λληλο̋ π�λιν ¢χθω � ΚΜ, καÈ π�λιν δι� τοÜ Α åποτèραø τÀν ΓΛ,
ΒΜ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΑΚ. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ τä ΓΘ παραπλ ρωµα τÀú ΘΖ παρα-
πληρ¸µατι, κοινäν προσκεÐσθω τä ∆Μ: íλον �ρα τä ΓΜ íλωú τÀú ∆Ζ Òσον âστÐν. �λλ�
τä ΓΜ τÀú ΑΛ Òσον âστÐν, âπεÈ καÈ � ΑΓ τ¨ù ΓΒ âστιν Òση: καÈ τä ΑΛ �ρα τÀú ∆Ζ Òσον
âστÐν. κοινäν προσκεÐσθω τä ΓΘ: íλον �ρα τä ΑΘ τÀú ΝCΟ γν¸µονι Òσον âστÐν. �λλ�
τä ΑΘ τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β âστιν: Òση γ�ρ � ∆Θ τ¨ù ∆Β: καÈ å ΝCΟ �ρα γν¸µων
Òσο̋ âστÈ τÀú Íπä Α∆, ∆Β. κοινäν προσκεÐσθω τä ΛΗ, í âστιν Òσον τÀú �πä τ¨̋ Γ∆: å
�ρα ΝCΟ γν¸µων καÈ τä ΛΗ Òσα âστÈ τÀú Íπä τÀν Α∆, ∆Β περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
καÈ τÀú �πä τ¨̋ Γ∆ τετραγ¸νωú. �λλ� å ΝCΟ γν¸µων καÈ τä ΛΗ íλον âστÈ τä ΓΕΖΒ
τετρ�γωνον, í âστιν �πä τ¨̋ ΓΒ: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Β περιεχìµενον æρθογ¸νιον
µετ� τοÜ �πä τ¨̋ Γ∆ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ τετραγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù εÊ̋ Òσα καÈ �νισα, τä Íπä τÀν �νÐσων τ¨̋ íλη̋
τµηµ�των περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ µεταcÌ τÀν τοµÀν τετραγ¸νου
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τετραγ¸νωú: íπερ êδει δεØcαι.

II.6

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù δÐχα, προστεθ¨ù δè τι̋ αÎτ¨ù εÎθεØα âπ' εÎθεÐα̋, τä Íπä τ¨̋
íλη̋ σÌν τ¨ù προσκειµèνηù καÈ τ¨̋ προσκειµèνη̋ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ
�πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ συγκειµèνη̋ êκ τε τ¨̋ �µισεÐα̋
καÈ τ¨̋ προσκειµèνη̋ τετραγ¸νωú.
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ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τετµ σθω δÐχα κατ� τä Γ σηµεØον, προσκεÐσθω δè τι̋ αÎτ¨ù
εÎθεØα âπ' εÎθεÐα̋ � Β∆: λèγω, íτι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β περιεχìµενον æρθογ¸νιον
µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΓΒ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Γ∆ τετραγ¸νωú.

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ Γ∆ τετρ�γωνον τä ΓΕΖ∆, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Ε, καÈ
δι� µàν τοÜ Β σηµεÐου åποτèραø τÀν ΕΓ, ∆Ζ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΒΗ, δι� δà τοÜ Θ
σηµεÐου åποτèραø τÀν ΑΒ, ΕΖ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΚΜ, καÈ êτι δι� τοÜ Α åποτèραø
τÀν ΓΛ, ∆Μ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΑΚ.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ, Òσον âστÈ καÈ τä ΑΛ τÀú ΓΘ. �λλ� τä ΓΘ τÀú
ΘΖ Òσον âστÐν. καÈ τä ΑΛ �ρα τÀú ΘΖ âστιν Òσον. κοινäν προσκεÐσθω τä ΓΜ: íλον
�ρα τä ΑΜ τÀú ΝCΟ γν¸µονÐ âστιν Òσον. �λλ� τä ΑΜ âστι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β:
Òση γ�ρ âστιν � ∆Μ τ¨ù ∆Β: καÈ å ΝCΟ �ρα γν¸µων Òσο̋ âστÈ τÀú Íπä τÀν Α∆, ∆Β
[περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú]. κοινäν προσκεÐσθω τä ΛΗ, í âστιν Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΒΓ
τετραγ¸νωú: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Β περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋
ΓΒ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú ΝCΟ γν¸µονι καÈ τÀú ΛΗ. �λλ� å ΝCΟ γν¸µων καÈ τä
ΛΗ íλον âστÈ τä ΓΕΖ∆ τετρ�γωνον, í âστιν �πä τ¨̋ Γ∆: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Β
περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΓΒ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Γ∆
τετραγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù δÐχα, προστεθ¨ù δè τι̋ αÎτ¨ù εÎθεØα âπ' εÎθεÐα̋, τä
Íπä τ¨̋ íλη̋ σÌν τ¨ù προσκειµèνηù καÈ τ¨̋ προσκειµèνη̋ περιεχìµενον æρθογ¸νιον
µετ� τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ συγκειµèνη̋ êκ τε τ¨̋
�µισεÐα̋ καÈ τ¨̋ προσκειµèνη̋ τετραγ¸νωú: íπερ êδει δεØcαι.

II.7

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä �πä τ¨̋ íλη̋ καÈ τä �φ' áνä̋ τÀν τµηµ�των
τ� συναµφìτερα τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú τε δÈ̋ Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ τοÜ εÊρηµèνου
τµ µατο̋ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú καÈ τÀú �πä τοÜ λοιποÜ τµ µατο̋ τετραγ¸νωú.

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τετµ σθω, ±̋ êτυχεν, κατ� τä Γ σηµεØον: λèγω, íτι τ� �πä
τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú τε δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΓΑ τετραγ¸νωú.

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆ΕΒ: καÈ καταγεγρ�φθω τä
σχ¨µα.
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ÇΕπεÈ οÞν Òσον âστÈ τä ΑΗ τÀú ΗΕ, κοινäν προσκεÐσθω τä ΓΖ: íλον �ρα τä ΑΖ íλωú
τÀú ΓΕ Òσον âστÐν: τ� �ρα ΑΖ, ΓΕ διπλ�σι� âστι τοÜ ΑΖ. �λλ� τ� ΑΖ, ΓΕ å ΚΛΜ
âστι γν¸µων καÈ τä ΓΖ τετρ�γωνον: å ΚΛΜ �ρα γν¸µων καÈ τä ΓΖ διπλ�σι� âστι
τοÜ ΑΖ. êστι δà τοÜ ΑΖ διπλ�σιον καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: Òση γ�ρ � ΒΖ τ¨ù ΒΓ:
å �ρα ΚΛΜ γν¸µων καÈ τä ΓΖ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ. κοινäν
προσκεÐσθω τä ∆Η, í âστιν �πä τ¨̋ ΑΓ τετρ�γωνον: å �ρα ΚΛΜ γν¸µων καÈ τ�
ΒΗ, Η∆ τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú τε δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú καÈ
τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νωú. �λλ� å ΚΛΜ γν¸µων καÈ τ� ΒΗ, Η∆ τετρ�γωνα íλον
âστÈ τä Α∆ΕΒ καÈ τä ΓΖ, � âστιν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνα: τ� �ρα �πä τÀν ΑΒ,
ΒΓ τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú [τε] δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú µετ�
τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νου.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä �πä τ¨̋ íλη̋ καÈ τä �φ' áνä̋
τÀν τµηµ�των τ� συναµφìτερα τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú τε δÈ̋ Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ
τοÜ εÊρηµèνου τµ µατο̋ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú καÈ τÀú �πä τοÜ λοιποÜ τµ µατο̋
τετραγ¸νωú: íπερ êδει δεØcαι.

II.8

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä τετρ�κι̋ Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ áνä̋ τÀν τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τοÜ λοιποÜ τµ µατο̋ τετραγ¸νου Òσον âστÈ
τÀú �πì τε τ¨̋ íλη̋ καÈ τοÜ εÊρηµèνου τµ µατο̋ ±̋ �πä µι�̋ �ναγραφèντι τετραγ¸νωú.

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τετµ σθω, ±̋ êτυχεν, κατ� τä Γ σηµεØον: λèγω, íτι τä
τετρ�κι̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νου
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ, ΒΓ ±̋ �πä µι�̋ �ναγραφèντι τετραγ¸νωú.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ âπ' εÎθεÐα̋ [τ¨ù ΑΒ εÎθεØα] � Β∆, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΓΒ Òση � Β∆,
καÈ �ναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ Α∆ τετρ�γωνον τä ΑΕΖ∆, καÈ καταγεγρ�φθω διπλοÜν τä
σχ¨µα.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ΓΒ τ¨ù Β∆, �λλ� � µàν ΓΒ τ¨ù ΗΚ âστιν Òση, � δà Β∆ τ¨ù ΚΝ,
καÈ � ΗΚ �ρα τ¨ù ΚΝ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΠΡ τ¨ù ΡΟ âστιν Òση. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � ΒΓ τ¨ù Β∆, � δà ΗΚ τ¨ù ΚΝ, Òσον �ρα âστÈ καÈ τä µàν ΓΚ τÀú Κ∆, τä δà ΗΡ τÀú
ΡΝ. �λλ� τä ΓΚ τÀú ΡΝ âστιν Òσον: παραπληρ¸µατα γ�ρ τοÜ ΓΟ παραλληλογρ�µµου:
καÈ τä Κ∆ �ρα τÀú ΗΡ Òσον âστÐν: τ� τèσσαρα �ρα τ� ∆Κ, ΓΚ, ΗΡ, ΡΝ Òσα �λλ λοι̋
âστÐν. τ� τèσσαρα �ρα τετραπλ�σι� âστι τοÜ ΓΚ. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν � ΓΒ τ¨ù Β∆,
�λλ� � µàν Β∆ τ¨ù ΒΚ, τουτèστι τ¨ù ΓΗ Òση, � δà ΓΒ τ¨ù ΗΚ, τουτèστι τ¨ù ΗΠ, âστιν
Òση, καÈ � ΓΗ �ρα τ¨ù ΗΠ Òση âστÐν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν ΓΗ τ¨ù ΗΠ, � δà ΠΡ τ¨ù
ΡΟ, Òσον âστÈ καÈ τä µàν ΑΗ τÀú ΜΠ, τä δà ΠΛ τÀú ΡΖ. �λλ� τä ΜΠ τÀú ΠΛ âστιν
Òσον: παραπληρ¸µατα γ�ρ τοÜ ΜΛ παραλληλογρ�µµου: καÈ τä ΑΗ �ρα τÀú ΡΖ Òσον
âστÐν: τ� τèσσαρα �ρα τ� ΑΗ, ΜΠ, ΠΛ, ΡΖ Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: τ� τèσσαρα �ρα
τοÜ ΑΗ âστι τετραπλ�σια. âδεÐχθη δà καÈ τ� τèσσαρα τ� ΓΚ, Κ∆, ΗΡ, ΡΝ τοÜ ΓΚ
τετραπλ�σια: τ� �ρα æκτ¸, � περιèχει τäν ΣΤΥ γν¸µονα, τετραπλ�σι� âστι τοÜ ΑΚ.
καÈ âπεÈ τä ΑΚ τä Íπä τÀν ΑΒ, Β∆ âστιν: Òση γ�ρ � ΒΚ τ¨ù Β∆: τä �ρα τετρ�κι̋
Íπä τÀν ΑΒ, Β∆ τετραπλ�σιìν âστι τοÜ ΑΚ. âδεÐχθη δà τοÜ ΑΚ τετραπλ�σιο̋ καÈ å
ΣΤΥ γν¸µων: τä �ρα τετρ�κι̋ Íπä τÀν ΑΒ, Β∆ Òσον âστÈ τÀú ΣΤΥ γν¸µονι. κοινäν
προσκεÐσθω τä CΘ, í âστιν Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νωú: τä �ρα τετρ�κι̋ Íπä
τÀν ΑΒ, Β∆ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä ΑΓ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú
ΣΤΥ γν¸µονι καÈ τÀú CΘ. �λλ� å ΣΤΥ γν¸µων καÈ τä CΘ íλον âστÈ τä ΑΕΖ∆
τετρ�γωνον, í âστιν �πä τ¨̋ Α∆: τä �ρα τετρ�κι̋ Íπä τÀν ΑΒ, Β∆ µετ� τοÜ �πä
ΑΓ Òσον âστÈ τÀú �πä Α∆ τετραγ¸νωú: Òση δà � Β∆ τ¨ù ΒΓ. τä �ρα τετρ�κι̋ Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä ΑΓ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä
τ¨̋ Α∆, τουτèστι τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ καÈ ΒΓ ±̋ �πä µι�̋ �ναγραφèντι τετραγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù, ±̋ êτυχεν, τä τετρ�κι̋ Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ áνä̋ τÀν
τµηµ�των περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τοÜ λοιποÜ τµ µατο̋ τετραγ¸νου
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Òσον âστÈ τÀú �πì τε τ¨̋ íλη̋ καÈ τοÜ εÊρηµèνου τµ µατο̋ ±̋ �πä µι�̋ �ναγραφèντι
τετραγ¸νωú: íπερ êδει δεØcαι.

II.9

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù εÊ̋ Òσα καÈ �νισα, τ� �πä τÀν �νÐσων τ¨̋ íλη̋ τµηµ�των
τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τοÜ τε �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ καÈ τοÜ �πä τ¨̋ µεταcÌ τÀν τοµÀν
τετραγ¸νου.

Α Β
Γ ∆

Ε

Ζ
Η

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τετµ σθω εÊ̋ µàν Òσα κατ� τä Γ, εÊ̋ δà �νισα κατ� τä ∆: λèγω,
íτι τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων.

^Ηχθω γ�ρ �πä τοÜ Γ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ � ΓΕ, καÈ κεÐσθω Òση áκατèραø τÀν ΑΓ,
ΓΒ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΑ, ΕΒ, καÈ δι� µàν τοÜ ∆ τ¨ù ΕΓ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ∆Ζ,
δι� δà τοÜ Ζ τ¨ù ΑΒ � ΖΗ, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΖ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΕ, Òση
âστÈ καÈ � Íπä ΕΑΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΕΓ. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν � πρä̋ τÀú Γ, λοιπαÈ �ρα αÉ
Íπä ΕΑΓ, ΑΕΓ µι�ø æρθ¨ù Òσαι εÊσÐν: καÐ εÊσιν Òσαι: �µÐσεια �ρα æρθ¨̋ âστιν áκατèρα
τÀν Íπä ΓΕΑ, ΓΑΕ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκατèρα τÀν Íπä ΓΕΒ, ΕΒΓ �µÐσει� âστιν
æρθ¨̋: íλη �ρα � Íπä ΑΕΒ æρθ  âστιν. καÈ âπεÈ � Íπä ΗΕΖ �µÐσει� âστιν æρθ¨̋,
æρθ� δà � Íπä ΕΗΖ: Òση γ�ρ âστι τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον τ¨ù Íπä ΕΓΒ: λοιπ� �ρα �
Íπä ΕΖΗ �µÐσει� âστιν æρθ¨̋: Òση �ρα [âστÈν] � Íπä ΗΕΖ γωνÐα τ¨ù Íπä ΕΖΗ: ¹στε
καÈ πλευρ� � ΕΗ τ¨ù ΗΖ âστιν Òση. π�λιν âπεÈ � πρä̋ τÀú Β γωνÐα �µÐσει� âστιν æρθ¨̋,
æρθ� δà � Íπä Ζ∆Β: Òση γ�ρ π�λιν âστÈ τ¨ù âντä̋ καÈ �πεναντÐον τ¨ù Íπä ΕΓΒ: λοιπ�
�ρα � Íπä ΒΖ∆ �µÐσει� âστιν æρθ¨̋: Òση �ρα � πρä̋ τÀú Β γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΖΒ: ¹στε
καÈ πλευρ� � Ζ∆ πλευρ�ø τ¨ù ∆Β âστιν Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΕ, Òσον âστÈ
καÈ τä �πä ΑΓ τÀú �πä ΓΕ: τ� �ρα �πä τÀν ΑΓ, ΓΕ τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τοÜ
�πä ΑΓ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΑΓ, ΓΕ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΑ τετρ�γωνον: æρθ� γ�ρ
� Íπä ΑΓΕ γωνÐα: τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΑ διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ. π�λιν, âπεÈ
Òση âστÈν � ΕΗ τ¨ù ΗΖ, Òσον καÈ τä �πä τ¨̋ ΕΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΖ: τ� �ρα �πä τÀν ΕΗ,
ΗΖ τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΗΖ τετραγ¸νου. τοØ̋ δà �πä τÀν ΕΗ, ΗΖ
τετραγ¸νοι̋ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΖ τετρ�γωνον: τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΖ τετρ�γωνον
διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΗΖ. Òση δà � ΗΖ τ¨ù Γ∆: τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΖ διπλ�σιìν
âστι τοÜ �πä τ¨̋ Γ∆. êστι δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΕΑ διπλ�σιον τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ: τ� �ρα
�πä τÀν ΑΕ, ΕΖ τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων. τοØ̋ δà
�πä τÀν ΑΕ, ΕΖ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΖ τετρ�γωνον: æρθ� γ�ρ âστιν � Íπä ΑΕΖ
γωνÐα: τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΖ τετρ�γωνον διπλ�σιìν âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆. τÀú δà
�πä τ¨̋ ΑΖ Òσα τ� �πä τÀν Α∆, ∆Ζ: æρθ� γ�ρ � πρä̋ τÀú ∆ γωνÐα: τ� �ρα �πä τÀν
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Α∆, ∆Ζ διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων. Òση δà � ∆Ζ τ¨ù ∆Β: τ�
�ρα �πä τÀν Α∆, ∆Β τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù εÊ̋ Òσα καÈ �νισα, τ� �πä τÀν �νÐσων τ¨̋ íλη̋
τµηµ�των τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τοÜ τε �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ καÈ τοÜ �πä τ¨̋ µεταcÌ
τÀν τοµÀν τετραγ¸νου: íπερ êδει δεØcαι.

II.10

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù δÐχα, προστεθ¨ù δè τι̋ αÎτ¨ù εÎθεØα âπ' εÎθεÐα̋, τä �πä τ¨̋
íλη̋ σÌν τ¨ù προσκειµèνηù καÈ τä �πä τ¨̋ προσκειµèνη̋ τ� συναµφìτερα τετρ�γωνα
διπλ�σι� âστι τοÜ τε �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ καÈ τοÜ �πä τ¨̋ συγκειµèνη̋ êκ τε τ¨̋ �µισεÐα̋
καÈ τ¨̋ προσκειµèνη̋ ±̋ �πä µι�̋ �ναγραφèντο̋ τετραγ¸νου.

Α
Β

Γ
∆

Ε Ζ

Η

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τετµ σθω δÐχα κατ� τä Γ, προσκεÐσθω δè τι̋ αÎτ¨ù εÎθεØα âπ'
εÎθεÐα̋ � Β∆: λèγω, íτι τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν
ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων.

^Ηχθω γ�ρ �πä τοÜ Γ σηµεÐου τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ � ΓΕ, καÈ κεÐσθω Òση áκατèραø,
τÀν ΑΓ, ΓΒ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΑ, ΕΒ: καÈ δι� µàν τοÜ Ε τ¨ù Α∆ παρ�λληλο̋
¢χθω � ΕΖ, δι� δà τοÜ ∆ τ¨ù ΓΕ παρ�λληλο̋ ¢χθω � Ζ∆. καÈ âπεÈ εÊ̋ παραλλ λου̋
εÎθεÐα̋ τ�̋ ΕΓ, Ζ∆ εÎθεØ� τι̋ âνèπεσεν � ΕΖ, αÉ Íπä ΓΕΖ, ΕΖ∆ �ρα δυσÈν æρθαØ̋
Òσαι εÊσÐν: αÉ �ρα Íπä ΖΕΒ, ΕΖ∆ δÔο æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσιν: αÉ δà �π' âλασσìνων
£ δÔο æρθÀν âκβαλλìµεναι συµπÐπτουσιν: αÉ �ρα ΕΒ, Ζ∆ âκβαλλìµεναι âπÈ τ� Β, ∆
µèρη συµπεσοÜνται. âκβεβλ σθωσαν καÈ συµπιπτèτωσαν κατ� τä Η, καÈ âπεζεÔχθω �
ΑΗ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΕ, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä ΕΑΓ τ¨ù Íπä ΑΕΓ: καÈ
æρθ� � πρä̋ τÀú Γ: �µÐσεια �ρα æρθ¨̋ [âστιν] áκατèρα τÀν Íπä ΕΑΓ, ΑΕΓ. δι� τ� αÎτ�
δ� καÈ áκατèρα τÀν Íπä ΓΕΒ, ΕΒΓ �µÐσει� âστιν æρθ¨̋: æρθ� �ρα âστÈν � Íπä ΑΕΒ.
καÈ âπεÈ �µÐσεια æρθ¨̋ âστιν � Íπä ΕΒΓ, �µÐσεια �ρα æρθ¨̋ καÈ � Íπä ∆ΒΗ. êστι δà
καÈ � Íπä Β∆Η æρθ : Òση γ�ρ âστι τ¨ù Íπä ∆ΓΕ: âναλλ�c γ�ρ: λοιπ� �ρα � Íπä ∆ΗΒ
�µÐσει� âστιν æρθ¨̋: � �ρα Íπä ∆ΗΒ τ¨ù Íπä ∆ΒΗ âστιν Òση: ¹στε καÈ πλευρ� � Β∆
πλευρ�ø τ¨ù Η∆ âστιν Òση. π�λιν, âπεÈ � Íπä ΕΗΖ �µÐσει� âστιν æρθ¨̋, æρθ� δà � πρä̋
τÀú Ζ: Òση γ�ρ âστι τ¨ù �πεναντÐον τ¨ù πρä̋ τÀú Γ: λοιπ� �ρα � Íπä ΖΕΗ �µÐσει� âστιν
æρθ¨̋: Òση �ρα � Íπä ΕΗΖ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΕΗ: ¹στε καÈ πλευρ� � ΗΖ πλευρ�ø τ¨ù ΕΖ
âστιν Òση. καÈ âπεÈ [Òση âστÈν � ΕΓ τ¨ù ΓΑ,] Òσον âστÈ [καÈ] τä �πä τ¨̋ ΕΓ τετρ�γωνον
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τÀú �πä τ¨̋ ΓΑ τετραγ¸νωú: τ� �ρα �πä τÀν ΕΓ, ΓΑ τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τοÜ
�πä τ¨̋ ΓΑ τετραγ¸νου. τοØ̋ δà �πä τÀν ΕΓ, ΓΑ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΑ: τä �ρα
�πä τ¨̋ ΕΑ τετρ�γωνον διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νου. π�λιν, âπεÈ Òση
âστÈν � ΖΗ τ¨ù ΕΖ, Òσον âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΖΗ τÀú �πä τ¨̋ ΖΕ: τ� �ρα �πä τÀν ΗΖ,
ΖΕ διπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΖ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΗΖ, ΖΕ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΗ:
τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΗ διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΖ. Òση δà � ΕΖ τ¨ù Γ∆: τä �ρα �πä
τ¨̋ ΕΗ τετρ�γωνον διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ Γ∆. âδεÐχθη δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΕΑ
διπλ�σιον τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ: τ� �ρα �πä τÀν ΑΕ, ΕΗ τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τÀν
�πä τÀν ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων. τοØ̋ δà �πä τÀν ΑΕ, ΕΗ τετραγ¸νοι̋ Òσον âστÈ τä �πä
τ¨̋ ΑΗ τετρ�γωνον: τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΗ διπλ�σιìν âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆. τÀú
δà �πä τ¨̋ ΑΗ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Η: τ� �ρα �πä τÀν Α∆, ∆Η [τετρ�γωνα]
διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆ [τετραγ¸νων]. Òση δà � ∆Η τ¨ù ∆Β: τ� �ρα �πä
τÀν Α∆, ∆Β [τετρ�γωνα] διπλ�σι� âστι τÀν �πä τÀν ΑΓ, Γ∆ τετραγ¸νων.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù δÐχα, προστεθ¨ù δè τι̋ αÎτ¨ù εÎθεØα âπ' εÎθεÐα̋, τä
�πä τ¨̋ íλη̋ σÌν τ¨ù προσκειµèνηù καÈ τä �πä τ¨̋ προσκειµèνη̋ τ� συναµφìτερα
τετρ�γωνα διπλ�σι� âστι τοÜ τε �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ καÈ τοÜ �πä τ¨̋ συγκειµèνη̋ êκ
τε τ¨̋ �µισεÐα̋ καÈ τ¨̋ προσκειµèνη̋ ±̋ �πä µι�̋ �ναγραφèντο̋ τετραγ¸νου: íπερ
êδει δεØcαι.

II.11

Τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν τεµεØν ¹στε τä Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ τοÜ áτèρου τÀν τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον εÚναι τÀú �πä τοÜ λοιποÜ τµ µατο̋ τετραγ¸νωú.

^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ: δεØ δ� τ�ν ΑΒ τεµεØν ¹στε τä Íπä τ¨̋ íλη̋ καÈ
τοÜ áτèρου τÀν τµηµ�των περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον εÚναι τÀú �πä τοÜ λοιποÜ
τµ µατο̋ τετραγ¸νωú.

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ Η

Θ

Κ
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä ΑΒ∆Γ, καÈ τετµ σθω � ΑΓ δÐχα
κατ� τä Ε σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθω � ΒΕ, καÈ δι χθω � ΓΑ âπÈ τä Ζ, καÈ κεÐσθω τ¨ù
ΒΕ Òση � ΕΖ, καÈ �ναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ ΑΖ τετρ�γωνον τä ΖΘ, καÈ δι χθω � ΗΘ âπÈ
τä Κ: λèγω, íτι � ΑΒ τèτµηται κατ� τä Θ, ¹στε τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΘ περιεχìµενον
æρθογ¸νιον Òσον ποιεØν τÀú �πä τ¨̋ ΑΘ τετραγ¸νωú.

ÇΕπεÈ γ�ρ εÎθεØα � ΑΓ τèτµηται δÐχα κατ� τä Ε, πρìσκειται δà αÎτ¨ù � ΖΑ, τä �ρα
Íπä τÀν ΓΖ, ΖΑ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΑΕ τετραγ¸νου Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ τετραγ¸νωú. Òση δà � ΕΖ τ¨ù ΕΒ: τä �ρα Íπä τÀν ΓΖ, ΖΑ µετ�
τοÜ �πä τ¨̋ ΑΕ Òσον âστÈ τÀú �πä ΕΒ. �λλ� τÀú �πä ΕΒ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΒΑ, ΑΕ:
æρθ� γ�ρ � πρä̋ τÀú Α γωνÐα: τä �ρα Íπä τÀν ΓΖ, ΖΑ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΑΕ Òσον âστÈ
τοØ̋ �πä τÀν ΒΑ, ΑΕ. κοινäν �φηùρ σθω τä �πä τ¨̋ ΑΕ: λοιπäν �ρα τä Íπä τÀν ΓΖ,
ΖΑ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ τετραγ¸νωú. καÐ âστι τä µàν
Íπä τÀν ΓΖ, ΖΑ τä ΖΚ: Òση γ�ρ � ΑΖ τ¨ù ΖΗ: τä δà �πä τ¨̋ ΑΒ τä Α∆: τä �ρα ΖΚ
Òσον âστÈ τÀú Α∆. κοινäν �φηùρ σθω τä ΑΚ: λοιπäν �ρα τä ΖΘ τÀú Θ∆ Òσον âστÐν. καÐ
âστι τä µàν Θ∆ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΘ: Òση γ�ρ � ΑΒ τ¨ù Β∆: τä δà ΖΘ τä �πä τ¨̋ ΑΘ:
τä �ρα Íπä τÀν ΑΒ, ΒΘ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú �πä ΘΑ τετραγ¸νωú.

ÃΗ �ρα δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ τèτµηται κατ� τä Θ ¹στε τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΘ
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον ποιεØν τÀú �πä τ¨̋ ΘΑ τετραγ¸νωú: íπερ êδει ποι¨σαι.

II.12

ÇΕν τοØ̋ �µβλυγωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν �µβλεØαν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋ πλευρ�̋
τετρ�γωνον µεØζìν âστι τÀν �πä τÀν τ�ν �µβλεØαν γωνÐαν περιεχουσÀν πλευρÀν
τετραγ¸νων τÀú περιεχοµèνωú δÈ̋ Íπì τε µι�̋ τÀν περÈ τ�ν �µβλεØαν γωνÐαν, âφ' �ν
� κ�θετο̋ πÐπτει, καÈ τ¨̋ �πολαµβανοµèνη̋ âκτä̋ Íπä τ¨̋ καθèτου πρä̋ τ¨ù �µβλεÐαø
γωνÐαø.

^Εστω �µβλυγ¸νιον τρÐγωνον τä ΑΒΓ �µβλεØαν êχον τ�ν Íπä ΒΑΓ, καÈ ¢χθω �πä
τοÜ Β σηµεÐου âπÈ τ�ν ΓΑ âκβληθεØσαν κ�θετο̋ � Β∆. λèγω, íτι τä �πä τ¨̋ ΒΓ
τετρ�γωνον µεØζìν âστι τÀν �πä τÀν ΒΑ, ΑΓ τετραγ¸νων τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΑ, Α∆
περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

Α

Β

Γ∆

ÇΕπεÈ γ�ρ εÎθεØα � ΓΑ τèτµηται, ±̋ êτυχεν, κατ� τä Α σηµεØον, τä �ρα �πä τ¨̋ ∆Γ
Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΓΑ, Α∆ τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΑ, Α∆ περιεχοµèνωú
æρθογωνÐωú. κοινäν προσκεÐσθω τä �πä τ¨̋ ∆Β: τ� �ρα �πä τÀν Γ∆, ∆Β Òσα âστÈ
τοØ̋ τε �πä τÀν ΓΑ, Α∆, ∆Β τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΑ, Α∆ [περιεχοµèνωú
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æρθογωνÐωú]. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν Γ∆, ∆Β Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΓΒ: æρθ� γ�ρ �
πρä̋ τÀú ∆ γωνÐα: τοØ̋ δà �πä τÀν Α∆, ∆Β Òσον τä �πä τ¨̋ ΑΒ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΓΒ
τετρ�γωνον Òσον âστÈ τοØ̋ τε �πä τÀν ΓΑ, ΑΒ τετραγ¸νοι̋ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΑ,
Α∆ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú: ¹στε τä �πä τ¨̋ ΓΒ τετρ�γωνον τÀν �πä τÀν ΓΑ, ΑΒ
τετραγ¸νων µεØζìν âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΑ, Α∆ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ÇΕν �ρα τοØ̋ �µβλυγωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν �µβλεØαν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋
πλευρ�̋ τετρ�γωνον µεØζìν âστι τÀν �πä τÀν τ�ν �µβλεØαν γωνÐαν περιεχουσÀν
πλευρÀν τετραγ¸νων τÀú περιεχοµèνωú δÈ̋ Íπì τε µι�̋ τÀν περÈ τ�ν �µβλεØαν γωνÐαν,
âφ' �ν � κ�θετο̋ πÐπτει, καÈ τ¨̋ �πολαµβανοµèνη̋ âκτä̋ Íπä τ¨̋ καθèτου πρä̋ τ¨ù
�µβλεÐαø γωνÐαø: íπερ êδει δεØcαι.

II.13

ÇΕν τοØ̋ æcυγωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν æcεØαν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋ πλευρ�̋
τετρ�γωνον êλαττìν âστι τÀν �πä τÀν τ�ν æcεØαν γωνÐαν περιεχουσÀν πλευρÀν
τετραγ¸νων τÀú περιεχοµèνωú δÈ̋ Íπì τε µι�̋ τÀν περÈ τ�ν æcεØαν γωνÐαν, âφ' �ν
� κ�θετο̋ πÐπτει, καÈ τ¨̋ �πολαµβανοµèνη̋ âντä̋ Íπä τ¨̋ καθèτου πρä̋ τ¨ù æcεÐαø
γωνÐαø.

Α

Β Γ
∆

^Εστω æcυγ¸νιον τρÐγωνον τä ΑΒΓ æcεØαν êχον τ�ν πρä̋ τÀú Β γωνÐαν, καÈ ¢χθω
�πä τοÜ Α σηµεÐου âπÈ τ�ν ΒΓ κ�θετο̋ � Α∆: λèγω, íτι τä �πä τ¨̋ ΑΓ τετρ�γωνον
êλαττìν âστι τÀν �πä τÀν ΓΒ, ΒΑ τετραγ¸νων τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΒ, Β∆ περιεχοµèνωú
æρθογωνÐωú.

ÇΕπεÈ γ�ρ εÎθεØα � ΓΒ τèτµηται, ±̋ êτυχεν, κατ� τä ∆, τ� �ρα �πä τÀν ΓΒ, Β∆
τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú τε δÈ̋ Íπä τÀν ΓΒ, Β∆ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú καÈ τÀú �πä
τ¨̋ ∆Γ τετραγ¸νωú. κοινäν προσκεÐσθω τä �πä τ¨̋ ∆Α τετρ�γωνον: τ� �ρα �πä τÀν
ΓΒ, Β∆, ∆Α τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú τε δÈ̋ Íπä τÀν ΓΒ, Β∆ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú
καÈ τοØ̋ �πä τÀν Α∆, ∆Γ τετραγ¸νοι̋. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν Β∆, ∆Α Òσον τä �πä
τ¨̋ ΑΒ: æρθ� γ�ρ � πρä̋ τÀú ∆ γωνÐαø: τοØ̋ δà �πä τÀν Α∆, ∆Γ Òσον τä �πä τ¨̋ ΑΓ:
τ� �ρα �πä τÀν ΓΒ, ΒΑ Òσα âστÈ τÀú τε �πä τ¨̋ ΑΓ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΒ, Β∆: ¹στε
µìνον τä �πä τ¨̋ ΑΓ êλαττìν âστι τÀν �πä τÀν ΓΒ, ΒΑ τετραγ¸νων τÀú δÈ̋ Íπä τÀν
ΓΒ, Β∆ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ÇΕν �ρα τοØ̋ æcυγωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν æcεØαν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋
πλευρ�̋ τετρ�γωνον êλαττìν âστι τÀν �πä τÀν τ�ν æcεØαν γωνÐαν περιεχουσÀν πλευρÀν
τετραγ¸νων τÀú περιεχοµèνωú δÈ̋ Íπì τε µι�̋ τÀν περÈ τ�ν æcεØαν γωνÐαν, âφ' �ν �
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κ�θετο̋ πÐπτει, καÈ τ¨̋ �πολαµβανοµèνη̋ âντä̋ Íπä τ¨̋ καθèτου πρä̋ τ¨ù æcεÐαø γωνÐαø:
íπερ êδει δεØcαι.

II.14

ΤÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú Òσον τετρ�γωνον συστ σασθαι.
^Εστω τä δοθàν εÎθÔγραµµον τä Α: δεØ δ� τÀú Α εÎθυγρ�µµωú Òσον τετρ�γωνον

συστ σασθαι.

bb

b

Α Β

Γ ∆

Ε
Ζ

Η

Θ

Συνεστ�τω γ�ρ τÀú Α εÎθυγρ�µµωú Òσον παραλληλìγραµµον æρθογ¸νιον τä Β∆: εÊ
µàν οÞν Òση âστÈν � ΒΕ τ¨ù Ε∆, γεγονä̋ �ν εÒη τä âπιταχθèν. συνèσταται γ�ρ τÀú Α
εÎθυγρ�µµωú Òσον τετρ�γωνον τä Β∆: εÊ δà οÖ, µÐα τÀν ΒΕ, Ε∆ µεÐζων âστÐν. êστω
µεÐζων � ΒΕ, καÈ âκβεβλ σθω âπÈ τä Ζ, καÈ κεÐσθω τ¨ù Ε∆ Òση � ΕΖ, καÈ τετµ σθω
� ΒΖ δÐχα κατ� τä Η, καÈ κèντρωú τÀú Η, διαστ µατι δà áνÈ τÀν ΗΒ, ΗΖ �µικÔκλιον
γεγρ�φθω τä ΒΘΖ, καÈ âκβεβλ σθω � ∆Ε âπÈ τä Θ, καÈ âπεζεÔχθω � ΗΘ.

ÇΕπεÈ οÞν εÎθεØα � ΒΖ τèτµηται εÊ̋ µàν Òσα κατ� τä Η, εÊ̋ δà �νισα κατ� τä Ε,
τä �ρα Íπä τÀν ΒΕ, ΕΖ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΗ τετραγ¸νου
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΗΖ τετραγ¸νωú. Òση δà � ΗΖ τ¨ù ΗΘ: τä �ρα Íπä τÀν ΒΕ, ΕΖ
µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΗΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΗΘ. τÀú δà �πä τ¨̋ ΗΘ Òσα âστÈ τ� �πä
τÀν ΘΕ, ΕΗ τετρ�γωνα: τä �ρα Íπä τÀν ΒΕ, ΕΖ µετ� τοÜ �πä ΗΕ Òσα âστÈ τοØ̋ �πä
τÀν ΘΕ, ΕΗ. κοινäν �φηùρ σθω τä �πä τ¨̋ ΗΕ τετρ�γωνον: λοιπäν �ρα τä Íπä τÀν
ΒΕ, ΕΖ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΘ τετραγ¸νωú. �λλ� τä Íπä
τÀν ΒΕ, ΕΖ τä Β∆ âστιν: Òση γ�ρ � ΕΖ τ¨ù Ε∆: τä �ρα Β∆ παραλληλìγραµµον Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΘΕ τετραγ¸νωú. Òσον δà τä Β∆ τÀú Α εÎθυγρ�µµωú. καÈ τä Α �ρα
εÎθÔγραµµον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΘ �ναγραφησοµèνωú τετραγ¸νωú.

ΤÀú �ρα δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú Α Òσον τετρ�γωνον συνèσταται τä �πä τ¨̋ ΕΘ
�ναγραφησìµενον: íπερ êδει ποι¨σαι.



BIBΛION III

ΟΡΟΙ

1. Ι̂σοι κÔκλοι εÊσÐν, Áν αÉ δι�µετροι Òσαι εÊσÐν, £ Áν αÉ âκ τÀν κèντρων Òσαι εÊσÐν.

2. ΕÎθεØα κÔκλου âφ�πτεσθαι λèγεται, ¡τι̋ �πτοµèνη τοÜ κÔκλου καÈ âκβαλλοµèνη
οÎ τèµνει τäν κÔκλον.

3. ΚÔκλοι âφ�πτεσθαι �λλ λων λèγονται οÑτινε̋ �πτìµενοι �λλ λων οÎ τèµνουσιν
�λλ λου̋.

4. ÇΕν κÔκλωú Òσον �πèχειν �πä τοÜ κèντρου εÎθεØαι λèγονται, íταν αÉ �πä τοÜ
κèντρου âπ' αÎτ�̋ κ�θετοι �γìµεναι Òσαι Âσιν.

5. ΜεØζον δà �πèχειν λèγεται, âφ' �ν � µεÐζων κ�θετο̋ πÐπτει.

6. Τµ¨µα κÔκλου âστÈ τä περιεχìµενον σχ¨µα Íπì τε εÎθεÐα̋ καÈ κÔκλου περ-
ιφερεÐα̋.

7. Τµ µατο̋ δà γωνÐα âστÈν � περιεχοµèνη Íπì τε εÎθεÐα̋ καÈ κÔκλου περιφερεÐα̋.

8. ÇΕν τµ µατι δà γωνÐα âστÐν, íταν âπÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋ τοÜ τµ µατο̋ ληφθ¨ù τι
σηµεØον καÈ �π' αÎτοÜ âπÈ τ� πèρατα τ¨̋ εÎθεÐα̋, ¡ âστι β�σι̋ τοÜ τµ µατο̋,
âπιζευχθÀσιν εÎθεØαι, � περιεχοµèνη γωνÐα Íπä τÀν âπιζευχθεισÀν εÎθειÀν.

9. �Οταν δà αÉ περιèχουσαι τ�ν γωνÐαν εÎθεØαι �πολαµβ�νωσÐ τινα περιφèρειαν, âπ'
âκεÐνη̋ λèγεται βεβηκèναι � γωνÐα.

10. ΤοµεÌ̋ δà κÔκλου âστÐν, íταν πρä̋ τÀú κèντρωú τοÜ κÔκλου συσταθ¨ù γωνÐα,
τä περιεχìµενον σχ¨µα Íπì τε τÀν τ�ν γωνÐαν περιεχουσÀν εÎθειÀν καÈ τ¨̋
�πολαµβανοµèνη̋ Íπ' αÎτÀν περιφερεÐα̋.

11. �Οµοια τµ µατα κÔκλων âστÈ τ� δεχìµενα γωνÐα̋ Òσα̋, £ âν οÙ̋ αÉ γωνÐαι Òσαι
�λλ λαι̋ εÊσÐν.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

III.1

ΤοÜ δοθèντο̋ κÔκλου τä κèντρον εÍρεØν.
^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ: δεØ δ� τοÜ ΑΒΓ κÔκλου τä κèντρον εÍρεØν.
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b b
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b
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Α Β

Γ

∆

Ε

Ζ Η

∆ι χθω τι̋ εÊ̋ αÎτìν, ±̋ êτυχεν, εÎθεØα � ΑΒ, καÈ τετµ σθω δÐχα κατ� τä ∆
σηµεØον, καÈ �πä τοÜ ∆ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � ∆Γ καÈ δι χθω âπÈ τä Ε, καÈ
τετµ σθω � ΓΕ δÐχα κατ� τä Ζ: λèγω, íτι τä Ζ κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ [κÔκλου].

Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, êστω τä Η, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΗΑ, Η∆, ΗΒ. καÈ âπεÈ
Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ∆Β, κοιν� δà � ∆Η, δÔο δ� αÉ Α∆, ∆Η δÔο ταØ̋ Η∆, ∆Β Òσαι εÊσÈν
áκατèρα áκατèραø: καÈ β�σι̋ � ΗΑ β�σει τ¨ù ΗΒ âστιν Òση: âκ κèντρου γ�ρ: γωνÐα �ρα
� Íπä Α∆Η γωνÐαø τ¨ù Íπä Η∆Β Òση âστÐν. íταν δà εÎθεØα âπ' εÎθεØαν σταθεØσα τ�̋
âφεc¨̋ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποι¨ù, æρθ� áκατèρα τÀν Òσων γωνιÀν âστιν: æρθ� �ρα
âστÈν � Íπä Η∆Β. âστÈ δà καÈ � Íπä Ζ∆Β æρθ : Òση �ρα � Íπä Ζ∆Β τ¨ù Íπä Η∆Β,
� µεÐζων τ¨ù âλ�ττονι: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τä Η κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ
κÔκλου. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλο τι πλ�ν τοÜ Ζ.

Τä Ζ �ρα σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ [κÔκλου].

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν âν κÔκλωú εÎθεØ� τι̋ εÎθεØ�ν τινα δÐχα καÈ πρä̋
æρθ�̋ τèµνηù, âπÈ τ¨̋ τεµνοÔση̋ âστÈ τä κèντρον τοÜ κÔκλου: íπερ êδει ποι¨σαι.

III.2

ÇΕ�ν κÔκλου âπÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋ ληφθ¨ù δÔο τυχìντα σηµεØα, � âπÈ τ� σηµεØα âπιζευγνυµèνη
εÎθεØα âντä̋ πεσεØται τοÜ κÔκλου.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, καÈ âπÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋ αÎτοÜ εÊλ φθω δÔο τυχìντα σηµεØα
τ� Α, Β: λèγω, íτι � �πä τοÜ Α âπÈ τä Β âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âντä̋ πεσεØται τοÜ
κÔκλου.
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Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, πιπτèτω âκτä̋ ±̋ � ΑΕΒ, καÈ εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ
ΑΒΓ κÔκλου, καÈ êστω τä ∆, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ∆Α, ∆Β, καÈ δι χθω � ∆ΖΕ.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ∆Β, Òση �ρα καÈ γωνÐα � Íπä ∆ΑΕ τ¨ù Íπä ∆ΒΕ: καÈ
âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ∆ΑΕ µÐα πλευρ� προσεκβèβληται � ΑΕΒ, µεÐζων �ρα � Íπä ∆ΕΒ
γωνÐα τ¨̋ Íπä ∆ΑΕ. Òση δà � Íπä ∆ΑΕ τ¨ù Íπä ∆ΒΕ: µεÐζων �ρα � Íπä ∆ΕΒ τ¨̋
Íπä ∆ΒΕ. Íπä δà τ�ν µεÐζονα γωνÐαν � µεÐζων πλευρ� ÍποτεÐνει: µεÐζων �ρα � ∆Β
τ¨̋ ∆Ε. Òση δà � ∆Β τ¨ù ∆Ζ. µεÐζων �ρα � ∆Ζ τ¨̋ ∆Ε � âλ�ττων τ¨̋ µεÐζονο̋: íπερ
âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα � �πä τοÜ Α âπÈ τä Β âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âκτä̋ πεσεØται
τοÜ κÔκλου. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà âπ' αÎτ¨̋ τ¨̋ περιφερεÐα̋: âντä̋ �ρα.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου âπÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋ ληφθ¨ù δÔο τυχìντα σηµεØα, � âπÈ τ� σηµεØα
âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âντä̋ πεσεØται τοÜ κÔκλου: íπερ êδει δεØcαι.

III.3

ÇΕ�ν âν κÔκλωú εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου εÎθεØ�ν τινα µ� δι� τοÜ κèντρου δÐχα τèµνηù,
καÈ πρä̋ æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνει: καÈ â�ν πρä̋ æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνηù, καÈ δÐχα αÎτ�ν τèµνει.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, καÈ âν αÎτÀú εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου � Γ∆ εÎθεØ�ν τινα
µ� δι� τοÜ κèντρου τ�ν ΑΒ δÐχα τεµνèτω κατ� τä Ζ σηµεØον: λèγω, íτι καÈ πρä̋
æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνει.

ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, καÈ êστω τä Ε, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ
ΕΑ, ΕΒ.
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ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΒ, κοιν� δà � ΖΕ, δÔο δυσÈν Òσαι [εÊσÐν]. καÈ β�σι̋
� ΕΑ β�σει τ¨ù ΕΒ Òση: γωνÐα �ρα � Íπä ΑΖΕ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΖΕ Òση âστÐν. íταν
δà εÎθεØα âπ' εÎθεØαν σταθεØσα τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ ποι¨ù, æρθ� áκατèρα
τÀν Òσων γωνιÀν âστιν: áκατèρα �ρα τÀν Íπä ΑΖΕ, ΒΖΕ æρθ  âστιν. � Γ∆ �ρα δι�
τοÜ κèντρου οÞσα τ�ν ΑΒ µ� δι� τοÜ κèντρου οÞσαν δÐχα τèµνουσα καÈ πρä̋ æρθ�̋
τèµνει.

ÇΑλλ� δ� � Γ∆ τ�ν ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ τεµνèτω: λèγω, íτι καÈ δÐχα αÎτ�ν τèµνει,
τουτèστιν, íτι Òση âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΒ.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÈ Òση âστÈν � ΕΑ τ¨ù ΕΒ, Òση âστÈ καÈ γωνÐα
� Íπä ΕΑΖ τ¨ù Íπä ΕΒΖ. âστÈ δà καÈ æρθ� � Íπä ΑΖΕ æρθ¨ù τ¨ù Íπä ΒΖΕ Òση: δÔο �ρα
τρÐγων� âστι τ� ΕΑΖ, ΕΖΒ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα καÈ µÐαν πλευρ�ν
µι�ø πλευρ�ø Òσην κοιν�ν αÎτÀν τ�ν ΕΖ ÍποτεÐνουσαν Íπä µÐαν τÀν Òσων γωνιÀν: καÈ
τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écει: Òση �ρα � ΑΖ τ¨ù ΖΒ.

ÇΕ�ν �ρα âν κÔκλωú εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου εÎθεØ�ν τινα µ� δι� τοÜ κèντρου
δÐχα τèµνηù, καÈ πρä̋ æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνει: καÈ â�ν πρä̋ æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνηù, καÈ δÐχα
αÎτ�ν τèµνει: íπερ êδει δεØcαι.

III.4

ÇΕ�ν âν κÔκλωú δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋ µ� δι� τοÜ κèντρου οÞσαι, οÎ τèµνουσιν
�λλ λα̋ δÐχα.
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^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, καÈ âν αÎτÀú δÔο εÎθεØαι αÉ ΑΓ, Β∆ τεµνèτωσαν �λλ λα̋
κατ� τä Ε µ� δι� τοÜ κèντρου οÞσαι: λèγω, íτι οÎ τèµνουσιν �λλ λα̋ δÐχα.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, τεµνèτωσαν �λλ λα̋ δÐχα ¹στε Òσην εÚναι τ�ν µàν ΑΕ τ¨ù ΕΓ,
τ�ν δà ΒΕ τ¨ù Ε∆: καÈ εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου, καÈ êστω τä Ζ, καÈ
âπεζεÔχθω � ΖΕ.

ÇΕπεÈ οÞν εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου � ΖΕ εÎθεØ�ν τινα µ� δι� τοÜ κèντρου τ�ν
ΑΓ δÐχα τèµνει, καÈ πρä̋ æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνει: æρθ� �ρα âστÈν � Íπä ΖΕΑ: π�λιν, âπεÈ
εÎθεØ� τι̋ � ΖΕ εÎθεØ�ν τινα τ�ν Β∆ δÐχα τèµνει, καÈ πρä̋ æρθ�̋ αÎτ�ν τèµνει: æρθ�
�ρα � Íπä ΖΕΒ. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΖΕΑ æρθ : Òση �ρα � Íπä ΖΕΑ τ¨ù Íπä ΖΕΒ
� âλ�ττων τ¨ù µεÐζονι: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα αÉ ΑΓ, Β∆ τèµνουσιν �λλ λα̋
δÐχα.

ÇΕ�ν �ρα âν κÔκλωú δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋ µ� δι� τοÜ κèντρου οÞσαι, οÎ
τèµνουσιν �λλ λα̋ δÐχα: íπερ êδει δεØcαι.

III.5

ÇΕ�ν δÔο κÔκλοι τèµνωσιν �λλ λου̋, οÎκ êσται αÎτÀν τä αÎτä κèντρον.

∆Ôο γ�ρ κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, Γ∆Η τεµνèτωσαν �λλ λου̋ κατ� τ� Β, Γ σηµεØα. λèγω,
íτι οÎκ êσται αÎτÀν τä αÎτä κèντρον.
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω τä Ε, καÈ âπεζεÔχθω � ΕΓ, καÈ δι χθω � ΕΖΗ, ±̋ êτυχεν.
καÈ âπεÈ τä Ε σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, Òση âστÈν � ΕΓ τ¨ù ΕΖ. π�λιν,
âπεÈ τä Ε σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ Γ∆Η

κÔκλου, Òση âστÈν � ΕΓ τ¨ù ΕΗ: âδεÐχθη δà � ΕΓ καÈ τ¨ù ΕΖ Òση: καÈ � ΕΖ �ρα
τ¨ù ΕΗ âστιν Òση � âλ�σσων τ¨ù µεÐζονι: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τä Ε σηµεØον
κèντρον âστÈ τÀν ΑΒΓ, Γ∆Η κÔκλων.

ÇΕ�ν �ρα δÔο κÔκλοι τèµνωσιν �λλ λου̋, οÎκ êστιν αÎτÀν τä αÎτä κèντρον: íπερ
êδει δεØcαι.

III.6

ÇΕ�ν δÔο κÔκλοι âφ�πτωνται �λλ λων, οÎκ êσται αÎτÀν τä αÎτä κèντρον.

∆Ôο γ�ρ κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, Γ∆Ε âφαπτèσθωσαν �λλ λων κατ� τä Γ σηµεØον: λèγω,
íτι οÎκ êσται αÎτÀν τä αÎτä κèντρον.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΓ, καÈ δι χθω, ±̋ êτυχεν, � ΖΕΒ.
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ÇΕπεÈ οÞν τä Ζ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, Òση âστÈν � ΖΓ τ¨ù ΖΒ. π�λιν,
âπεÈ τä Ζ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ Γ∆Ε κÔκλου, Òση âστÈν � ΖΓ τ¨ù ΖΕ. âδεÐχθη δà
� ΖΓ τ¨ù ΖΒ Òση: καÈ � ΖΕ �ρα τ¨ù ΖΒ âστιν Òση, � âλ�ττων τ¨ù µεÐζονι: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα τä Ζ σηµεØον κèντρον âστÈ τÀν ΑΒΓ, Γ∆Ε κÔκλων.

ÇΕ�ν �ρα δÔο κÔκλοι âφ�πτωνται �λλ λων, οÎκ êσται αÎτÀν τä αÎτä κèντρον: íπερ
êδει δεØcαι.

III.7

ÇΕ�ν κÔκλου âπÈ τ¨̋ διαµèτρου ληφθ¨ù τι σηµεØον, ç µ  âστι κèντρον τοÜ κÔκλου, �πä
δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον προσπÐπτωσιν εÎθεØαÐ τινε̋, µεγÐστη µàν êσται, âφ'
©̋ τä κèντρον, âλαχÐστη δà � λοιπ , τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τ¨̋ δι� τοÜ κèντρου
τ¨̋ �π¸τερον µεÐζων âστÐν, δÔο δà µìνον Òσαι �πä τοÜ σηµεÐου προσπεσοÜνται πρä̋
τäν κÔκλον âφ' áκ�τερα τ¨̋ âλαχÐστη̋.
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^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ êστω � Α∆, καÈ âπÈ τ¨̋ Α∆ εÊλ φθω
τι σηµεØον τä Ζ, ç µ  âστι κèντρον τοÜ κÔκλου, κèντρον δà τοÜ κÔκλου êστω τä Ε,
καÈ �πä τοÜ Ζ πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον προσπιπτèτωσαν εÎθεØαÐ τινε̋ αÉ ΖΒ, ΖΓ, ΖΗ:
λèγω, íτι µεγÐστη µèν âστιν � ΖΑ, âλαχÐστη δà � Ζ∆, τÀν δà �λλων � µàν ΖΒ τ¨̋ ΖΓ
µεÐζων, � δà ΖΓ τ¨̋ ΖΗ.

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΒΕ, ΓΕ, ΗΕ. καÈ âπεÈ παντä̋ τριγ¸νου αÉ δÔο πλευραÈ τ¨̋
λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσιν, αÉ �ρα ΕΒ, ΕΖ τ¨̋ ΒΖ µεÐζονè̋ εÊσιν. Òση δà � ΑΕ τ¨ù ΒΕ [αÉ
�ρα ΒΕ, ΕΖ Òσαι εÊσÈ τ¨ù ΑΖ]: µεÐζων �ρα � ΑΖ τ¨̋ ΒΖ. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν � ΒΕ τ¨ù
ΓΕ, κοιν� δà � ΖΕ, δÔο δ� αÉ ΒΕ, ΕΖ δυσÈ ταØ̋ ΓΕ, ΕΖ Òσαι εÊσÐν. �λλ� καÈ γωνÐα �
Íπä ΒΕΖ γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ΓΕΖ µεÐζων. β�σι̋ �ρα � ΒΖ β�σεω̋ τ¨̋ ΓΖ µεÐζων âστÐν.
δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΓΖ τ¨̋ ΖΗ µεÐζων âστÐν.

Π�λιν, âπεÈ αÉ ΗΖ, ΖΕ τ¨̋ ΕΗ µεÐζονè̋ εÊσιν, Òση δà � ΕΗ τ¨ù Ε∆, αÉ �ρα ΗΖ, ΖΕ
τ¨̋ Ε∆ µεÐζονè̋ εÊσιν. κοιν� �φηùρ σθω � ΕΖ: λοιπ� �ρα � ΗΖ λοιπ¨̋ τ¨̋ Ζ∆ µεÐζων
âστÐν. µεγÐστη µàν �ρα � ΖΑ, âλαχÐστη δà � Ζ∆, µεÐζων δà � µàν ΖΒ τ¨̋ ΖΓ, � δà
ΖΓ τ¨̋ ΖΗ.

Λèγω, íτι καÈ �πä τοÜ Ζ σηµεÐου δÔο µìνον Òσαι προσπεσοÜνται πρä̋ τäν ΑΒΓ∆
κÔκλον âφ' áκ�τερα τ¨̋ Ζ∆ âλαχÐστη̋. συνεστ�τω γ�ρ πρä̋ τ¨ù ΕΖ εÎθεÐαø καÈ τÀú
πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Ε τ¨ù Íπä ΗΕΖ γωνÐαø Òση � Íπä ΖΕΘ, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΘ. âπεÈ
οÞν Òση âστÈν � ΗΕ τ¨ù ΕΘ, κοιν� δà � ΕΖ, δÔο δ� αÉ ΗΕ, ΕΖ δυσÈ ταØ̋ ΘΕ, ΕΖ Òσαι
εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΗΕΖ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΘΕΖ Òση: β�σι̋ �ρα � ΖΗ β�σει τ¨ù ΖΘ
Òση âστÐν. λèγω δ , íτι τ¨ù ΖΗ �λλη Òση οÎ προσπεσεØται πρä̋ τäν κÔκλον �πä τοÜ Ζ
σηµεÐου. εÊ γ�ρ δυνατìν, προσπιπτèτω � ΖΚ. καÈ âπεÈ � ΖΚ τ¨ù ΖΗ Òση âστÐν, �λλ� �
ΖΘ τ¨ù ΖΗ [Òση âστÐν], καÈ � ΖΚ �ρα τ¨ù ΖΘ âστιν Òση, � êγγιον τ¨̋ δι� τοÜ κèντρου
τ¨ù �π¸τερον Òση: íπερ �δÔνατον. οÎκ �ρα �πä τοÜ Ζ σηµεÐου áτèρα τι̋ προσπεσεØται
πρä̋ τäν κÔκλον Òση τ¨ù ΗΖ: µÐα �ρα µìνη.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου âπÈ τ¨̋ διαµèτρου ληφθ¨ù τι σηµεØον, ç µ  âστι κèντρον τοÜ
κÔκλου, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον προσπÐπτωσιν εÎθεØαÐ τινε̋, µεγÐστη
µàν êσται, âφ' ©̋ τä κèντρον, âλαχÐστη δà � λοιπ , τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τ¨̋ δι�
τοÜ κèντρου τ¨̋ �π¸τερον µεÐζων âστÐν, δÔο δà µìνον Òσαι �πä τοÜ αÎτοÜ σηµεÐου
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προσπεσοÜνται πρä̋ τäν κÔκλον âφ' áκ�τερα τ¨̋ âλαχÐστη̋: íπερ êδει δεØcαι.

III.8

ÇΕ�ν κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âκτì̋, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον διαχθÀσιν
εÎθεØαÐ τινε̋, Áν µÐα µàν δι� τοÜ κèντρου, αÉ δà λοιπαÐ, ±̋ êτυχεν, τÀν µàν πρä̋ τ�ν
κοÐλην περιφèρειαν προσπιπτουσÀν εÎθειÀν µεγÐστη µèν âστιν � δι� τοÜ κèντρου, τÀν
δà �λλων �εÈ � êγγιον τ¨̋ δι� τοÜ κèντρου τ¨̋ �π¸τερον µεÐζων âστÐν, τÀν δà πρä̋
τ�ν κυρτ�ν περιφèρειαν προσπιπτουσÀν εÎθειÀν âλαχÐστη µèν âστιν � µεταcÌ τοÜ τε
σηµεÐου καÈ τ¨̋ διαµèτρου, τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τ¨̋ âλαχÐστη̋ τ¨̋ �π¸τερìν
âστιν âλ�ττων, δÔο δà µìνον Òσαι �πä τοÜ σηµεÐου προσπεσοÜνται πρä̋ τäν κÔκλον
âφ' áκ�τερα τ¨̋ âλαχÐστη̋.
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^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, καÈ τοÜ ΑΒΓ εÊλ φθω τι σηµεØον âκτä̋ τä ∆, καÈ �π' αÎτοÜ
δι χθωσαν εÎθεØαÐ τινε̋ αÉ ∆Α, ∆Ε, ∆Ζ, ∆Γ, êστω δà � ∆Α δι� τοÜ κèντρου. λèγω,
íτι τÀν µàν πρä̋ τ�ν ΑΕΖΓ κοÐλην περιφèρειαν προσπιπτουσÀν εÎθειÀν µεγÐστη µèν
âστιν � δι� τοÜ κèντρου � ∆Α, µεÐζων δà � µàν ∆Ε τ¨̋ ∆Ζ � δà ∆Ζ τ¨̋ ∆Γ, τÀν
δà πρä̋ τ�ν ΘΛΚΗ κυρτ�ν περιφèρειαν προσπιπτουσÀν εÎθειÀν âλαχÐστη µèν âστιν
� ∆Η � µεταcÌ τοÜ σηµεÐου καÈ τ¨̋ διαµèτρου τ¨̋ ΑΗ, �εÈ δà � êγγιον τ¨̋ ∆Η
âλαχÐστη̋ âλ�ττων âστÈ τ¨̋ �π¸τερον, � µàν ∆Κ τ¨̋ ∆Λ, � δà ∆Λ τ¨̋ ∆Θ.

ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου καÈ êστω τä Μ: καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ
ΜΕ, ΜΖ, ΜΓ, ΜΚ, ΜΛ, ΜΘ.
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ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΜ τ¨ù ΕΜ, κοιν� προσκεÐσθω � Μ∆: � �ρα Α∆ Òση âστÈ ταØ̋
ΕΜ, Μ∆. �λλ' αÉ ΕΜ, Μ∆ τ¨̋ Ε∆ µεÐζονè̋ εÊσιν: καÈ � Α∆ �ρα τ¨̋ Ε∆ µεÐζων
âστÐν. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν � ΜΕ τ¨ù ΜΖ, κοιν� δà � Μ∆, αÉ ΕΜ, Μ∆ �ρα ταØ̋ ΖΜ,
Μ∆ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΕΜ∆ γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ΖΜ∆ µεÐζων âστÐν. β�σι̋
�ρα � Ε∆ β�σεω̋ τ¨̋ Ζ∆ µεÐζων âστÐν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � Ζ∆ τ¨̋ Γ∆
µεÐζων âστÐν: µεγÐστη µàν �ρα � ∆Α, µεÐζων δà � µàν ∆Ε τ¨̋ ∆Ζ, � δà ∆Ζ τ¨̋ ∆Γ.

ΚαÈ âπεÈ αÉ ΜΚ, Κ∆ τ¨̋ Μ∆ µεÐζονè̋ εÊσιν, Òση δà � ΜΗ τ¨ù ΜΚ, λοιπ� �ρα � Κ∆
λοιπ¨̋ τ¨̋ Η∆ µεÐζων âστÐν: ¹στε � Η∆ τ¨̋ Κ∆ âλ�ττων âστÐν: καÈ âπεÈ τριγ¸νου
τοÜ ΜΛ∆ âπÈ µι�̋ τÀν πλευρÀν τ¨̋ Μ∆ δÔο εÎθεØαι âντä̋ συνεστ�θησαν αÉ ΜΚ,
Κ∆, αÉ �ρα ΜΚ, Κ∆ τÀν ΜΛ, Λ∆ âλ�ττονè̋ εÊσιν: Òση δà � ΜΚ τ¨ù ΜΛ: λοιπ� �ρα
� ∆Κ λοιπ¨̋ τ¨̋ ∆Λ âλ�ττων âστÐν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ∆Λ τ¨̋ ∆Θ
âλ�ττων âστÐν: âλαχÐστη µàν �ρα � ∆Η, âλ�ττων δà � µàν ∆Κ τ¨̋ ∆Λ � δà ∆Λ τ¨̋
∆Θ.

Λèγω, íτι καÈ δÔο µìνον Òσαι �πä τοÜ ∆ σηµεÐου προσπεσοÜνται πρä̋ τäν κÔκλον
âφ' áκ�τερα τ¨̋ ∆Η âλαχÐστη̋: συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù Μ∆ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù
σηµεÐωú τÀú Μ τ¨ù Íπä ΚΜ∆ γωνÐαø Òση γωνÐα � Íπä ∆ΜΒ καÈ âπεζεÔχθω � ∆Β. καÈ
âπεÈ Òση âστÈν � ΜΚ τ¨ù ΜΒ, κοιν� δà � Μ∆, δÔο δ� αÉ ΚΜ, Μ∆ δÔο ταØ̋ ΒΜ, Μ∆
Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΚΜ∆ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΜ∆ Òση: β�σι̋ �ρα
� ∆Κ β�σει τ¨ù ∆Β Òση âστÐν. λèγω [δ ], íτι τ¨ù ∆Κ εÎθεÐαø �λλη Òση οÎ προσπεσεØται
πρä̋ τäν κÔκλον �πä τοÜ ∆ σηµεÐου. εÊ γ�ρ δυνατìν, προσπιπτèτω καÈ êστω � ∆Ν.
âπεÈ οÞν � ∆Κ τ¨ù ∆Ν âστιν Òση, �λλ' � ∆Κ τ¨ù ∆Β âστιν Òση, καÈ � ∆Β �ρα τ¨ù
∆Ν âστιν Òση, � êγγιον τ¨̋ ∆Η âλαχÐστη̋ τ¨ù �π¸τερον [âστιν] Òση: íπερ �δÔνατον
âδεÐχθη. οÎκ �ρα πλεÐου̋ £ δÔο Òσαι πρä̋ τäν ΑΒΓ κÔκλον �πä τοÜ ∆ σηµεÐου âφ'
áκ�τερα τ¨̋ ∆Η âλαχÐστη̋ προσπεσοÜνται.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âκτì̋, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον
διαχθÀσιν εÎθεØαÐ τινε̋, Áν µÐα µàν δι� τοÜ κèντρου αÉ δà λοιπαÐ, ±̋ êτυχεν, τÀν
µàν πρä̋ τ�ν κοÐλην περιφèρειαν προσπιπτουσÀν εÎθειÀν µεγÐστη µèν âστιν � δι� τοÜ
κèντρου, τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τ¨̋ δι� τοÜ κèντρου τ¨̋ �π¸τερον µεÐζων âστÐν,
τÀν δà πρä̋ τ�ν κυρτ�ν περιφèρειαν προσπιπτουσÀν εÎθειÀν âλαχÐστη µèν âστιν �
µεταcÌ τοÜ τε σηµεÐου καÈ τ¨̋ διαµèτρου, τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τ¨̋ âλαχÐστη̋
τ¨̋ �π¸τερìν âστιν âλ�ττων, δÔο δà µìνον Òσαι �πä τοÜ σηµεÐου προσπεσοÜνται πρä̋
τäν κÔκλον âφ' áκ�τερα τ¨̋ âλαχÐστη̋: íπερ êδει δεØcαι.

III.9

ÇΕ�ν κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âντì̋, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον προσπÐπτωσι
πλεÐου̋ £ δÔο Òσαι εÎθεØαι, τä ληφθàν σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ κÔκλου.
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^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, âντä̋ δà αÎτοÜ σηµεØον τä ∆, καÈ �πä τοÜ ∆ πρä̋ τäν ΑΒΓ
κÔκλον προσπιπτèτωσαν πλεÐου̋ £ δÔο Òσαι εÎθεØαι αÉ ∆Α, ∆Β, ∆Γ: λèγω, íτι τä ∆
σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου.

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΑΒ, ΒΓ καÈ τετµ σθωσαν δÐχα κατ� τ� Ε, Ζ σηµεØα, καÈ
âπιζευχθεØσαι αÉ Ε∆, Ζ∆ δι χθωσαν âπÈ τ� Η, Κ, Θ, Λ σηµεØα.

ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΕΒ, κοιν� δà � Ε∆, δÔο δ� αÉ ΑΕ, Ε∆ δÔο ταØ̋ ΒΕ,
Ε∆ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ � ∆Α β�σει τ¨ù ∆Β Òση: γωνÐα �ρα � Íπä ΑΕ∆ γωνÐαø τ¨ù
Íπä ΒΕ∆ Òση âστÐν: æρθ� �ρα áκατèρα τÀν Íπä ΑΕ∆, ΒΕ∆ γωνιÀν: � ΗΚ �ρα τ�ν
ΑΒ τèµνει δÐχα καÈ πρä̋ æρθ�̋. καÈ âπεÐ, â�ν âν κÔκλωú εÎθεØ� τι̋ εÎθεØ�ν τινα δÐχα
τε καÈ πρä̋ æρθ�̋ τèµνηù, âπÈ τ¨̋ τεµνοÔση̋ âστÈ τä κèντρον τοÜ κÔκλου, âπÈ τ¨̋ ΗΚ
�ρα âστÈ τä κèντρον τοÜ κÔκλου. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ âπÈ τ¨̋ ΘΛ âστι τä κèντρον τοÜ
ΑΒΓ κÔκλου. καÈ οÎδàν éτερον κοινäν êχουσιν αÉ ΗΚ, ΘΛ εÎθεØαι £ τä ∆ σηµεØον:
τä ∆ �ρα σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âντì̋, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον
προσπÐπτωσι πλεÐου̋ £ δÔο Òσαι εÎθεØαι, τä ληφθàν σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ κÔκλου:
íπερ êδει δεØcαι.

III.10

ΚÔκλο̋ κÔκλον οÎ τèµνει κατ� πλεÐονα σηµεØα £ δÔο.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, κÔκλο̋ å ΑΒΓ κÔκλον τäν ∆ΕΖ τεµνèτω κατ� πλεÐονα σηµεØα £
δÔο τ� Β, Η, Ζ, Θ, καÈ âπιζευχθεØσαι αÉ ΒΘ, ΒΗ δÐχα τεµνèσθωσαν κατ� τ� Κ, Λ
σηµεØα: καÈ �πä τÀν Κ, Λ ταØ̋ ΒΘ, ΒΗ πρä̋ æρθ�̋ �χθεØσαι αÉ ΚΓ, ΛΜ δι χθωσαν
âπÈ τ� Α, Ε σηµεØα.
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ÇΕπεÈ οÞν âν κÔκλωú τÀú ΑΒΓ εÎθεØ� τι̋ � ΑΓ εÎθεØ�ν τινα τ�ν ΒΘ δÐχα καÈ πρä̋
æρθ�̋ τèµνει, âπÈ τ¨̋ ΑΓ �ρα âστÈ τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου. π�λιν, âπεÈ âν κÔκλωú
τÀú αÎτÀú τÀú ΑΒΓ εÎθεØ� τι̋ � ΝC εÎθεØ�ν τινα τ�ν ΒΗ δÐχα καÈ πρä̋ æρθ�̋ τèµνει,
âπÈ τ¨̋ ΝC �ρα âστÈ τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου. âδεÐχθη δà καÈ âπÈ τ¨̋ ΑΓ, καÈ
κατ' οÎδàν συµβ�λλουσιν αÉ ΑΓ, ΝC εÎθεØαι £ κατ� τä Ο: τä Ο �ρα σηµεØον κèντρον
âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ τοÜ ∆ΕΖ κÔκλου κèντρον âστÈ
τä Ο: δÔο �ρα κÔκλων τεµνìντων �λλ λου̋ τÀν ΑΒΓ, ∆ΕΖ τä αÎτì âστι κèντρον τä
Ο: íπερ âστÈν �δÔνατον.

ΟÎκ �ρα κÔκλο̋ κÔκλον τèµνει κατ� πλεÐονα σηµεØα £ δÔο: íπερ êδει δεØcαι.

III.11

ÇΕ�ν δÔο κÔκλοι âφ�πτωνται �λλ λων âντì̋, καÈ ληφθ¨ù αÎτÀν τ� κèντρα, � âπÈ τ�
κèντρα αÎτÀν âπιζευγνυµèνη εÎθεØα καÈ âκβαλλοµèνη âπÈ τ�ν συναφ�ν πεσεØται τÀν
κÔκλων.

∆Ôο γ�ρ κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, Α∆Ε âφαπτèσθωσαν �λλ λων âντä̋ κατ� τä Α σηµεØον,
καÈ εÊλ φθω τοÜ µàν ΑΒΓ κÔκλου κèντρον τä Ζ, τοÜ δà Α∆Ε τä Η: λèγω, íτι � �πä
τοÜ Η âπÈ τä Ζ âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âκβαλλοµèνη âπÈ τä Α πεσεØται.

Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, πιπτèτω ±̋ � ΖΗΘ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΖ, ΑΗ.
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ÇΕπεÈ οÞν αÉ ΑΗ, ΗΖ τ¨̋ ΖΑ, τουτèστι τ¨̋ ΖΘ, µεÐζονè̋ εÊσιν, κοιν� �φηùρ σθω �
ΖΗ: λοιπ� �ρα � ΑΗ λοιπ¨̋ τ¨̋ ΗΘ µεÐζων âστÐν. Òση δà � ΑΗ τ¨ù Η∆: καÈ � Η∆ �ρα
τ¨̋ ΗΘ µεÐζων âστÈν � âλ�ττων τ¨̋ µεÐζονο̋: íπερ âστÈν �δÔνατον: οÎκ �ρα � �πä
τοÜ Ζ âπÈ τä Η âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âκτä̋ πεσεØται: κατ� τä Α �ρα âπÈ τ¨̋ συναφ¨̋
πεσεØται.

ÇΕ�ν �ρα δÔο κÔκλοι âφ�πτωνται �λλ λων âντì̋, [καÈ ληφθ¨ù αÎτÀν τ� κèντρα], � âπÈ
τ� κèντρα αÎτÀν âπιζευγνυµèνη εÎθεØα [καÈ âκβαλλοµèνη] âπÈ τ�ν συναφ�ν πεσεØται
τÀν κÔκλων: íπερ êδει δεØcαι.

III.12

ÇΕ�ν δÔο κÔκλοι âφ�πτωνται �λλ λων âκτì̋, � âπÈ τ� κèντρα αÎτÀν âπιζευγνυµèνη
δι� τ¨̋ âπαφ¨̋ âλεÔσεται.

∆Ôο γ�ρ κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, Α∆Ε âφαπτèσθωσαν �λλ λων âκτä̋ κατ� τä Α σηµεØον,
καÈ εÊλ φθω τοÜ µàν ΑΒΓ κèντρον τä Ζ, τοÜ δà Α∆Ε τä Η: λèγω, íτι � �πä τοÜ Ζ
âπÈ τä Η âπιζευγνυµèνη εÎθεØα δι� τ¨̋ κατ� τä Α âπαφ¨̋ âλεÔσεται.

Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, âρχèσθω ±̋ � ΖΓ∆Η, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΖ, ΑΗ.
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ÇΕπεÈ οÞν τä Ζ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, Òση âστÈν � ΖΑ τ¨ù ΖΓ.
π�λιν, âπεÈ τä Η σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ Α∆Ε κÔκλου, Òση âστÈν � ΗΑ τ¨ù Η∆.
âδεÐχθη δà καÈ � ΖΑ τ¨ù ΖΓ Òση: αÉ �ρα ΖΑ, ΑΗ ταØ̋ ΖΓ, Η∆ Òσαι εÊσÐν: ¹στε íλη �
ΖΗ τÀν ΖΑ, ΑΗ µεÐζων âστÐν: �λλ� καÈ âλ�ττων: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα �
�πä τοÜ Ζ âπÈ τä Η âπιζευγνυµèνη εÎθεØα δι� τ¨̋ κατ� τä Α âπαφ¨̋ οÎκ âλεÔσεται:
δÐ αÎτ¨̋ �ρα.

ÇΕ�ν �ρα δÔο κÔκλοι âφ�πτωνται �λλ λων âκτì̋, � âπÈ τ� κèντρα αÎτÀν âπιζευγνυµèνη
[εÎθεØα] δι� τ¨̋ âπαφ¨̋ âλεÔσεται: íπερ êδει δεØcαι.

III.13

ΚÔκλο̋ κÔκλου οÎκ âφ�πτεται κατ� πλεÐονα σηµεØα £ καθ' éν, â�ν τε âντä̋ â�ν τε
âκτä̋ âφ�πτηται.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλου τοÜ ΕΒΖ∆ âφαπτèσθω πρìτερον âντä̋
κατ� πλεÐονα σηµεØα £ ëν τ� ∆, Β.

ΚαÈ εÊλ φθω τοÜ µàν ΑΒΓ∆ κÔκλου κèντρον τä Η, τοÜ δà ΕΒΖ∆ τä Θ.
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ÃΗ �ρα �πä τοÜ Η âπÈ τä Θ âπιζευγνυµèνη âπÈ τ� Β, ∆ πεσεØται. πιπτèτω ±̋ �
ΒΗΘ∆. καÈ âπεÈ τä Η σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου, Òση âστÈν � ΒΗ τ¨ù
Η∆: µεÐζων �ρα � ΒΗ τ¨̋ Θ∆: πολλÀú �ρα µεÐζων � ΒΘ τ¨̋ Θ∆. π�λιν, âπεÈ τä Θ
σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΕΒΖ∆ κÔκλου, Òση âστÈν � ΒΘ τ¨ù Θ∆: âδεÐχθη δà αÎτ¨̋
καÈ πολλÀú µεÐζων: íπερ �δÔνατον: οÎκ �ρα κÔκλο̋ κÔκλου âφ�πτεται âντä̋ κατ�
πλεÐονα σηµεØα £ éν.

Λèγω δ , íτι οÎδà âκτì̋.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, κÔκλο̋ å ΑΓΚ κÔκλου τοÜ ΑΒΓ∆ âφαπτèσθω âκτä̋ κατ� πλεÐονα
σηµεØα £ ëν τ� Α, Γ, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΓ.

ÇΕπεÈ οÞν κÔκλων τÀν ΑΒΓ∆, ΑΓΚ εÒληπται âπÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋ áκατèρου δÔο
τυχìντα σηµεØα τ� Α, Γ, � âπÈ τ� σηµεØα âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âντä̋ áκατèρου
πεσεØται: �λλ� τοÜ µàν ΑΒΓ∆ âντä̋ êπεσεν, τοÜ δà ΑΓΚ âκτì̋: íπερ �τοπον: οÎκ
�ρα κÔκλο̋ κÔκλου âφ�πτεται âκτä̋ κατ� πλεÐονα σηµεØα £ éν. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà
âντì̋.

ΚÔκλο̋ �ρα κÔκλου οÎκ âφ�πτεται κατ� πλεÐονα σηµεØα £ [καθ'] éν, â�ν τε âντä̋
â�ν τε âκτä̋ âφ�πτηται: íπερ êδει δεØcαι.

III.14

ÇΕν κÔκλωú αÉ Òσαι εÎθεØαι Òσον �πèχουσιν �πä τοÜ κèντρου, καÈ αÉ Òσον �πèχουσαι
�πä τοÜ κèντρου Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, καÈ âν αÎτÀú Òσαι εÎθεØαι êστωσαν αÉ ΑΒ, Γ∆: λèγω, íτι
αÉ ΑΒ, Γ∆ Òσον �πèχουσιν �πä τοÜ κèντρου.

ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου καÈ êστω τä Ε, καÈ �πä τοÜ Ε âπÈ τ�̋
ΑΒ, Γ∆ κ�θετοι ¢χθωσαν αÉ ΕΖ, ΕΗ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΕ, ΕΓ.
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ÇΕπεÈ οÞν εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου � ΕΖ εÎθεØ�ν τινα µ� δι� τοÜ κèντρου τ�ν ΑΒ
πρä̋ æρθ�̋ τèµνει, καÈ δÐχα αÎτ�ν τèµνει. Òση �ρα � ΑΖ τ¨ù ΖΒ: διπλ¨ �ρα � ΑΒ τ¨̋
ΑΖ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Γ∆ τ¨̋ ΓΗ âστι διπλ¨: καÐ âστιν Òση � ΑΒ τ¨ù Γ∆: Òση �ρα
καÈ � ΑΖ τ¨ù ΓΗ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΕΓ, Òσον καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΕ τÀú �πä τ¨̋
ΕΓ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΕ Òσα τ� �πä τÀν ΑΖ, ΕΖ: æρθ� γ�ρ � πρä̋ τÀú Ζ γωνÐα:
τÀú δà �πä τ¨̋ ΕΓ Òσα τ� �πä τÀν ΕΗ, ΗΓ: æρθ� γ�ρ � πρä̋ τÀú Η γωνÐα: τ� �ρα �πä
τÀν ΑΖ, ΖΕ Òσα âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΓΗ, ΗΕ, Áν τä �πä τ¨̋ ΑΖ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋
ΓΗ: Òση γ�ρ âστιν � ΑΖ τ¨ù ΓΗ: λοιπäν �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΕ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ Òσον âστÐν:
Òση �ρα � ΕΖ τ¨ù ΕΗ. âν δà κÔκλωú Òσον �πèχειν �πä τοÜ κèντρου εÎθεØαι λèγονται,
íταν αÉ �πä τοÜ κèντρου âπ' αÎτ�̋ κ�θετοι �γìµεναι Òσαι Âσιν: αÉ �ρα ΑΒ, Γ∆ Òσον
�πèχουσιν �πä τοÜ κèντρου.

ÇΑλλ� δ� αÉ ΑΒ, Γ∆ εÎθεØαι Òσον �πεχèτωσαν �πä τοÜ κèντρου, τουτèστιν Òση êστω
� ΕΖ τ¨ù ΕΗ. λèγω, íτι Òση âστÈ καÈ � ΑΒ τ¨ù Γ∆.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι διπλ¨ âστιν � µàν ΑΒ τ¨̋
ΑΖ, � δà Γ∆ τ¨̋ ΓΗ: καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΓΕ, Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΕ τÀú
�πä τ¨̋ ΓΕ: �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΕ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΕΖ, ΖΑ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΓΕ
Òσα τ� �πä τÀν ΕΗ, ΗΓ. τ� �ρα �πä τÀν ΕΖ, ΖΑ Òσα âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΕΗ, ΗΓ: Áν
τä �πä τ¨̋ ΕΖ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ âστιν Òσον: Òση γ�ρ � ΕΖ τ¨ù ΕΗ: λοιπäν �ρα τä �πä
τ¨̋ ΑΖ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΓΗ: Òση �ρα � ΑΖ τ¨ù ΓΗ: καÐ âστι τ¨̋ µàν ΑΖ διπλ¨ �
ΑΒ, τ¨̋ δà ΓΗ διπλ¨ � Γ∆: Òση �ρα � ΑΒ τ¨ù Γ∆.

ÇΕν κÔκλωú �ρα αÉ Òσαι εÎθεØαι Òσον �πèχουσιν �πä τοÜ κèντρου, καÈ αÉ Òσον
�πèχουσαι �πä τοÜ κèντρου Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

III.15

ÇΕν κÔκλωú µεγÐστη µàν � δι�µετρο̋ τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τοÜ κèντρου τ¨̋
�π¸τερον µεÐζων âστÐν.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ êστω � Α∆, κèντρον δà τä Ε, καÈ
êγγιον µàν τ¨̋ Α∆ διαµèτρου êστω � ΒΓ, �π¸τερον δà � ΖΗ: λèγω, íτι µεγÐστη µèν
âστιν � Α∆, µεÐζων δà � ΒΓ τ¨̋ ΖΗ.
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^Ηχθωσαν γ�ρ �πä τοÜ Ε κèντρου âπÈ τ�̋ ΒΓ, ΖΗ κ�θετοι αÉ ΕΘ, ΕΚ. καÈ âπεÈ
êγγιον µàν τοÜ κèντρου âστÈν � ΒΓ, �π¸τερον δà � ΖΗ, µεÐζων �ρα � ΕΚ τ¨̋ ΕΘ.
κεÐσθω τ¨ù ΕΘ Òση � ΕΛ, καÈ δι� τοÜ Λ τ¨ù ΕΚ πρä̋ æρθ�̋ �χθεØσα � ΛΜ δι χθω âπÈ
τä Ν, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΜΕ, ΕΝ, ΖΕ, ΕΗ.
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ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΕΘ τ¨ù ΕΛ, Òση âστÈ καÈ � ΒΓ τ¨ù ΜΝ. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν �
µàν ΑΕ τ¨ù ΕΜ, � δà Ε∆ τ¨ù ΕΝ, � �ρα Α∆ ταØ̋ ΜΕ, ΕΝ Òση âστÐν. �λλ' αÉ µàν ΜΕ,
ΕΝ τ¨̋ ΜΝ µεÐζονè̋ εÊσιν [καÈ � Α∆ τ¨̋ ΜΝ µεÐζων âστÐν, Òση δà � ΜΝ τ¨ù ΒΓ: �
Α∆ �ρα τ¨̋ ΒΓ µεÐζων âστÐν. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΜΕ, ΕΝ δÔο ταØ̋ ΖΕ, ΕΗ Òσαι εÊσÐν,
καÈ γωνÐα � Íπä ΜΕΝ γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ΖΕΗ µεÐζων [âστÐν], β�σι̋ �ρα � ΜΝ β�σεω̋
τ¨̋ ΖΗ µεÐζων âστÐν. �λλ� � ΜΝ τ¨ù ΒΓ âδεÐχθη Òση [καÈ � ΒΓ τ¨̋ ΖΗ µεÐζων âστÐν].
µεγÐστη µàν �ρα � Α∆ δι�µετρο̋, µεÐζων δà � ΒΓ τ¨̋ ΖΗ.

ÇΕν κÔκλωú �ρα µεγÐστη µèν âστιν � δι�µετρο̋, τÀν δà �λλων �εÈ � êγγιον τοÜ
κèντρου τ¨̋ �π¸τερον µεÐζων âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

III.16

ÃΗ τ¨ù διαµèτρωú τοÜ κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνη âκτä̋ πεσεØται τοÜ κÔκλου,
καÈ εÊ̋ τäν µεταcÌ τìπον τ¨̋ τε εÎθεÐα̋ καÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋ áτèρα εÎθεØα οÎ παρεµ-
πεσεØται, καÈ � µàν τοÜ �µικυκλÐου γωνÐα �π�ση̋ γωνÐα̋ æcεÐα̋ εÎθυγρ�µµου µεÐζων
âστÐν, � δà λοιπ� âλ�ττων.
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^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ περÈ κèντρον τä ∆ καÈ δι�µετρον τ�ν ΑΒ: λèγω, íτι � �πä
τοÜ Α τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνη âκτä̋ πεσεØται τοÜ κÔκλου.

Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, πιπτèτω âντä̋ ±̋ � ΓΑ, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Γ.

ÇΕπεÈ Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ∆Γ, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä ∆ΑΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΑΓ∆.
æρθ� δà � Íπä ∆ΑΓ: æρθ� �ρα καÈ � Íπä ΑΓ∆: τριγ¸νου δ� τοÜ ΑΓ∆ αÉ δÔο γωνÐαι
αÉ Íπä ∆ΑΓ, ΑΓ∆ δÔο æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα � �πä τοÜ Α
σηµεÐου τ¨ù ΒΑ πρä̋ æρθ�̋ �γοµèνη âντä̋ πεσεØται τοÜ κÔκλου. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν,
íτι οÎδ' âπÈ τ¨̋ περιφερεÐα̋: âκτä̋ �ρα.

Πιπτèτω ±̋ � ΑΕ: λèγω δ , íτι εÊ̋ τäν µεταcÌ τìπον τ¨̋ τε ΑΕ εÎθεÐα̋ καÈ τ¨̋
ΓΘΑ περιφερεÐα̋ áτèρα εÎθεØα οÎ παρεµπεσεØται.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, παρεµπιπτèτω ±̋ � ΖΑ, καÈ ¢χθω �πä τοÜ ∆ σηµεÐου âπÈ τ�ν ΖΑ
κ�θετο̋ � ∆Η. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν � Íπä ΑΗ∆, âλ�ττων δà æρθ¨̋ � Íπä ∆ΑΗ, µεÐζων
�ρα � Α∆ τ¨̋ ∆Η. Òση δà � ∆Α τ¨ù ∆Θ: µεÐζων �ρα � ∆Θ τ¨̋ ∆Η, � âλ�ττων τ¨̋
µεÐζονο̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα εÊ̋ τäν µεταcÌ τìπον τ¨̋ τε εÎθεÐα̋ καÈ τ¨̋
περιφερεÐα̋ áτèρα εÎθεØα παρεµπεσεØται.

Λèγω, íτι καÈ � µàν τοÜ �µικυκλÐου γωνÐα � περιεχοµèνη Íπì τε τ¨̋ ΒΑ εÎθεÐα̋
καÈ τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋ �π�ση̋ γωνÐα̋ æcεÐα̋ εÎθυγρ�µµου µεÐζων âστÐν, � δà λοιπ�
� περιεχοµèνη Íπì τε τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΕ εÎθεÐα̋ �π�ση̋ γωνÐα̋ æcεÐα̋
εÎθυγρ�µµου âλ�ττων âστÐν.

ΕÊ γ�ρ âστÐ τι̋ γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ µεÐζων µàν τ¨̋ περιεχοµèνη̋ Íπì τε τ¨̋ ΒΑ
εÎθεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋, âλ�ττων δà τ¨̋ περιεχοµèνη̋ Íπì τε τ¨̋ ΓΘΑ
περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΕ εÎθεÐα̋, εÊ̋ τäν µεταcÌ τìπον τ¨̋ τε ΓΘΑ περιφερεÐα̋ καÈ
τ¨̋ ΑΕ εÎθεÐα̋ εÎθεØα περεµπεσεØται, ¡τι̋ ποι σει µεÐζονα µàν τ¨̋ περιεχοµèνη̋ Íπì
τε τ¨̋ ΒΑ εÎθεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋ Íπä εÎθειÀν περιεχοµèνην, âλ�ττονα δà
τ¨̋ περιεχοµèνη̋ Íπì τε τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΕ εÎθεÐα̋. οÎ παρεµπÐπτει δè:
οÎκ �ρα τ¨̋ περιεχοµèνη̋ γωνÐα̋ Íπì τε τ¨̋ ΒΑ εÎθεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋
êσται µεÐζων æcεØα Íπä εÎθειÀν περιεχοµèνη, οÎδà µ�ν âλ�ττων τ¨̋ περιεχοµèνη̋ Íπì
τε τ¨̋ ΓΘΑ περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΕ εÎθεÐα̋.
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Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι � τ¨ù διαµèτρωú τοÜ κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋
�γοµèνη âφ�πτεται τοÜ κÔκλου [καÈ íτι εÎθεØα κÔκλου καθ' ëν µìνον âφ�πτεται
σηµεØον, âπειδ περ καÈ � κατ� δÔο αÎτÀú συµβ�λλουσα âντä̋ αÎτοÜ πÐπτουσα âδεÐχθη].
íπερ êδει δεØcαι.

III.17

ÇΑπä τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ δοθèντο̋ κÔκλου âφαπτοµèνην εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.
^Εστω τä µàν δοθàν σηµεØον τä Α, å δà δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΒΓ∆: δεØ δ� �πä τοÜ Α

σηµεÐου τοÜ ΒΓ∆ κÔκλου âφαπτοµèνην εÎθεØαν γραµµ�ν �γαγεØν.
ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ κÔκλου τä Ε, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΕ, καÈ κèντρωú µàν

τÀú Ε διαστ µατι δà τÀú ΕΑ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΑΖΗ, καÈ �πä τοÜ ∆ τ¨ù ΕΑ πρä̋
æρθ�̋ ¢χθω � ∆Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΖ, ΑΒ: λèγω, íτι �πä τοÜ Α σηµεÐου τοÜ
ΒΓ∆ κÔκλου âφαπτοµèνη ªκται � ΑΒ.
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ÇΕπεÈ γ�ρ τä Ε κèντρον âστÈ τÀν ΒΓ∆, ΑΖΗ κÔκλων, Òση �ρα âστÈν � µàν ΕΑ
τ¨ù ΕΖ, � δà Ε∆ τ¨ù ΕΒ: δÔο δ� αÉ ΑΕ, ΕΒ δÔο ταØ̋ ΖΕ, Ε∆ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐαν
κοιν�ν περιèχουσι τ�ν πρä̋ τÀú Ε: β�σι̋ �ρα � ∆Ζ β�σει τ¨ù ΑΒ Òση âστÐν, καÈ τä ∆ΕΖ
τρÐγωνον τÀú ΕΒΑ τριγ¸νωú Òσον âστÐν, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋: Òση
�ρα � Íπä Ε∆Ζ τ¨ù Íπä ΕΒΑ. æρθ� δà � Íπä Ε∆Ζ: æρθ� �ρα καÈ � Íπä ΕΒΑ. καÐ âστιν
� ΕΒ âκ τοÜ κèντρου: � δà τ¨ù διαµèτρωú τοÜ κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνη
âφ�πτεται τοÜ κÔκλου: � ΑΒ �ρα âφ�πτεται τοÜ ΒΓ∆ κÔκλου.

ÇΑπä τοÜ �ρα δοθèντο̋ σηµεÐου τοÜ Α τοÜ δοθèντο̋ κÔκλου τοÜ ΒΓ∆ âφαπτοµèνη
εÎθεØα γραµµ� ªκται � ΑΒ: íπερ êδει ποι¨σαι.
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III.18

ÇΕ�ν κÔκλου âφ�πτηταÐ τι̋ εÎθεØα, �πä δà τοÜ κèντρου âπÈ τ�ν �φ�ν âπιζευχθ¨ù τι̋
εÎθεØα, � âπιζευχθεØσα κ�θετο̋ êσται âπÈ τ�ν âφαπτοµèνην.

ΚÔκλου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ âφαπτèσθω τι̋ εÎθεØα � ∆Ε κατ� τä Γ σηµεØον, καÈ εÊλ φθω
τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου τä Ζ, καÈ �πä τοÜ Ζ âπÈ τä Γ âπεζεÔχθω � ΖΓ: λèγω,
íτι � ΖΓ κ�θετì̋ âστιν âπÈ τ�ν ∆Ε.

ΕÊ γ�ρ µ , ¢χθω �πä τοÜ Ζ âπÈ τ�ν ∆Ε κ�θετο̋ � ΖΗ.

b

b

b
b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ Η

ÇΕπεÈ οÞν � Íπä ΖΗΓ γωνÐα æρθ  âστιν, æcεØα �ρα âστÈν � Íπä ΖΓΗ: Íπä δà τ�ν
µεÐζονα γωνÐαν � µεÐζων πλευρ� ÍποτεÐνει: µεÐζων �ρα � ΖΓ τ¨̋ ΖΗ: Òση δà � ΖΓ τ¨ù
ΖΒ: µεÐζων �ρα καÈ � ΖΒ τ¨̋ ΖΗ � âλ�ττων τ¨̋ µεÐζονο̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ
�ρα � ΖΗ κ�θετì̋ âστιν âπÈ τ�ν ∆Ε. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλη τι̋ πλ�ν τ¨̋
ΖΓ: � ΖΓ �ρα κ�θετì̋ âστιν âπÈ τ�ν ∆Ε.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου âφ�πτηταÐ τι̋ εÎθεØα, �πä δà τοÜ κèντρου âπÈ τ�ν �φ�ν âπιζευχθ¨ù
τι̋ εÎθεØα, � âπιζευχθεØσα κ�θετο̋ êσται âπÈ τ�ν âφαπτοµèνην: íπερ êδει δεØcαι.

III.19

ÇΕ�ν κÔκλου âφ�πτηταÐ τι̋ εÎθεØα, �πä δà τ¨̋ �φ¨̋ τ¨ù âφαπτοµèνηù πρä̋ æρθ�̋ [γωνÐα̋]
εÎθεØα γραµµ� �χθ¨ù, âπÈ τ¨̋ �χθεÐση̋ êσται τä κèντρον τοÜ κÔκλου.

ΚÔκλου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ âφαπτèσθω τι̋ εÎθεØα � ∆Ε κατ� τä Γ σηµεØον, καÈ �πä τοÜ
Γ τ¨ù ∆Ε πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � ΓΑ: λèγω, íτι âπÈ τ¨̋ ΑΓ âστι τä κèντρον τοÜ κÔκλου.

Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, êστω τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθω � ΓΖ.
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ÇΕπεÈ [οÞν] κÔκλου τοÜ ΑΒΓ âφ�πτεταÐ τι̋ εÎθεØα � ∆Ε, �πä δà τοÜ κèντρου âπÈ
τ�ν �φ�ν âπèζευκται � ΖΓ, � ΖΓ �ρα κ�θετì̋ âστιν âπÈ τ�ν ∆Ε: æρθ� �ρα âστÈν � Íπä
ΖΓΕ. âστÈ δà καÈ � Íπä ΑΓΕ æρθ : Òση �ρα âστÈν � Íπä ΖΓΕ τ¨ù Íπä ΑΓΕ � âλ�ττων τ¨ù
µεÐζονι: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τä Ζ κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου. åµοÐω̋
δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλο τι πλ�ν âπÈ τ¨̋ ΑΓ.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου âφ�πτηταÐ τι̋ εÎθεØα, �πä δà τ¨̋ �φ¨̋ τ¨ù âφαπτοµèνηù πρä̋ æρθ�̋
εÎθεØα γραµµ� �χθ¨ù, âπÈ τ¨̋ �χθεÐση̋ êσται τä κèντρον τοÜ κÔκλου: íπερ êδει δεØcαι.

III.20

ÇΕν κÔκλωú � πρä̋ τÀú κèντρωú γωνÐα διπλασÐων âστÈ τ¨̋ πρä̋ τ¨ù περιφερεÐαø, íταν τ�ν
αÎτ�ν περιφèρειαν β�σιν êχωσιν αÉ γωνÐαι.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, καÈ πρä̋ µàν τÀú κèντρωú αÎτοÜ γωνÐα êστω � Íπä ΒΕΓ,
πρä̋ δà τ¨ù περιφερεÐαø � Íπä ΒΑΓ, âχèτωσαν δà τ�ν αÎτ�ν περιφèρειαν β�σιν τ�ν ΒΓ:
λèγω, íτι διπλασÐων âστÈν � Íπä ΒΕΓ γωνÐα τ¨̋ Íπä ΒΑΓ.

ÇΕπιζευχθεØσα γ�ρ � ΑΕ δι χθω âπÈ τä Ζ.
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ÇΕπεÈ οÞν Òση âστÈν � ΕΑ τ¨ù ΕΒ, Òση καÈ γωνÐα � Íπä ΕΑΒ τ¨ù Íπä ΕΒΑ: αÉ �ρα
Íπä ΕΑΒ, ΕΒΑ γωνÐαι τ¨̋ Íπä ΕΑΒ διπλασÐου̋ εÊσÐν. Òση δà � Íπä ΒΕΖ ταØ̋ Íπä
ΕΑΒ, ΕΒΑ: καÈ � Íπä ΒΕΖ �ρα τ¨̋ Íπä ΕΑΒ âστι διπλ¨. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä
ΖΕΓ τ¨̋ Íπä ΕΑΓ âστι διπλ¨. íλη �ρα � Íπä ΒΕΓ íλη̋ τ¨̋ Íπä ΒΑΓ âστι διπλ¨.

Κεκλ�σθω δ� π�λιν, καÈ êστω áτèρα γωνÐα � Íπä Β∆Γ, καÈ âπιζευχθεØσα � ∆Ε
âκβεβλ σθω âπÈ τä Η. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι διπλ¨ âστιν � Íπä ΗΕΓ γωνÐα τ¨̋ Íπä
Ε∆Γ, Áν � Íπä ΗΕΒ διπλ¨ âστι τ¨̋ Íπä Ε∆Β: λοιπ� �ρα � Íπä ΒΕΓ διπλ¨ âστι τ¨̋
Íπä Β∆Γ.

ÇΕν κÔκλωú �ρα � πρä̋ τÀú κèντρωú γωνÐα διπλασÐων âστÈ τ¨̋ πρä̋ τ¨ù περιφερεÐαø,
íταν τ�ν αÎτ�ν περιφèρειαν β�σιν êχωσιν [αÉ γωνÐαι]: íπερ êδει δεØcαι.

III.21

ÇΕν κÔκλωú αÉ âν τÀú αÎτÀú τµ µατι γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, καÈ âν τÀú αÎτÀú τµ µατι τÀú ΒΑΕ∆ γωνÐαι êστωσαν αÉ
Íπä ΒΑ∆, ΒΕ∆: λèγω, íτι αÉ Íπä ΒΑ∆, ΒΕ∆ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.
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ΕÊλ φθω γ�ρ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου τä κèντρον, καÈ êστω τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ
ΒΖ, Ζ∆.

ΚαÈ âπεÈ � µàν Íπä ΒΖ∆ γωνÐα πρä̋ τÀú κèντρωú âστÐν, � δà Íπä ΒΑ∆ πρä̋ τ¨ù
περιφερεÐαø, καÈ êχουσι τ�ν αÎτ�ν περιφèρειαν β�σιν τ�ν ΒΓ∆, � �ρα Íπä ΒΖ∆ γωνÐα
διπλασÐων âστÈ τ¨̋ Íπä ΒΑ∆. δι� τ� αÎτ� δ� � Íπä ΒΖ∆ καÈ τ¨̋ Íπä ΒΕ∆ âστι
διπλασÐων: Òση �ρα � Íπä ΒΑ∆ τ¨ù Íπä ΒΕ∆.

ÇΕν κÔκλωú �ρα αÉ âν τÀú αÎτÀú τµ µατι γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

III.22

ΤÀν âν τοØ̋ κÔκλοι̋ τετραπλεÔρων αÉ �πεναντÐον γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, καÈ âν αÎτÀú τετρ�πλευρον êστω τä ΑΒΓ∆: λèγω, íτι αÉ
�πεναντÐον γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

ÇΕπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΓ, Β∆.
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ÇΕπεÈ οÞν παντä̋ τριγ¸νου αÉ τρεØ̋ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν, τοÜ ΑΒΓ �ρα
τριγ¸νου αÉ τρεØ̋ γωνÐαι αÉ Íπä ΓΑΒ, ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. Òση δà �
µàν Íπä ΓΑΒ τ¨ù Íπä Β∆Γ: âν γ�ρ τÀú αÎτÀú τµ µατÐ εÊσι τÀú ΒΑ∆Γ: � δà Íπä ΑΓΒ
τ¨ù Íπä Α∆Β: âν γ�ρ τÀú αÎτÀú τµ µατÐ εÊσι τÀú Α∆ΓΒ: íλη �ρα � Íπä Α∆Γ ταØ̋ Íπä
ΒΑΓ, ΑΓΒ Òση âστÐν. κοιν� προσκεÐσθω � Íπä ΑΒΓ: αÉ �ρα Íπä ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ
ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, Α∆Γ Òσαι εÊσÐν. �λλ' αÉ Íπä ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.
καÈ αÉ Íπä ΑΒΓ, Α∆Γ �ρα δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ
Íπä ΒΑ∆, ∆ΓΒ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.

ΤÀν �ρα âν τοØ̋ κÔκλοι̋ τετραπλεÔρων αÉ �πεναντÐον γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι
εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

III.23

ÇΕπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ δÔο τµ µατα κÔκλων íµοια καÈ �νισα οÎ συσταθ σεται âπÈ τ�
αÎτ� µèρη.
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ δÔο τµ µατα κÔκλων íµοια καÈ �νισα
συνεστ�τω âπÈ τ� αÎτ� µèρη τ� ΑΓΒ, Α∆Β, καÈ δι χθω � ΑΓ∆, καÈ âπεζεÔχθωσαν
αÉ ΓΒ, ∆Β.

ÇΕπεÈ οÞν íµοιìν âστι τä ΑΓΒ τµ¨µα τÀú Α∆Β τµ µατι, íµοια δà τµ µατα κÔκλων
âστÈ τ� δεχìµενα γωνÐα̋ Òσα̋, Òση �ρα âστÈν � Íπä ΑΓΒ γωνÐα τ¨ù Íπä Α∆Β � âκτä̋
τ¨ù âντì̋: íπερ âστÈν �δÔνατον.
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ΟÎκ �ρα âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ δÔο τµ µατα κÔκλων íµοια καÈ �νισα συσταθ σεται
âπÈ τ� αÎτ� µèρη: íπερ êδει δεØcαι.

III.24

Τ� âπÈ Òσων εÎθειÀν íµοια τµ µατα κÔκλων Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.
^Εστωσαν γ�ρ âπÈ Òσων εÎθειÀν τÀν ΑΒ, Γ∆ íµοια τµ µατα κÔκλων τ� ΑΕΒ,

ΓΖ∆: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΕΒ τµ¨µα τÀú ΓΖ∆ τµ µατι.
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ÇΕφαρµοζοµèνου γ�ρ τοÜ ΑΕΒ τµ µατο̋ âπÈ τä ΓΖ∆ καÈ τιθεµèνου τοÜ µàν Α
σηµεÐου âπÈ τä Γ τ¨̋ δà ΑΒ εÎθεÐα̋ âπÈ τ�ν Γ∆, âφαρµìσει καÈ τä Β σηµεØον âπÈ
τä ∆ σηµεØον δι� τä Òσην εÚναι τ�ν ΑΒ τ¨ù Γ∆: τ¨̋ δà ΑΒ âπÈ τ�ν Γ∆ âφαρµοσ�ση̋
âφαρµìσει καÈ τä ΑΕΒ τµ¨µα âπÈ τä ΓΖ∆. εÊ γ�ρ � ΑΒ εÎθεØα âπÈ τ�ν Γ∆ âφαρµìσει,
τä δà ΑΕΒ τµ¨µα âπÈ τä ΓΖ∆ µ� âφαρµìσει, ¢τοι âντä̋ αÎτοÜ πεσεØται £ âκτä̋ £
παραλλ�cει ±̋ τä ΓΗ∆, καÈ κÔκλο̋ κÔκλον τèµνει κατ� πλεÐονα σηµεØα £ δÔο: íπερ
âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα âφαρµοζοµèνη̋ τ¨̋ ΑΒ εÎθεÐα̋ âπÈ τ�ν Γ∆ οÎκ âφαρµìσει
καÈ τä ΑΕΒ τµ¨µα âπÈ τä ΓΖ∆: âφαρµìσει �ρα, καÈ Òσον αÎτÀú êσται.

Τ� �ρα âπÈ Òσων εÎθειÀν íµοια τµ µατα κÔκλων Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει
δεØcαι.

III.25

ΚÔκλου τµ µατο̋ δοθèντο̋ προσαναγρ�ψαι τäν κÔκλον, οÝπèρ âστι τµ¨µα.
^Εστω τä δοθàν τµ¨µα κÔκλου τä ΑΒΓ: δεØ δ� τοÜ ΑΒΓ τµ µατο̋ προσαναγρ�ψαι

τäν κÔκλον, οÝπèρ âστι τµ¨µα.
Τετµ σθω γ�ρ � ΑΓ δÐχα κατ� τä ∆, καÈ ¢χθω �πä τοÜ ∆ σηµεÐου τ¨ù ΑΓ πρä̋

æρθ�̋ � ∆Β, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΒ: � Íπä ΑΒ∆ γωνÐα �ρα τ¨̋ Íπä ΒΑ∆ ¢τοι µεÐζων
âστÈν £ Òση £ âλ�ττων.
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^Εστω πρìτερον µεÐζων, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΒΑ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù
σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù Íπä ΑΒ∆ γωνÐαø Òση � Íπä ΒΑΕ, καÈ δι χθω � ∆Β âπÈ τä Ε, καÈ
âπεζεÔχθω � ΕΓ. âπεÈ οÞν Òση âστÈν � Íπä ΑΒΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΒΑΕ, Òση �ρα âστÈ
καÈ � ΕΒ εÎθεØα τ¨ù ΕΑ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ∆Γ, κοιν� δà � ∆Ε, δÔο δ� αÉ
Α∆, ∆Ε δÔο ταØ̋ Γ∆, ∆Ε Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä Α∆Ε γωνÐαø
τ¨ù Íπä Γ∆Ε âστιν Òση: æρθ� γ�ρ áκατèρα: β�σι̋ �ρα � ΑΕ β�σει τ¨ù ΓΕ âστιν Òση.
�λλ� � ΑΕ τ¨ù ΒΕ âδεÐχθη Òση: καÈ � ΒΕ �ρα τ¨ù ΓΕ âστιν Òση: αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ ΑΕ,
ΕΒ, ΕΓ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: å �ρα κèντρωú τÀú Ε διαστ µατι δà áνÈ τÀν ΑΕ, ΕΒ, ΕΓ
κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν σηµεÐων καÈ êσται προσαναγεγραµµèνο̋.
κÔκλου �ρα τµ µατο̋ δοθèντο̋ προσαναγèγραπται å κÔκλο̋. καÈ δ¨λον, ±̋ τä ΑΒΓ
τµ¨µα êλαττìν âστιν �µικυκλÐου δι� τä τä Ε κèντρον âκτä̋ αÎτοÜ τυγχ�νειν.

ÃΟµοÐω̋ [δà] κ�ν ªù � Íπä ΑΒ∆ γωνÐα Òση τ¨ù Íπä ΒΑ∆, τ¨̋ Α∆ Òση̋ γενοµèνη̋
áκατèραø τÀν Β∆, ∆Γ αÉ τρεØ̋ αÉ ∆Α, ∆Β, ∆Γ Òσαι �λλ λαι̋ êσονται, καÈ êσται τä ∆
κèντρον τοÜ προσαναπεπληρωµèνου κÔκλου, καÈ δηλαδ� êσται τä ΑΒΓ �µικÔκλιον.

ÇΕ�ν δà � Íπä ΑΒ∆ âλ�ττων ªù
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τ¨̋ Íπä ΒΑ∆, καÈ συστησ¸µεθα πρä̋ τ¨ù ΒΑ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α
τ¨ù Íπä ΑΒ∆ γωνÐαø Òσην, âντä̋ τοÜ ΑΒΓ τµ µατο̋ πεσεØται τä κèντρον âπÈ τ¨̋ ∆Β,
καÈ êσται δηλαδ� τä ΑΒΓ τµ¨µα µεØζον �µικυκλÐου.

ΚÔκλου �ρα τµ µατο̋ δοθèντο̋ προσαναγèγραπται å κÔκλο̋: íπερ êδει ποι¨σαι.

III.26

ÇΕν τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ Òσαι γωνÐαι âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβ κασιν, â�ν τε πρä̋
τοØ̋ κèντροι̋ â�ν τε πρä̋ ταØ̋ περιφερεÐαι̋ Âσι βεβηκυØαι.

^Εστωσαν Òσοι κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ καÈ âν αÎτοØ̋ Òσαι γωνÐαι êστωσαν πρä̋ µàν
τοØ̋ κèντροι̋ αÉ Íπä ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρä̋ δà ταØ̋ περιφερεÐαι̋ αÉ Íπä ΒΑΓ, Ε∆Ζ: λèγω,
íτι Òση âστÈν � ΒΚΓ περιφèρεια τ¨ù ΕΛΖ περιφερεÐαø.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 81

b

b b

b

b b

b b

Α

Β Γ

∆

Ε Ζ

Η
Θ

Κ Λ

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΒΓ, ΕΖ.
ΚαÈ âπεÈ Òσοι εÊσÈν οÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ κÔκλοι, Òσαι εÊσÈν αÉ âκ τÀν κèντρων: δÔο δ�

αÉ ΒΗ, ΗΓ δÔο ταØ̋ ΕΘ, ΘΖ Òσαι: καÈ γωνÐα � πρä̋ τÀú Η γωνÐαø τ¨ù πρä̋ τÀú Θ Òση:
β�σι̋ �ρα � ΒΓ β�σει τ¨ù ΕΖ âστιν Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � πρä̋ τÀú Α γωνÐα τ¨ù πρä̋
τÀú ∆, íµοιον �ρα âστÈ τä ΒΑΓ τµ¨µα τÀú Ε∆Ζ τµ µατι: καÐ εÊσιν âπÈ Òσων εÎθειÀν
[τÀν ΒΓ, ΕΖ]: τ� δà âπÈ Òσων εÎθειÀν íµοια τµ µατα κÔκλων Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: Òσον
�ρα τä ΒΑΓ τµ¨µα τÀú Ε∆Ζ. êστι δà καÈ íλο̋ å ΑΒΓ κÔκλο̋ íλωú τÀú ∆ΕΖ κÔκλωú
Òσο̋: λοιπ� �ρα � ΒΚΓ περιφèρεια τ¨ù ΕΛΖ περιφερεÐαø âστÈν Òση.

ÇΕν �ρα τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ Òσαι γωνÐαι âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβ κασιν, â�ν τε
πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ â�ν τε πρä̋ ταØ̋ περιφερεÐαι̋ Âσι βεβηκυØαι: íπερ êδει δεØcαι.

III.27

ÇΕν τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβηκυØαι γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν,
â�ν τε πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ â�ν τε πρä̋ ταØ̋ περιφερεÐαι̋ Âσι βεβηκυØαι.

b

b b

b

b b

b b

Α

Β Γ

∆

Ε Ζ

Η
Θ

Κ

ÇΕν γ�ρ Òσοι̋ κÔκλοι̋ τοØ̋ ΑΒΓ, ∆ΕΖ âπÈ Òσων περιφερειÀν τÀν ΒΓ, ΕΖ πρä̋ µàν
τοØ̋ Η, Θ κèντροι̋ γωνÐαι βεβηκèτωσαν αÉ Íπä ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρä̋ δà ταØ̋ περιφερεÐαι̋
αÉ Íπä ΒΑΓ, Ε∆Ζ: λèγω, íτι � µàν Íπä ΒΗΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΕΘΖ âστιν Òση, � δà Íπä
ΒΑΓ τ¨ù Íπä Ε∆Ζ âστιν Òση.

ΕÊ γ�ρ �νισì̋ âστιν � Íπä ΒΗΓ τ¨ù Íπä ΕΘΖ, µÐα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω µεÐζων
� Íπä ΒΗΓ, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΒΗ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Η τ¨ù
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Íπä ΕΘΖ γωνÐαø Òση � Íπä ΒΗΚ: αÉ δà Òσαι γωνÐαι âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβ κασιν,
íταν πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ Âσιν: Òση �ρα � ΒΚ περιφèρεια τ¨ù ΕΖ περιφερεÐαø. �λλ� �
ΕΖ τ¨ù ΒΓ âστιν Òση: καÈ � ΒΚ �ρα τ¨ù ΒΓ âστιν Òση � âλ�ττων τ¨ù µεÐζονι: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα �νισì̋ âστιν � Íπä ΒΗΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΕΘΖ: Òση �ρα. καÐ âστι
τ¨̋ µàν Íπä ΒΗΓ �µÐσεια � πρä̋ τÀú Α, τ¨̋ δà Íπä ΕΘΖ �µÐσεια � πρä̋ τÀú ∆: Òση
�ρα καÈ � πρä̋ τÀú Α γωνÐα τ¨ù πρä̋ τÀú ∆.

ÇΕν �ρα τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβηκυØαι γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋
εÊσÐν, â�ν τε πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ â�ν τε πρä̋ ταØ̋ περιφερεÐαι̋ Âσι βεβηκυØαι: íπερ
êδει δεØcαι.

III.28

ÇΕν τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ Òσαι εÎθεØαι Òσα̋ περιφερεÐα̋ �φαιροÜσι τ�ν µàν µεÐζονα τ¨ù
µεÐζονι τ�ν δà âλ�ττονα τ¨ù âλ�ττονι.

^Εστωσαν Òσοι κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ, καÈ âν τοØ̋ κÔκλοι̋ Òσαι εÎθεØαι êστωσαν
αÉ ΑΒ, ∆Ε τ�̋ µàν ΑΓΒ, ∆ΖΕ περιφερεÐα̋ µεÐζονα̋ �φαιροÜσαι τ�̋ δà ΑΗΒ, ∆ΘΕ
âλ�ττονα̋: λèγω, íτι � µàν ΑΓΒ µεÐζων περιφèρεια Òση âστÈ τ¨ù ∆ΖΕ µεÐζονι περ-
ιφερεÐαø, � δà ΑΗΒ âλ�ττων περιφèρεια τ¨ù ∆ΘΕ.
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ΕÊλ φθω γ�ρ τ� κèντρα τÀν κÔκλων τ� Κ, Λ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΚ, ΚΒ, ∆Λ,
ΛΕ.

ΚαÈ âπεÈ Òσοι κÔκλοι εÊσÐν, Òσαι εÊσÈ καÈ αÉ âκ τÀν κèντρων: δÔο δ� αÉ ΑΚ, ΚΒ
δυσÈ ταØ̋ ∆Λ, ΛΕ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ � ΑΒ β�σει τ¨ù ∆Ε Òση: γωνÐα �ρα � Íπä
ΑΚΒ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΛΕ Òση âστÐν. αÉ δà Òσαι γωνÐαι âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβ κασιν,
íταν πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ Âσιν: Òση �ρα � ΑΗΒ περιφèρεια τ¨ù ∆ΘΕ. âστÈ δà καÈ íλο̋
å ΑΒΓ κÔκλο̋ íλωú τÀú ∆ΕΖ κÔκλωú Òσο̋: καÈ λοιπ� �ρα � ΑΓΒ περιφèρεια λοιπ¨ù τ¨ù
∆ΖΕ περιφερεÐαø Òση âστÐν.

ÇΕν �ρα τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ Òσαι εÎθεØαι Òσα̋ περιφερεÐα̋ �φαιροÜσι τ�ν µàν
µεÐζονα τ¨ù µεÐζονι τ�ν δà âλ�ττονα τ¨ù âλ�ττονι: íπερ êδει δεØcαι.

III.29

ÇΕν τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ τ�̋ Òσα̋ περιφερεÐα̋ Òσαι εÎθεØαι ÍποτεÐνουσιν.
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^Εστωσαν Òσοι κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ, καÈ âν αÎτοØ̋ Òσαι περιφèρειαι �πειλ φθωσαν
αÉ ΒΗΓ, ΕΘΖ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΒΓ, ΕΖ εÎθεØαι: λèγω, íτι Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù
ΕΖ.

ΕÊλ φθω γ�ρ τ� κèντρα τÀν κÔκλων, καÈ êστω τ� Κ, Λ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΒΚ,
ΚΓ, ΕΛ, ΛΖ.

b b b b

b b

Α Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η Θ

Κ Λ

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΗΓ περιφèρεια τ¨ù ΕΘΖ περιφερεÐαø, Òση âστÈ καÈ γωνÐα �
Íπä ΒΚΓ τ¨ù Íπä ΕΛΖ. καÈ âπεÈ Òσοι εÊσÈν οÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ κÔκλοι, Òσαι εÊσÈ καÈ αÉ
âκ τÀν κèντρων: δÔο δ� αÉ ΒΚ, ΚΓ δυσÈ ταØ̋ ΕΛ, ΛΖ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα̋ Òσα̋
περιèχουσιν: β�σι̋ �ρα � ΒΓ β�σει τ¨ù ΕΖ Òση âστÐν.

ÇΕν �ρα τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ τ�̋ Òσα̋ περιφερεÐα̋ Òσαι εÎθεØαι ÍποτεÐνουσιν: íπερ
êδει δεØcαι.

III.30

Τ�ν δοθεØσαν περιφèρειαν δÐχα τεµεØν.
^Εστω � δοθεØσα περιφèρεια � Α∆Β: δεØ δ� τ�ν Α∆Β περιφèρειαν δÐχα τεµεØν.
ÇΕπεζεÔχθω � ΑΒ, καÈ τετµ σθω δÐχα κατ� τä Γ, καÈ �πä τοÜ Γ σηµεÐου τ¨ù ΑΒ

εÎθεÐαø πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � Γ∆, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ∆Β.

b bb

b

Α Β
Γ

∆

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ, κοιν� δà � Γ∆, δÔο δ� αÉ ΑΓ, Γ∆ δυσÈ ταØ̋ ΒΓ, Γ∆
Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΑΓ∆ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΓ∆ Òση: æρθ� γ�ρ áκατèρα: β�σι̋
�ρα � Α∆ β�σει τ¨ù ∆Β Òση âστÐν. αÉ δà Òσαι εÎθεØαι Òσα̋ περιφερεÐα̋ �φαιροÜσι τ�ν
µàν µεÐζονα τ¨ù µεÐζονι τ�ν δà âλ�ττονα τ¨ù âλ�ττονι: καÐ âστιν áκατèρα τÀν Α∆, ∆Β
περιφερειÀν âλ�ττων �µικυκλÐου: Òση �ρα � Α∆ περιφèρεια τ¨ù ∆Β περιφερεÐαø.

ÃΗ �ρα δοθεØσα περιφèρεια δÐχα τèτµηται κατ� τä ∆ σηµεØον: íπερ êδει ποι¨σαι.
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III.31

ÇΕν κÔκλωú � µàν âν τÀú �µικυκλÐωú γωνÐα æρθ  âστιν, � δà âν τÀú µεÐζονι τµ µατι âλ�ττων
æρθ¨̋, � δà âν τÀú âλ�ττονι τµ µατι µεÐζων æρθ¨̋: καÈ êτι � µàν τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋
γωνÐα µεÐζων âστÈν æρθ¨̋, � δà τοÜ âλ�ττονο̋ τµ µατο̋ γωνÐα âλ�ττων æρθ¨̋.

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ êστω � ΒΓ, κèντρον δà τä Ε, καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ ΒΑ, ΑΓ, Α∆, ∆Γ: λèγω, íτι � µàν âν τÀú ΒΑΓ �µικυκλÐωú γωνÐα �
Íπä ΒΑΓ æρθ  âστιν, � δà âν τÀú ΑΒΓ µεÐζονι τοÜ �µικυκλÐου τµ µατι γωνÐα � Íπä
ΑΒΓ âλ�ττων âστÈν æρθ¨̋, � δà âν τÀú Α∆Γ âλ�ττονι τοÜ �µικυκλÐου τµ µατι γωνÐα
� Íπä Α∆Γ µεÐζων âστÈν æρθ¨̋.

ÇΕπεζεÔχθω � ΑΕ, καÈ δι χθω � ΒΑ âπÈ τä Ζ.
ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΕ τ¨ù ΕΑ, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä ΑΒΕ τ¨ù Íπä ΒΑΕ. π�λιν,

âπεÈ Òση âστÈν � ΓΕ τ¨ù ΕΑ, Òση âστÈ καÈ � Íπä ΑΓΕ τ¨ù Íπä ΓΑΕ: íλη �ρα � Íπä ΒΑΓ
δυσÈ ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, ΑΓΒ Òση âστÐν. âστÈ δà καÈ � Íπä ΖΑΓ âκτä̋ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου
δυσÈ ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, ΑΓΒ γωνÐαι̋ Òση: Òση �ρα καÈ � Íπä ΒΑΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΑΓ:
æρθ� �ρα áκατèρα: � �ρα âν τÀú ΒΑΓ �µικυκλÐωú γωνÐα � Íπä ΒΑΓ æρθ  âστιν.

ΚαÈ âπεÈ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου δÔο γωνÐαι αÉ Íπä ΑΒΓ, ΒΑΓ δÔο æρθÀν âλ�ττονè̋
εÊσιν, æρθ� δà � Íπä ΒΑΓ, âλ�ττων �ρα æρθ¨̋ âστιν � Íπä ΑΒΓ γωνÐα: καÐ âστιν âν
τÀú ΑΒΓ µεÐζονι τοÜ �µικυκλÐου τµ µατι.

ΚαÈ âπεÈ âν κÔκλωú τετρ�πλευρìν âστι τä ΑΒΓ∆, τÀν δà âν τοØ̋ κÔκλοι̋ τετραπλεÔρων
αÉ �πεναντÐον γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν [αÉ �ρα Íπä ΑΒΓ, Α∆Γ γωνÐαι δυσÈν
æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν], καÐ âστιν � Íπä ΑΒΓ âλ�ττων æρθ¨̋: λοιπ� �ρα � Íπä Α∆Γ γωνÐα
µεÐζων æρθ¨̋ âστιν: καÐ âστιν âν τÀú Α∆Γ âλ�ττονι τοÜ �µικυκλÐου τµ µατι.

Λèγω, íτι καÈ � µàν τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋ γωνÐα � περιεχοµèνη Íπì [τε] τ¨̋ ΑΒΓ
περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΓ εÎθεÐα̋ µεÐζων âστÈν æρθ¨̋, � δà τοÜ âλ�ττονο̋ τµ µατο̋
γωνÐα � περιεχοµèνη Íπì [τε] τ¨̋ Α∆[Γ] περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΓ εÎθεÐα̋ âλ�ττων
âστÈν æρθ¨̋. καÐ âστιν αÎτìθεν φανερìν. âπεÈ γ�ρ � Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ εÎθειÀν æρθ 
âστιν, � �ρα Íπä τ¨̋ ΑΒΓ περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ ΑΓ εÎθεÐα̋ περιεχοµèνη µεÐζων âστÈν
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æρθ¨̋. π�λιν, âπεÈ � Íπä τÀν ΑΓ, ΑΖ εÎθειÀν æρθ  âστιν, � �ρα Íπä τ¨̋ ΓΑ εÎθεÐα̋
καÈ τ¨̋ Α∆[Γ] περιφερεÐα̋ περιεχοµèνη âλ�ττων âστÈν æρθ¨̋.

ÇΕν κÔκλωú �ρα � µàν âν τÀú �µικυκλÐωú γωνÐα æρθ  âστιν, � δà âν τÀú µεÐζονι τµ µατι
âλ�ττων æρθ¨̋, � δà âν τÀú âλ�ττονι [τµ µατι] µεÐζων æρθ¨̋, καÈ êτι � µàν τοÜ µεÐζονο̋
τµ µατο̋ [γωνÐα] µεÐζων [âστÈν] æρθ¨̋, � δà τοÜ âλ�ττονο̋ τµ µατο̋ [γωνÐα] âλ�ττων
æρθ¨̋: íπερ êδει δεØcαι.

[

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν [�] µÐα γωνÐα τριγ¸νου ταØ̋ δυσÈν Òση ªù, æρθ  âστιν
� γωνÐα δι� τä καÈ τ�ν âκεÐνη̋ âκτä̋ ταØ̋ αÎταØ̋ Òσην εÚναι: â�ν δà αÉ âφεc¨̋ Òσαι
Âσιν, æρθαÐ εÊσιν.]

III.32

ÇΕ�ν κÔκλου âφ�πτηταÐ τι̋ εÎθεØα, �πä δà τ¨̋ �φ¨̋ εÊ̋ τäν κÔκλον διαχθ¨ù τι̋ εÎθεØα
τèµνουσα τäν κÔκλον, �̋ ποιεØ γωνÐα̋ πρä̋ τ¨ù âφαπτοµèνηù, Òσαι êσονται ταØ̋ âν τοØ̋
âναλλ�c τοÜ κÔκλου τµ µασι γωνÐαι̋.

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε Ζ

ΚÔκλου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ∆ âφαπτèσθω τι̋ εÎθεØα � ΕΖ κατ� τä Β σηµεØον, καÈ �πä
τοÜ Β σηµεÐου δι χθω τι̋ εÎθεØα εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τèµνουσα αÎτäν � Β∆. λèγω,
íτι �̋ ποιεØ γωνÐα̋ � Β∆ µετ� τ¨̋ ΕΖ âφαπτοµèνη̋, Òσαι êσονται ταØ̋ âν τοØ̋ âναλλ�c
τµ µασι τοÜ κÔκλου γωνÐαι̋, τουτèστιν, íτι � µàν Íπä ΖΒ∆ γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù âν
τÀú ΒΑ∆ τµ µατι συνισταµèνηù γωνÐαø, � δà Íπä ΕΒ∆ γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù âν τÀú ∆ΓΒ
τµ µατι συνισταµèνηù γωνÐαø.

^Ηχθω γ�ρ �πä τοÜ Β τ¨ù ΕΖ πρä̋ æρθ�̋ � ΒΑ, καÈ εÊλ φθω âπÈ τ¨̋ Β∆ περιφερεÐα̋
τυχäν σηµεØον τä Γ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ∆Γ, ΓΒ.

ΚαÈ âπεÈ κÔκλου τοÜ ΑΒΓ∆ âφ�πτεταÐ τι̋ εÎθεØα � ΕΖ κατ� τä Β, καÈ �πä τ¨̋
�φ¨̋ ªκται τ¨ù âφαπτοµèνηù πρä̋ æρθ�̋ � ΒΑ, âπÈ τ¨̋ ΒΑ �ρα τä κèντρον âστÈ τοÜ
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ΑΒΓ∆ κÔκλου. � ΒΑ �ρα δι�µετρì̋ âστι τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου: � �ρα Íπä Α∆Β
γωνÐα âν �µικυκλÐωú οÞσα æρθ  âστιν. λοιπαÈ �ρα αÉ Íπä ΒΑ∆, ΑΒ∆ µι�ø æρθ¨ù Òσαι
εÊσÐν. âστÈ δà καÈ � Íπä ΑΒΖ æρθ : � �ρα Íπä ΑΒΖ Òση âστÈ ταØ̋ Íπä ΒΑ∆, ΑΒ∆.
κοιν� �φηùρ σθω � Íπä ΑΒ∆: λοιπ� �ρα � Íπä ∆ΒΖ γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù âν τÀú âναλλ�c
τµ µατι τοÜ κÔκλου γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΑ∆. καÈ âπεÈ âν κÔκλωú τετρ�πλευρìν âστι τä
ΑΒΓ∆, αÉ �πεναντÐον αÎτοÜ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. εÊσÈ δà καÈ αÉ Íπä ∆ΒΖ,
∆ΒΕ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι: αÉ �ρα Íπä ∆ΒΖ, ∆ΒΕ ταØ̋ Íπä ΒΑ∆, ΒΓ∆ Òσαι εÊσÐν, Áν
� Íπä ΒΑ∆ τ¨ù Íπä ∆ΒΖ âδεÐχθη Òση: λοιπ� �ρα � Íπä ∆ΒΕ τ¨ù âν τÀú âναλλ�c τοÜ
κÔκλου τµ µατι τÀú ∆ΓΒ τ¨ù Íπä ∆ΓΒ γωνÐαø âστÈν Òση.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου âφ�πτηταÐ τι̋ εÎθεØα, �πä δà τ¨̋ �φ¨̋ εÊ̋ τäν κÔκλον διαχθ¨ù τι̋
εÎθεØα τèµνουσα τäν κÔκλον, �̋ ποιεØ γωνÐα̋ πρä̋ τ¨ù âφαπτοµèνηù, Òσαι êσονται ταØ̋
âν τοØ̋ âναλλ�c τοÜ κÔκλου τµ µασι γωνÐαι̋: íπερ êδει δεØcαι.

III.33

ÇΕπÈ τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ γρ�ψαι τµ¨µα κÔκλου δεχìµενον γωνÐαν Òσην τ¨ù δοθεÐσηù
γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú.

^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, � δà δοθεØσα γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ � πρä̋ τÀú Γ: δεØ
δ� âπÈ τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ γρ�ψαι τµ¨µα κÔκλου δεχìµενον γωνÐαν Òσην τ¨ù
πρä̋ τÀú Γ.

b

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

ÃΗ δ� πρä̋ τÀú Γ [γωνÐα] ¢τοι æcεØ� âστιν £ æρθ� £ �µβλεØα: êστω πρìτερον æcεØα,
καÈ ±̋ âπÈ τ¨̋ πρ¸τη̋ καταγραφ¨̋ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú Α σηµεÐωú
τ¨ù πρä̋ τÀú Γ γωνÐαø Òση � Íπä ΒΑ∆: æcεØα �ρα âστÈ καÈ � Íπä ΒΑ∆. ¢χθω τ¨ù ∆Α
πρä̋ æρθ�̋ � ΑΕ, καÈ τετµ σθω � ΑΒ δÐχα κατ� τä Ζ, καÈ ¢χθω �πä τοÜ Ζ σηµεÐου
τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ � ΖΗ, καÈ âπεζεÔχθω � ΗΒ.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΒ, κοιν� δà � ΖΗ, δÔο δ� αÉ ΑΖ, ΖΗ δÔο ταØ̋ ΒΖ, ΖΗ
Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΑΖΗ [γωνÐαø] τ¨ù Íπä ΒΖΗ Òση: β�σι̋ �ρα � ΑΗ β�σει τ¨ù
ΒΗ Òση âστÐν. å �ρα κèντρωú µàν τÀú Η διαστ µατι δà τÀú ΗΑ κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει
καÈ δι� τοÜ Β. γεγρ�φθω καÈ êστω å ΑΒΕ, καÈ âπεζεÔχθω � ΕΒ. âπεÈ οÞν �π' �κρα̋
τ¨̋ ΑΕ διαµèτρου �πä τοÜ Α τ¨ù ΑΕ πρä̋ æρθ�̋ âστιν � Α∆, � Α∆ �ρα âφ�πτεται
τοÜ ΑΒΕ κÔκλου: âπεÈ οÞν κÔκλου τοÜ ΑΒΕ âφ�πτεταÐ τι̋ εÎθεØα � Α∆, καÈ �πä
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τ¨̋ κατ� τä Α �φ¨̋ εÊ̋ τäν ΑΒΕ κÔκλον δι¨κταÐ τι̋ εÎθεØα � ΑΒ, � �ρα Íπä ∆ΑΒ
γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù âν τÀú âναλλ�c τοÜ κÔκλου τµ µατι γωνÐαø τ¨ù Íπä ΑΕΒ. �λλ' � Íπä
∆ΑΒ τ¨ù πρä̋ τÀú Γ âστιν Òση: καÈ � πρä̋ τÀú Γ �ρα γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù Íπä ΑΕΒ.

ÇΕπÈ τ¨̋ δοθεÐση̋ �ρα εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ τµ¨µα κÔκλου γèγραπται τä ΑΕΒ δεχìµενον
γωνÐαν τ�ν Íπä ΑΕΒ Òσην τ¨ù δοθεÐσηù τ¨ù πρä̋ τÀú Γ.

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

ÇΑλλ� δ� æρθ� êστω � πρä̋ τÀú Γ: καÈ δèον π�λιν êστω âπÈ τ¨̋ ΑΒ γρ�ψαι τµ¨µα
κÔκλου δεχìµενον γωνÐαν Òσην τ¨ù πρä̋ τÀú Γ æρθ¨ù [γωνÐαø]. συνεστ�τω [π�λιν] τ¨ù
πρä̋ τÀú Γ æρθ¨ù γωνÐαø Òση � Íπä ΒΑ∆, ±̋ êχει âπÈ τ¨̋ δευτèρα̋ καταγραφ¨̋, καÈ
τετµ σθω � ΑΒ δÐχα κατ� τä Ζ, καÈ κèντρωú τÀú Ζ, διαστ µατι δà åποτèρωú τÀν ΖΑ,
ΖΒ, κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΑΕΒ.

b

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ
Η

Θ

ÇΕφ�πτεται �ρα � Α∆ εÎθεØα τοÜ ΑΒΕ κÔκλου δι� τä æρθ�ν εÚναι τ�ν πρä̋ τÀú Α
γωνÐαν. καÈ Òση âστÈν � Íπä ΒΑ∆ γωνÐα τ¨ù âν τÀú ΑΕΒ τµ µατι: æρθ� γ�ρ καÈ αÎτ�
âν �µικυκλÐωú οÞσα. �λλ� καÈ � Íπä ΒΑ∆ τ¨ù πρä̋ τÀú Γ Òση âστÐν. καÈ � âν τÀú ΑΕΒ
�ρα Òση âστÈ τ¨ù πρä̋ τÀú Γ.

γèγραπται �ρα π�λιν âπÈ τ¨̋ ΑΒ τµ¨µα κÔκλου τä ΑΕΒ δεχìµενον γωνÐαν Òσην
τ¨ù πρä̋ τÀú Γ.

ÇΑλλ� δ� � πρä̋ τÀú Γ �µβλεØα êστω: καÈ συνεστ�τω αÎτ¨ù Òση πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø
καÈ τÀú Α σηµεÐωú � Íπä ΒΑ∆, ±̋ êχει âπÈ τ¨̋ τρÐτη̋ καταγραφ¨̋, καÈ τ¨ù Α∆ πρä̋
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æρθ�̋ ¢χθω � ΑΕ, καÈ τετµ σθω π�λιν � ΑΒ δÐχα κατ� τä Ζ, καÈ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋
¢χθω � ΖΗ, καÈ âπεζεÔχθω � ΗΒ.

ΚαÈ âπεÈ π�λιν Òση âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΒ, καÈ κοιν� � ΖΗ, δÔο δ� αÉ ΑΖ, ΖΗ δÔο
ταØ̋ ΒΖ, ΖΗ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΑΖΗ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΖΗ Òση: β�σι̋ �ρα �
ΑΗ β�σει τ¨ù ΒΗ Òση âστÐν: å �ρα κèντρωú µàν τÀú Η διαστ µατι δà τÀú ΗΑ κÔκλο̋
γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι� τοÜ Β. âρχèσθω ±̋ å ΑΕΒ. καÈ âπεÈ τ¨ù ΑΕ διαµèτρωú �π'
�κρα̋ πρä̋ æρθ�̋ âστιν � Α∆, � Α∆ �ρα âφ�πτεται τοÜ ΑΕΒ κÔκλου. καÈ �πä τ¨̋
κατ� τä Α âπαφ¨̋ δι¨κται � ΑΒ: � �ρα Íπä ΒΑ∆ γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù âν τÀú âναλλ�c
τοÜ κÔκλου τµ µατι τÀú ΑΘΒ συνισταµèνηù γωνÐαø. �λλ' � Íπä ΒΑ∆ γωνÐα τ¨ù πρä̋
τÀú Γ Òση âστÐν. καÈ � âν τÀú ΑΘΒ �ρα τµ µατι γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù πρä̋ τÀú Γ.

ÇΕπÈ τ¨̋ �ρα δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ γèγραπται τµ¨µα κÔκλου τä ΑΘΒ δεχìµενον
γωνÐαν Òσην τ¨ù πρä̋ τÀú Γ: íπερ êδει ποι¨σαι.

III.34

ÇΑπä τοÜ δοθèντο̋ κÔκλου τµ¨µα �φελεØν δεχìµενον γωνÐαν Òσην τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø
εÎθυγρ�µµωú.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ, � δà δοθεØσα γωνÐα εÎθÔγραµµο̋ � πρä̋ τÀú ∆:
δεØ δ� �πä τοÜ ΑΒΓ κÔκλου τµ¨µα �φελεØν δεχìµενον γωνÐαν Òσην τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø
εÎθυγρ�µµωú τ¨ù πρä̋ τÀú ∆.

b

b

b
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∆

Ε

Ζ

^Ηχθω τοÜ ΑΒΓ âφαπτοµèνη � ΕΖ κατ� τä Β σηµεØον, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΖΒ
εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Β τ¨ù πρä̋ τÀú ∆ γωνÐαø Òση � Íπä ΖΒΓ.

ÇΕπεÈ οÞν κÔκλου τοÜ ΑΒΓ âφ�πτεταÐ τι̋ εÎθεØα � ΕΖ, καÈ �πä τ¨̋ κατ� τä Β
âπαφ¨̋ δι¨κται � ΒΓ, � Íπä ΖΒΓ �ρα γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù âν τÀú ΒΑΓ âναλλ�c τµ µατι
συνισταµèνηù γωνÐαø. �λλ' � Íπä ΖΒΓ τ¨ù πρä̋ τÀú ∆ âστιν Òση: καÈ � âν τÀú ΒΑΓ �ρα
τµ µατι Òση âστÈ τ¨ù πρä̋ τÀú ∆ [γωνÐαø].

ÇΑπä τοÜ δοθèντο̋ �ρα κÔκλου τοÜ ΑΒΓ τµ¨µα �φ ùρηται τä ΒΑΓ δεχìµενον γωνÐαν
Òσην τ¨ù δοθεÐσηù γωνÐαø εÎθυγρ�µµωú τ¨ù πρä̋ τÀú ∆: íπερ êδει ποι¨σαι.
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III.35

ÇΕ�ν âν κÔκλωú δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋, τä Íπä τÀν τ¨̋ µι�̋ τµηµ�των περιεχìµενον
æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν τ¨̋ áτèρα̋ τµηµ�των περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

b

b

b
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Α

Β

Γ

∆
Ε

ÇΕν γ�ρ κÔκλωú τÀú ΑΒΓ∆ δÔο εÎθεØαι αÉ ΑΓ, Β∆ τεµνèτωσαν �λλ λα̋ κατ� τä Ε
σηµεØον: λèγω, íτι τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú Íπä
τÀν ∆Ε, ΕΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ΕÊ µàν οÞν αÉ ΑΓ, Β∆ δι� τοÜ κèντρου εÊσÈν ¹στε τä Ε κèντρον εÚναι τοÜ ΑΒΓ∆
κÔκλου, φανερìν, íτι Òσων οÎσÀν τÀν ΑΕ, ΕΓ, ∆Ε, ΕΒ καÈ τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΓ
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ∆Ε, ΕΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

b

b
b

b

b

b

b
b
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∆
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Η Θ

Μ� êστωσαν δ� αÉ ΑΓ, ∆Β δι� τοÜ κèντρου, καÈ εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ∆,
καÈ êστω τä Ζ, καÈ �πä τοÜ Ζ âπÈ τ�̋ ΑΓ, ∆Β εÎθεÐα̋ κ�θετοι ¢χθωσαν αÉ ΖΗ, ΖΘ,
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καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΒ, ΖΓ, ΖΕ.
ΚαÈ âπεÈ εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου � ΗΖ εÎθεØ�ν τινα µ� δι� τοÜ κèντρου τ�ν ΑΓ

πρä̋ æρθ�̋ τèµνει, καÈ δÐχα αÎτ�ν τèµνει: Òση �ρα � ΑΗ τ¨ù ΗΓ. âπεÈ οÞν εÎθεØα �
ΑΓ τèτµηται εÊ̋ µàν Òσα κατ� τä Η, εÊ̋ δà �νισα κατ� τä Ε, τä �ρα Íπä τÀν ΑΕ,
ΕΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΗ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋
ΗΓ: [κοινäν] προσκεÐσθω τä �πä τ¨̋ ΗΖ: τä �ρα Íπä τÀν ΑΕ, ΕΓ µετ� τÀν �πä τÀν
ΗΕ, ΗΖ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΓΗ, ΗΖ. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν ΕΗ, ΗΖ Òσον âστÈ
τä �πä τ¨̋ ΖΕ, τοØ̋ δà �πä τÀν ΓΗ, ΗΖ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΖΓ: τä �ρα Íπä τÀν
ΑΕ, ΕΓ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΖΓ. Òση δà � ΖΓ τ¨ù ΖΒ: τä �ρα
Íπä τÀν ΑΕ, ΕΓ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΖ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ
τä Íπä τÀν ∆Ε, ΕΒ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ. âδεÐχθη δà καÈ
τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΓ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΕ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ: τä �ρα Íπä τÀν ΑΕ,
ΕΓ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΕ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ∆Ε, ΕΒ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΕ. κοινäν
�φηùρ σθω τä �πä τ¨̋ ΖΕ: λοιπäν �ρα τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ∆Ε, ΕΒ περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ÇΕ�ν �ρα âν κÔκλωú εÎθεØαι δÔο τèµνωσιν �λλ λα̋, τä Íπä τÀν τ¨̋ µι�̋ τµηµ�των
περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν τ¨̋ áτèρα̋ τµηµ�των περιεχοµèνωú
æρθογωνÐωú: íπερ êδει δεØcαι.

III.36

ÇΕ�ν κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âκτì̋, καÈ �π' αÎτοÜ πρä̋ τäν κÔκλον προσπÐπτωσι
δÔο εÎθεØαι, καÈ � µàν αÎτÀν τèµνηù τäν κÔκλον, � δà âφ�πτηται, êσται τä Íπä íλη̋
τ¨̋ τεµνοÔση̋ καÈ τ¨̋ âκτä̋ �πολαµβανοµèνη̋ µεταcÌ τοÜ τε σηµεÐου καÈ τ¨̋ κυρτ¨̋
περιφερεÐα̋ Òσον τÀú �πä τ¨̋ âφαπτοµèνη̋ τετραγ¸νωú.

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ζ

ΚÔκλου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ εÊλ φθω τι σηµεØον âκτä̋ τä ∆, καÈ �πä τοÜ ∆ πρä̋ τäν
ΑΒΓ κÔκλον προσπιπτèτωσαν δÔο εÎθεØαι αÉ ∆Γ[Α], ∆Β: καÈ � µàν ∆ΓΑ τεµνèτω
τäν ΑΒΓ κÔκλον, � δà Β∆ âφαπτèσθω: λèγω, íτι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Γ περιεχìµενον
æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ∆Β τετραγ¸νωú.
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ÃΗ �ρα [∆]ΓΑ ¢τοι δι� τοÜ κèντρου âστÈν £ οÖ. êστω πρìτερον δι� τοÜ κèντρου,
καÈ êστω τä Ζ κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΒ: æρθ� �ρα âστÈν � Íπä
ΖΒ∆. καÈ âπεÈ εÎθεØα � ΑΓ δÐχα τèτµηται κατ� τä Ζ, πρìσκειται δà αÎτ¨ù � Γ∆, τä
�ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Ζ∆. Òση δà � ΖΓ τ¨ù
ΖΒ: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΒ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Ζ∆. τÀú δà
�πä τ¨̋ Ζ∆ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΖΒ, Β∆: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋
ΖΒ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΖΒ, Β∆. κοινäν �φηùρ σθω τä �πä τ¨̋ ΖΒ: λοιπäν �ρα τä
Íπä τÀν Α∆, ∆Γ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ∆Β âφαπτοµèνη̋.
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�λλ� δ� � ∆ΓΑ µ� êστω δι� τοÜ κèντρου τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, καÈ εÊλ φθω τä κèντρον
τä Ε, καÈ �πä τοÜ Ε âπÈ τ�ν ΑΓ κ�θετο̋ ¢χθω � ΕΖ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΒ, ΕΓ,
Ε∆: æρθ� �ρα âστÈν � Íπä ΕΒ∆. καÈ âπεÈ εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου � ΕΖ εÎθεØ�ν
τινα µ� δι� τοÜ κèντρου τ�ν ΑΓ πρä̋ æρθ�̋ τèµνει, καÈ δÐχα αÎτ�ν τèµνει: � ΑΖ �ρα
τ¨ù ΖΓ âστιν Òση. καÈ âπεÈ εÎθεØα � ΑΓ τèτµηται δÐχα κατ� τä Ζ σηµεØον, πρìσκειται
δà αÎτ¨ù � Γ∆, τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΖΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋
Ζ∆. κοινäν προσκεÐσθω τä �πä τ¨̋ ΖΕ: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τÀν �πä τÀν
ΓΖ, ΖΕ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν Ζ∆, ΖΕ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΓΖ, ΖΕ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋
ΕΓ: æρθ� γ�ρ [âστιν] � Íπä ΕΖΓ [γωνÐα]: τοØ̋ δà �πä τÀν ∆Ζ, ΖΕ Òσον âστÈ τä �πä
τ¨̋ Ε∆: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Ε∆. Òση
δà � ΕΓ τ¨ù ΕΒ: τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΒ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋
Ε∆. τÀú δà �πä τ¨̋ Ε∆ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΕΒ, Β∆: æρθ� γ�ρ � Íπä ΕΒ∆ γωνÐα: τä
�ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΒ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΕΒ, Β∆. κοινäν
�φηùρ σθω τä �πä τ¨̋ ΕΒ: λοιπäν �ρα τä Íπä τÀν Α∆, ∆Γ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ∆Β.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âκτì̋, καÈ �π' αÎτοÜ πρä̋ τäν κÔκλον προσπÐπτωσι
δÔο εÎθεØαι, καÈ � µàν αÎτÀν τèµνηù τäν κÔκλον, � δà âφ�πτηται, êσται τä Íπä íλη̋
τ¨̋ τεµνοÔση̋ καÈ τ¨̋ âκτä̋ �πολαµβανοµèνη̋ µεταcÌ τοÜ τε σηµεÐου καÈ τ¨̋ κυρτ¨̋
περιφερεÐα̋ Òσον τÀú �πä τ¨̋ âφαπτοµèνη̋ τετραγ¸νωú: íπερ êδει δεØcαι.
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III.37

ÇΕ�ν κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âκτì̋, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον προσπÐπτωσι
δÔο εÎθεØαι, καÈ � µàν αÎτÀν τèµνηù τäν κÔκλον, � δà προσπÐπτηù, ªù δà τä Íπä [τ¨̋]
íλη̋ τ¨̋ τεµνοÔση̋ καÈ τ¨̋ âκτä̋ �πολαµβανοµèνη̋ µεταcÌ τοÜ τε σηµεÐου καÈ τ¨̋
κυρτ¨̋ περιφερεÐα̋ Òσον τÀú �πä τ¨̋ προσπιπτοÔση̋, � προσπÐπτουσα âφ�ψεται τοÜ
κÔκλου.
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κÔκλου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ εÊλ φθω τι σηµεØον âκτä̋ τä ∆, καÈ �πä τοÜ ∆ πρä̋ τäν
ΑΒΓ κÔκλον προσπιπτèτωσαν δÔο εÎθεØαι αÉ ∆ΓΑ, ∆Β, καÈ � µàν ∆ΓΑ τεµνèτω τäν
κÔκλον, � δà ∆Β προσπιπτèτω, êστω δà τä Íπä τÀν Α∆, ∆Γ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ∆Β.
λèγω, íτι � ∆Β âφ�πτεται τοÜ ΑΒΓ κÔκλου.

^Ηχθω γ�ρ τοÜ ΑΒΓ âφαπτοµèνη � ∆Ε, καÈ εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου,
καÈ êστω τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΕ, ΖΒ, Ζ∆. � �ρα Íπä ΖΕ∆ æρθ  âστιν. καÈ
âπεÈ � ∆Ε âφ�πτεται τοÜ ΑΒΓ κÔκλου, τèµνει δà � ∆ΓΑ, τä �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Γ
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ∆Ε. ªν δà καÈ τä Íπä τÀν Α∆, ∆Γ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ∆Β: τä
�ρα �πä τ¨̋ ∆Ε Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ∆Β: Òση �ρα � ∆Ε τ¨ù ∆Β. âστÈ δà καÈ � ΖΕ
τ¨ù ΖΒ Òση: δÔο δ� αÉ ∆Ε, ΕΖ δÔο ταØ̋ ∆Β, ΒΖ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ αÎτÀν κοιν� �
Ζ∆: γωνÐα �ρα � Íπä ∆ΕΖ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΒΖ âστιν Òση. æρθ� δà � Íπä ∆ΕΖ: æρθ�
�ρα καÈ � Íπä ∆ΒΖ. καÐ âστιν � ΖΒ âκβαλλοµèνη δι�µετρο̋: � δà τ¨ù διαµèτρωú τοÜ
κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνη âφ�πτεται τοÜ κÔκλου: � ∆Β �ρα âφ�πτεται
τοÜ ΑΒΓ κÔκλου. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, κ�ν τä κèντρον âπÈ τ¨̋ ΑΓ τυγχ�νηù.

ÇΕ�ν �ρα κÔκλου ληφθ¨ù τι σηµεØον âκτì̋, �πä δà τοÜ σηµεÐου πρä̋ τäν κÔκλον
προσπÐπτωσι δÔο εÎθεØαι, καÈ � µàν αÎτÀν τèµνηù τäν κÔκλον, � δà προσπÐπτηù, ªù δà τä
Íπä íλη̋ τ¨̋ τεµνοÔση̋ καÈ τ¨̋ âκτä̋ �πολαµβανοµèνη̋ µεταcÌ τοÜ τε σηµεÐου καÈ
τ¨̋ κυρτ¨̋ περιφερεÐα̋ Òσον τÀú �πä τ¨̋ προσπιπτοÔση̋, � προσπÐπτουσα âφ�ψεται
τοÜ κÔκλου: íπερ êδει δεØcαι.



BIBΛION IV

ΟΡΟΙ

1. Σχ¨µα εÎθÔγραµµον εÊ̋ σχ¨µα εÎθÔγραµµον âγγρ�φεσθαι λèγεται, íταν áκ�στη
τÀν τοÜ âγγραφοµèνου σχ µατο̋ γωνιÀν áκ�στη̋ πλευρ�̋ τοÜ, εÊ̋ ç âγγρ�φεται,
�πτηται.

2. Σχ¨µα δà åµοÐω̋ περÈ σχ¨µα περιγρ�φεσθαι λèγεται, íταν áκ�στη πλευρ� τοÜ
περιγραφοµèνου áκ�στη̋ γωνÐα̋ τοÜ, περÈ ç περιγρ�φεται, �πτηται.

3. Σχ¨µα εÎθÔγραµµον εÊ̋ κÔκλον âγγρ�φεσθαι λèγεται, íταν áκ�στη γωνÐα τοÜ
âγγραφοµèνου �πτηται τ¨̋ τοÜ κÔκλου περιφερεÐα̋.

4. Σχ¨µα δà εÎθÔγραµµον περÈ κÔκλον περιγρ�φεσθαι λèγεται, íταν áκ�στη πλευρ�
τοÜ περιγραφοµèνου âφ�πτηται τ¨̋ τοÜ κÔκλου περιφερεÐα̋.

5. ΚÔκλο̋ δà εÊ̋ σχ¨µα åµοÐω̋ âγγρ�φεσθαι λèγεται, íταν � τοÜ κÔκλου περιφèρεια
áκ�στη̋ πλευρ�̋ τοÜ, εÊ̋ ç âγγρ�φεται, �πτηται.

6. ΚÔκλο̋ δà περÈ σχ¨µα περιγρ�φεσθαι λèγεται, íταν � τοÜ κÔκλου περιφèρεια
áκ�στη̋ γωνÐα̋ τοÜ, περÈ ç περιγρ�φεται, �πτηται.

7. ΕÎθεØα εÊ̋ κÔκλον âναρµìζεσθαι λèγεται, íταν τ� πèρατα αÎτ¨̋ âπÈ τ¨̋ περ-
ιφερεÐα̋ ªù τοÜ κÔκλου.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

IV.1

ΕÊ̋ τäν δοθèντα κÔκλον τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø µ� µεÐζονι οÖσηù τ¨̋ τοÜ κÔκλου διαµèτρου
Òσην εÎθεØαν âναρµìσαι.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ, � δà δοθεØσα εÎθεØα µ� µεÐζων τ¨̋ τοÜ κÔκλου
διαµèτρου � ∆. δεØ δ� εÊ̋ τäν ΑΒΓ κÔκλον τ¨ù ∆ εÎθεÐαø Òσην εÎθεØαν âναρµìσαι.

93
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^Ηχθω τοÜ ΑΒΓ κÔκλου δι�µετρο̋ � ΒΓ. εÊ µàν οÞν Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù ∆, γεγονä̋
�ν εÒη τä âπιταχθèν: âν ρµοσται γ�ρ εÊ̋ τäν ΑΒΓ κÔκλον τ¨ù ∆ εÎθεÐαø Òση � ΒΓ. εÊ
δà µεÐζων âστÈν � ΒΓ τ¨̋ ∆, κεÐσθω τ¨ù ∆ Òση � ΓΕ, καÈ κèντρωú τÀú Γ διαστ µατι δà
τÀú ΓΕ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å ΕΑΖ, καÈ âπεζεÔχθω � ΓΑ.

ÇΕπεÈ οÞν τä Γ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΕΑΖ κÔκλου, Òση âστÈν � ΓΑ τ¨ù ΓΕ. �λλ�
τ¨ù ∆ � ΓΕ âστιν Òση: καÈ � ∆ �ρα τ¨ù ΓΑ âστιν Òση.

ΕÊ̋ �ρα τäν δοθèντα κÔκλον τäν ΑΒΓ τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ∆ Òση âν ρµοσται �
ΓΑ: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.2

ΕÊ̋ τäν δοθèντα κÔκλον τÀú δοθèντι τριγ¸νωú Êσογ¸νιον τρÐγωνον âγγρ�ψαι.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ, τä δà δοθàν τρÐγωνον τä ∆ΕΖ: δεØ δ� εÊ̋ τäν ΑΒΓ
κÔκλον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú Êσογ¸νιον τρÐγωνον âγγρ�ψαι.

^Ηχθω τοÜ ΑΒΓ κÔκλου âφαπτοµèνη � ΗΘ κατ� τä Α, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΑΘ
εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù Íπä ∆ΕΖ γωνÐαø
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Òση � Íπä ΘΑΓ, πρä̋ δà τ¨ù ΑΗ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù Íπä ∆ΖΕ
[γωνÐαø] Òση � Íπä ΗΑΒ, καÈ âπεζεÔχθω � ΒΓ.

ÇΕπεÈ οÞν κÔκλου τοÜ ΑΒΓ âφ�πτεταÐ τι̋ εÎθεØα � ΑΘ, καÈ �πä τ¨̋ κατ� τä Α
âπαφ¨̋ εÊ̋ τäν κÔκλον δι¨κται εÎθεØα � ΑΓ, � �ρα Íπä ΘΑΓ Òση âστÈ τ¨ù âν τÀú âναλλ�c
τοÜ κÔκλου τµ µατι γωνÐαø τ¨ù Íπä ΑΒΓ. �λλ' � Íπä ΘΑΓ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση: καÈ
� Íπä ΑΒΓ �ρα γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä
∆ΖΕ âστιν Òση: καÈ λοιπ� �ρα � Íπä ΒΑΓ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä Ε∆Ζ âστιν Òση: [Êσογ¸νιον
�ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú, καÈ âγγèγραπται εÊ̋ τäν ΑΒΓ κÔκλον].

ΕÊ̋ τäν δοθèντα �ρα κÔκλον τÀú δοθèντι τριγ¸νωú Êσογ¸νιον τρÐγωνον âγγèγραπται:
íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.3

ΠερÈ τäν δοθèντα κÔκλον τÀú δοθèντι τριγ¸νωú Êσογ¸νιον τρÐγωνον περιγρ�ψαι.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ, τä δà δοθàν τρÐγωνον τä ∆ΕΖ: δεØ δ� περÈ τäν
ΑΒΓ κÔκλον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú Êσογ¸νιον τρÐγωνον περιγρ�ψαι.

ÇΕκβεβλ σθω � ΕΖ âφ' áκ�τερα τ� µèρη κατ� τ� Η, Θ σηµεØα, καÈ εÊλ φθω τοÜ
ΑΒΓ κÔκλου κèντρον τä Κ, καÈ δι χθω, ±̋ êτυχεν, εÎθεØα � ΚΒ, καÈ συνεστ�τω
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πρä̋ τ¨ù ΚΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Κ τ¨ù µàν Íπä ∆ΕΗ γωνÐαø Òση �
Íπä ΒΚΑ, τ¨ù δà Íπä ∆ΖΘ Òση � Íπä ΒΚΓ, καÈ δι� τÀν Α, Β, Γ σηµεÐων ¢χθωσαν
âφαπτìµεναι τοÜ ΑΒΓ κÔκλου αÉ ΛΑΜ, ΜΒΝ, ΝΓΛ.

ΚαÈ âπεÈ âφ�πτονται τοÜ ΑΒΓ κÔκλου αÉ ΛΜ, ΜΝ, ΝΛ κατ� τ� Α, Β, Γ σηµεØα,
�πä δà τοÜ Κ κèντρου âπÈ τ� Α, Β, Γ σηµεØα âπεζευγµèναι εÊσÈν αÉ ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, æρθαÈ
�ρα εÊσÈν αÉ πρä̋ τοØ̋ Α, Β, Γ σηµεÐοι̋ γωνÐαι. καÈ âπεÈ τοÜ ΑΜΒΚ τετραπλεÔρου αÉ
τèσσαρε̋ γωνÐαι τèτρασιν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν, âπειδ περ καÈ εÊ̋ δÔο τρÐγωνα διαιρεØται
τä ΑΜΒΚ, καÐ εÊσιν æρθαÈ αÉ Íπä ΚΑΜ, ΚΒΜ γωνÐαι, λοιπαÈ �ρα αÉ Íπä ΑΚΒ, ΑΜΒ
δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. εÊσÈ δà καÈ αÉ Íπä ∆ΕΗ, ∆ΕΖ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι: αÉ �ρα Íπä
ΑΚΒ, ΑΜΒ ταØ̋ Íπä ∆ΕΗ, ∆ΕΖ Òσαι εÊσÐν, Áν � Íπä ΑΚΒ τ¨ù Íπä ∆ΕΗ âστιν Òση:
λοιπ� �ρα � Íπä ΑΜΒ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι καÈ �
Íπä ΛΝΒ τ¨ù Íπä ∆ΖΕ âστιν Òση: καÈ λοιπ� �ρα � Íπä ΜΛΝ [λοιπ¨ù] τ¨ù Íπä Ε∆Ζ âστιν
Òση. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΛΜΝ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú: καÈ περιγèγραπται περÈ
τäν ΑΒΓ κÔκλον.

ΠερÈ τäν δοθèντα �ρα κÔκλον τÀú δοθèντι τριγ¸νωú Êσογ¸νιον τρÐγωνον περιγèγραπται:
íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.4

ΕÊ̋ τä δοθàν τρÐγωνον κÔκλον âγγρ�ψαι.
^Εστω τä δοθàν τρÐγωνον τä ΑΒΓ: δεØ δ� εÊ̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον κÔκλον âγγρ�ψαι.
Τετµ σθωσαν αÉ Íπä ΑΒΓ, ΑΓΒ γωνÐαι δÐχα ταØ̋ Β∆, Γ∆ εÎθεÐαι̋, καÈ συµ-

βαλλèτωσαν �λλ λαι̋ κατ� τä ∆ σηµεØον, καÈ ¢χθωσαν �πä τοÜ ∆ âπÈ τ�̋ ΑΒ, ΒΓ,
ΓΑ εÎθεÐα̋ κ�θετοι αÉ ∆Ε, ∆Ζ, ∆Η.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � Íπä ΑΒ∆ γωνÐα τ¨ù Íπä ΓΒ∆, âστÈ δà καÈ æρθ� � Íπä ΒΕ∆
æρθ¨ù τ¨ù Íπä ΒΖ∆ Òση, δÔο
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δ� τρÐγων� âστι τ� ΕΒ∆, ΖΒ∆ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ ταØ̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα καÈ
µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην τ�ν ÍποτεÐνουσαν Íπä µÐαν τÀν Òσων γωνιÀν κοιν�ν
αÎτÀν τ�ν Β∆: καÈ τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écουσιν: Òση
�ρα � ∆Ε τ¨ù ∆Ζ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ∆Η τ¨ù ∆Ζ âστιν Òση. αÉ τρεØ̋ �ρα εÎθεØαι
αÉ ∆Ε, ∆Ζ, ∆Η Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: å �ρα κèντρωú τÀú ∆ καÈ διαστ µατι áνÈ τÀν Ε,
Ζ, Η κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν σηµεÐων καÈ âφ�ψεται τÀν ΑΒ,
ΒΓ, ΓΑ εÎθειÀν δι� τä æρθ�̋ εÚναι τ�̋ πρä̋ τοØ̋ Ε, Ζ, Η σηµεÐοι̋ γωνÐα̋. εÊ γ�ρ
τεµεØ αÎτ�̋, êσται � τ¨ù διαµèτρωú τοÜ κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνη âντä̋
πÐπτουσα τοÜ κÔκλου: íπερ �τοπον âδεÐχθη: οÎκ �ρα å κèντρωú τÀú ∆ διαστ µατι δà
áνÈ τÀν Ε, Ζ, Η γραφìµενο̋ κÔκλο̋ τεµεØ τ�̋ ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ εÎθεÐα̋: âφ�ψεται �ρα
αÎτÀν, καÈ êσται å κÔκλο̋ âγγεγραµµèνο̋ εÊ̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον. âγγεγρ�φθω ±̋ å
ΖΗΕ.

ΕÊ̋ �ρα τä δοθàν τρÐγωνον τä ΑΒΓ κÔκλο̋ âγγèγραπται å ΕΖΗ: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.5

ΠερÈ τä δοθàν τρÐγωνον κÔκλον περιγρ�ψαι.

^Εστω τä δοθàν τρÐγωνον τä ΑΒΓ: δεØ [δ�] περÈ τä δοθàν τρÐγωνον τä ΑΒΓ κÔκλον
περιγρ�ψαι.

Τετµ σθωσαν αÉ ΑΒ, ΑΓ εÎθεØαι δÐχα κατ� τ� ∆, Ε σηµεØα, καÈ �πä τÀν ∆, Ε
σηµεÐων ταØ̋ ΑΒ, ΑΓ πρä̋ åρθ�̋ ¢χθωσαν αÉ ∆Ζ, ΕΖ: συµπεσοÜνται δ� ¢τοι âντä̋
τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου £ âπÈ τ¨̋ ΒΓ εÎθεÐα̋ £ âκτä̋ τ¨̋ ΒΓ.

Συµπιπτèτωσαν πρìτερον âντä̋ κατ� τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΒ, ΖΓ, ΖΑ. καÈ
âπεÈ Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ∆Β, κοιν� δà καÈ πρä̋ æρθ�̋ � ∆Ζ, β�σι̋ �ρα � ΑΖ β�σει
τ¨ù ΖΒ âστιν Òση. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ΓΖ τ¨ù ΑΖ âστιν Òση: ¹στε καÈ �
ΖΒ τ¨ù ΖΓ âστιν Òση: αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. å �ρα κèντρωú
τÀú Ζ διαστ µατι δà áνÈ τÀν Α, Β, Γ κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν
σηµεÐων, καÈ êσται περιγεγραµµèνο̋ å κÔκλο̋ περÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον. περιγεγρ�φθω
±̋ å ΑΒΓ.
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ÇΑλλ� δ� αÉ ∆Ζ, ΕΖ συµπιπτèτωσαν âπÈ τ¨̋ ΒΓ εÎθεÐα̋ κατ� τä Ζ, ±̋ êχει âπÈ τ¨̋
δευτèρα̋ καταγραφ¨̋, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΖ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι τä Ζ σηµεØον
κèντρον âστÈ τοÜ περÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον περιγραφοµèνου κÔκλου.
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ÇΑλλ� δ� αÉ ∆Ζ, ΕΖ συµπιπτèτωσαν âκτä̋ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου κατ� τä Ζ π�λιν, ±̋
êχει âπÈ τ¨̋ τρÐτη̋ καταγραφ¨̋, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΖ, ΒΖ, ΓΖ. καÈ âπεÈ π�λιν Òση
âστÈν � Α∆ τ¨ù ∆Β, κοιν� δà καÈ πρä̋ æρθ�̋ � ∆Ζ, β�σι̋ �ρα � ΑΖ β�σει τ¨ù ΒΖ âστιν
Òση. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ΓΖ τ¨ù ΑΖ âστιν Òση: ¹στε καÈ � ΒΖ τ¨ù ΖΓ âστιν
Òση: å �ρα [π�λιν] κèντρωú τÀú Ζ διαστ µατι δà áνÈ τÀν ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ κÔκλο̋ γραφìµενο̋
¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν σηµεÐων, καÈ êσται περιγεγραµµèνο̋ περÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον.
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ΠερÈ τä δοθàν �ρα τρÐγωνον κÔκλο̋ περιγèγραπται: íπερ êδει ποι¨σαι.

[

Πìρισµα

]

ΚαÈ φανερìν, íτι, íτε µàν âντä̋ τοÜ τριγ¸νου πÐπτει τä κèντρον τοÜ κÔκλου, � Íπä
ΒΑΓ γωνÐα âν µεÐζονι τµ µατι τοÜ �µικυκλÐου τυγχ�νουσα âλ�ττων âστÈν æρθ¨̋: íτε
δà âπÈ τ¨̋ ΒΓ εÎθεÐα̋ τä κèντρον πÐπτει, � Íπä ΒΑΓ γωνÐα âν �µικυκλÐωú τυγχ�νουσα
æρθ  âστιν: íτε δà τä κèντρον τοÜ κÔκλου âκτä̋ τοÜ τριγ¸νου πÐπτει, � Íπä ΒΑΓ âν
âλ�ττονι τµ µατι τοÜ �µικυκλÐου τυγχ�νουσα µεÐζων âστÈν æρθ¨̋. [¹στε καÈ íταν
âλ�ττων æρθ¨̋ τυγχ�νηù � διδοµèνη γωνÐα, âντä̋ τοÜ τριγ¸νου πεσοÜνται αÉ ∆Ζ, ΕΖ,
íταν δà æρθ , âπÈ τ¨̋ ΒΓ, íταν δà µεÐζων æρθ¨̋, âκτä̋ τ¨̋ ΒΓ: íπερ êδει ποι¨σαι.]

IV.6

ΕÊ̋ τäν δοθèντα κÔκλον τετρ�γωνον âγγρ�ψαι.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆: δεØ δ� εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τετρ�γωνον âγγρ�ψαι.

^Ηχθωσαν τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου δÔο δι�µετροι πρä̋ æρθ�̋ �λλ λαι̋ αÉ ΑΓ, Β∆, καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΕ τ¨ù Ε∆: κèντρον γ�ρ τä Ε: κοιν� δà καÈ πρä̋ æρθ�̋ � ΕΑ,
β�σι̋ �ρα � ΑΒ β�σει
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τ¨ù Α∆ Òση âστÐν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκατèρα τÀν ΒΓ, Γ∆ áκατèραø τÀν ΑΒ, Α∆ Òση
âστÐν: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆ τετρ�πλευρον. λèγω δ , íτι καÈ æρθογ¸νιον.
âπεÈ γ�ρ � Β∆ εÎθεØα δι�µετρì̋ âστι τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου, �µικÔκλιον �ρα âστÈ τä
ΒΑ∆: æρθ� �ρα � Íπä ΒΑ∆ γωνÐα. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκ�στη τÀν Íπä ΑΒΓ, ΒΓ∆,
Γ∆Α æρθ  âστιν: æρθογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆ τετρ�πλευρον. âδεÐχθη δà καÈ
Êσìπλευρον: τετρ�γωνον �ρα âστÐν. καÈ âγγèγραπται εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον.

ΕÊ̋ �ρα τäν δοθèντα κÔκλον τετρ�γωνον âγγèγραπται τä ΑΒΓ∆: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.7

ΠερÈ τäν δοθèντα κÔκλον τετρ�γωνον περιγρ�ψαι.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆: δεØ δ� περÈ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τετρ�γωνον
περιγρ�ψαι.

^Ηχθωσαν τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου δÔο δι�µετροι πρä̋ æρθ�̋ �λλ λαι̋ αÉ ΑΓ, Β∆, καÈ
δι� τÀν Α, Β, Γ, ∆ σηµεÐων ¢χθωσαν âφαπτìµεναι τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου αÉ ΖΗ, ΗΘ,
ΘΚ, ΚΖ.

ÇΕπεÈ οÞν âφ�πτεται � ΖΗ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου, �πä δà τοÜ Ε κèντρου âπÈ τ�ν κατ�
τä Α âπαφ�ν âπèζευκται � ΕΑ, αÉ �ρα πρä̋ τÀú Α γωνÐαι æρθαÐ εÊσιν. δι� τ� αÎτ� δ�
καÈ αÉ πρä̋ τοØ̋ Β, Γ, ∆ σηµεÐοι̋ γωνÐαι æρθαÐ εÊσιν. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν � Íπä ΑΕΒ
γωνÐα,
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âστÈ δà æρθ� καÈ � Íπä ΕΒΗ, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΗΘ τ¨ù ΑΓ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ
� ΑΓ τ¨ù ΖΚ âστι παρ�λληλο̋. ¹στε καÈ � ΗΘ τ¨ù ΖΚ âστι παρ�λληλο̋. åµοÐω̋ δ�
δεÐcοµεν, íτι καÈ áκατèρα τÀν ΗΖ, ΘΚ τ¨ù ΒΕ∆ âστι παρ�λληλο̋. παραλληλìγραµµα
�ρα âστÈ τ� ΗΚ, ΗΓ, ΑΚ, ΖΒ, ΒΚ: Òση �ρα âστÈν � µàν ΗΖ τ¨ù ΘΚ, � δà ΗΘ τ¨ù
ΖΚ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù Β∆, �λλ� καÈ � µàν ΑΓ áκατèραø τÀν ΗΘ, ΖΚ, �
δà Β∆ áκατèραø τÀν ΗΖ, ΘΚ âστιν Òση [καÈ áκατèρα �ρα τÀν ΗΘ, ΖΚ áκατèραø τÀν
ΗΖ, ΘΚ âστιν Òση], Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΖΗΘΚ τετρ�πλευρον. λèγω δ , íτι καÈ
æρθογ¸νιον. âπεÈ γ�ρ παραλληλìγραµµìν âστι τä ΗΒΕΑ, καÐ âστιν æρθ� � Íπä ΑΕΒ,
æρθ� �ρα καÈ � Íπä ΑΗΒ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ πρä̋ τοØ̋ Θ, Κ, Ζ γωνÐαι
æρθαÐ εÊσιν. æρθογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΖΗΘΚ. âδεÐχθη δà καÈ Êσìπλευρον: τετρ�γωνον
�ρα âστÐν. καÈ περιγèγραπται περÈ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον.

ΠερÈ τäν δοθèντα �ρα κÔκλον τετρ�γωνον περιγèγραπται: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.8

ΕÊ̋ τä δοθàν τετρ�γωνον κÔκλον âγγρ�ψαι.

^Εστω τä δοθàν τετρ�γωνον τä ΑΒΓ∆: δεØ δ� εÊ̋ τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον κÔκλον
âγγρ�ψαι.

Τετµ σθω áκατèρα τÀν Α∆, ΑΒ δÐχα κατ� τ� Ε, Ζ σηµεØα, καÈ δι� µàν τοÜ Ε
åποτèραø τÀν ΑΒ, Γ∆ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΕΘ, δι� δà τοÜ Ζ åποτèραø τÀν Α∆, ΒΓ
παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΖΚ: παραλληλìγραµµον �ρα âστÈν
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éκαστον τÀν ΑΚ, ΚΒ, ΑΘ, Θ∆, ΑΗ, ΗΓ, ΒΗ, Η∆, καÈ αÉ �πεναντÐον αÎτÀν πλευραÈ
δηλονìτι Òσαι [εÊσÐν]. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ΑΒ, καÐ âστι τ¨̋ µàν Α∆ �µÐσεια �
ΑΕ, τ¨̋ δà ΑΒ �µÐσεια � ΑΖ, Òση �ρα καÈ � ΑΕ τ¨ù ΑΖ: ¹στε καÈ αÉ �πεναντÐον: Òση
�ρα καÈ � ΖΗ τ¨ù ΗΕ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ áκατèρα τÀν ΗΘ, ΗΚ áκατèραø τÀν
ΖΗ, ΗΕ âστιν Òση: αÉ τèσσαρε̋ �ρα αÉ ΗΕ, ΗΖ, ΗΘ, ΗΚ Òσαι �λλ λαι̋ [εÊσÐν]. å �ρα
κèντρωú µàν τÀú Η διαστ µατι δà áνÈ τÀν Ε, Ζ, Θ, Κ κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι�
τÀν λοιπÀν σηµεÐων: καÈ âφ�ψεται τÀν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α εÎθειÀν δι� τä æρθ�̋ εÚναι
τ�̋ πρä̋ τοØ̋ Ε, Ζ, Θ, Κ γωνÐα̋: εÊ γ�ρ τεµεØ å κÔκλο̋ τ�̋ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α, �
τ¨ù διαµèτρωú τοÜ κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνη âντä̋ πεσεØται τοÜ κÔκλου:
íπερ �τοπον âδεÐχθη. οÎκ �ρα å κèντρωú τÀú Η διαστ µατι δà áνÈ τÀν Ε, Ζ, Θ, Κ
κÔκλο̋ γραφìµενο̋ τεµεØ τ�̋ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α εÎθεÐα̋. âφ�ψεται �ρα αÎτÀν καÈ
êσται âγγεγραµµèνο̋ εÊ̋ τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον.

ΕÊ̋ �ρα τä δοθàν τετρ�γωνον κÔκλο̋ âγγèγραπται: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.9

ΠερÈ τä δοθàν τετρ�γωνον κÔκλον περιγρ�ψαι.

^Εστω τä δοθàν τετρ�γωνον τä ΑΒΓ∆: δεØ δ� περÈ τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον κÔκλον
περιγρ�ψαι.

ÇΕπιζευχθεØσαι γ�ρ αÉ ΑΓ, Β∆ τεµνèτωσαν �λλ λα̋ κατ� τä Ε.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ΑΒ, κοιν� δà � ΑΓ, δÔο δ� αÉ ∆Α, ΑΓ δυσÈ ταØ̋ ΒΑ,
ΑΓ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ � ∆Γ β�σει τ¨ù ΒΓ Òση: γωνÐα �ρα � Íπä ∆ΑΓ γωνÐαø τ¨ù
Íπä ΒΑΓ Òση âστÐν: � �ρα Íπä ∆ΑΒ γωνÐα δÐχα τèτµηται Íπä τ¨̋ ΑΓ. åµοÐω̋ δ�
δεÐcοµεν, íτι καÈ áκ�στη
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τÀν Íπä ΑΒΓ, ΒΓ∆, Γ∆Α δÐχα τèτµηται Íπä τÀν ΑΓ, ∆Β εÎθειÀν. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � Íπä ∆ΑΒ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΒΓ, καÐ âστι τ¨̋ µàν Íπä ∆ΑΒ �µÐσεια � Íπä ΕΑΒ,
τ¨̋ δà Íπä ΑΒΓ �µÐσεια � Íπä ΕΒΑ, καÈ � Íπä ΕΑΒ �ρα τ¨ù Íπä ΕΒΑ âστιν Òση:
¹στε καÈ πλευρ� � ΕΑ τ¨ù ΕΒ âστιν Òση. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ áκατèρα τÀν
ΕΑ, ΕΒ [εÎθειÀν] áκατèραø τÀν ΕΓ, Ε∆ Òση âστÐν. αÉ τèσσαρε̋ �ρα αÉ ΕΑ, ΕΒ, ΕΓ,
Ε∆ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. å �ρα κèντρωú τÀú Ε καÈ διαστ µατι áνÈ τÀν Α, Β, Γ, ∆
κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν σηµεÐων καÈ êσται περιγεγραµµèνο̋ περÈ
τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον. περιγεγρ�φθω ±̋ å ΑΒΓ∆.

ΠερÈ τä δοθàν �ρα τετρ�γωνον κÔκλο̋ περιγèγραπται: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.10

ÇΙσοσκελà̋ τρÐγωνον συστ σασθαι êχον áκατèραν τÀν πρä̋ τ¨ù β�σει γωνιÀν διπλασÐονα
τ¨̋ λοιπ¨̋.

ÇΕκκεÐσθω τι̋ εÎθεØα � ΑΒ, καÈ τετµ σθω κατ� τä Γ σηµεØον, ¹στε τä Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον εÚναι τÀú �πä τ¨̋ ΓΑ
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τετραγ¸νωú: καÈ κèντρωú τÀú Α καÈ διαστ µατι τÀú ΑΒ κÔκλο̋ γεγρ�φθω å Β∆Ε, καÈ
âνηρµìσθω εÊ̋ τäν Β∆Ε κÔκλον τ¨ù ΑΓ εÎθεÐαø µ� µεÐζονι οÖσηù τ¨̋ τοÜ Β∆Ε κÔκλου
διαµèτρου Òση εÎθεØα � Β∆: καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ∆Γ, καÈ περιγεγρ�φθω περÈ
τä ΑΓ∆ τρÐγωνον κÔκλο̋ å ΑΓ∆.

ΚαÈ âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ, Òση δà � ΑΓ τ¨ù Β∆, τä
�ρα Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β∆. καÈ âπεÈ κÔκλου τοÜ ΑΓ∆ εÒληπταÐ
τι σηµεØον âκτä̋ τä Β, καÈ �πä τοÜ Β πρä̋ τäν ΑΓ∆ κÔκλον προσπεπτ¸κασι δÔο
εÎθεØαι αÉ ΒΑ, Β∆, καÈ � µàν αÎτÀν τèµνει, � δà προσπÐπτει, καÐ âστι τä Íπä τÀν ΑΒ,
ΒΓ Òσον τÀú �πä τ¨̋ Β∆, � Β∆ �ρα âφ�πτεται τοÜ ΑΓ∆ κÔκλου. âπεÈ οÞν âφ�πτεται
µàν � Β∆, �πä δà τ¨̋ κατ� τä ∆ âπαφ¨̋ δι¨κται � ∆Γ, � �ρα Íπä Β∆Γ γωνÐα Òση
âστÈ τ¨ù âν τÀú âναλλ�c τοÜ κÔκλου τµ µατι γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΑΓ. âπεÈ οÞν Òση âστÈν �
Íπä Β∆Γ τ¨ù Íπä ∆ΑΓ, κοιν� προσκεÐσθω � Íπä Γ∆Α: íλη �ρα � Íπä Β∆Α Òση âστÈ
δυσÈ ταØ̋ Íπä Γ∆Α, ∆ΑΓ. �λλ� ταØ̋ Íπä Γ∆Α, ∆ΑΓ Òση âστÈν � âκτä̋ � Íπä ΒΓ∆:
καÈ � Íπä Β∆Α �ρα Òση âστÈ τ¨ù Íπä ΒΓ∆. �λλ� � Íπä Β∆Α τ¨ù Íπä ΓΒ∆ âστιν Òση,
âπεÈ καÈ πλευρ� � Α∆ τ¨ù ΑΒ âστιν Òση: ¹στε καÈ � Íπä ∆ΒΑ τ¨ù Íπä ΒΓ∆ âστιν Òση.
αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ Íπä Β∆Α, ∆ΒΑ, ΒΓ∆ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Íπä
∆ΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΒΓ∆, Òση âστÈ καÈ πλευρ� � Β∆ πλευρ�ø τ¨ù ∆Γ. �λλ� � Β∆ τ¨ù
ΓΑ Íπìκειται Òση: καÈ � ΓΑ �ρα τ¨ù Γ∆ âστιν Òση: ¹στε καÈ γωνÐα � Íπä Γ∆Α γωνÐαø
τ¨ù Íπä ∆ΑΓ âστιν Òση: αÉ �ρα Íπä Γ∆Α, ∆ΑΓ τ¨̋ Íπä ∆ΑΓ εÊσι διπλασÐου̋. Òση δà
� Íπä ΒΓ∆ ταØ̋ Íπä Γ∆Α, ∆ΑΓ: καÈ � Íπä ΒΓ∆ �ρα τ¨̋ Íπä ΓΑ∆ âστι διπλ¨. Òση
δà � Íπä ΒΓ∆ áκατèραø τÀν Íπä Β∆Α, ∆ΒΑ: καÈ áκατèρα �ρα τÀν Íπä Β∆Α, ∆ΒΑ
τ¨̋ Íπä ∆ΑΒ âστι διπλ¨.

ÇΙσοσκελà̋ �ρα τρÐγωνον συνèσταται τä ΑΒ∆ êχον áκατèραν τÀν πρä̋ τ¨ù ∆Β
β�σει γωνιÀν διπλασÐονα τ¨̋ λοιπ¨̋: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.11

ΕÊ̋ τäν δοθèντα κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγρ�ψαι.
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^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆Ε: δεØ δ� εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆Ε κÔκλον πεντ�γωνον
Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγρ�ψαι.

ÇΕκκεÐσθω τρÐγωνον Êσοσκελà̋ τä ΖΗΘ διπλασÐονα êχον áκατèραν τÀν πρä̋ τοØ̋ Η,
Θ γωνιÀν τ¨̋ πρä̋ τÀú Ζ, καÈ âγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆Ε κÔκλον τÀú ΖΗΘ τριγ¸νωú
Êσογ¸νιον τρÐγωνον τä ΑΓ∆, ¹στε τ¨ù µàν πρä̋ τÀú Ζ γωνÐαø Òσην εÚναι τ�ν Íπä ΓΑ∆,
áκατèραν δà τÀν πρä̋ τοØ̋ Η, Θ Òσην áκατèραø τÀν Íπä ΑΓ∆, Γ∆Α: καÈ áκατèρα �ρα
τÀν Íπä ΑΓ∆, Γ∆Α τ¨̋ Íπä ΓΑ∆ âστι διπλ¨. τετµ σθω δ� áκατèρα τÀν Íπä ΑΓ∆,
Γ∆Α δÐχα Íπä áκατèρα̋ τÀν ΓΕ, ∆Β εÎθειÀν, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΒ, ΒΓ, [Γ∆],
∆Ε, ΕΑ.
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ÇΕπεÈ οÞν áκατèρα τÀν Íπä ΑΓ∆, Γ∆Α γωνιÀν διπλασÐων âστÈ τ¨̋ Íπä ΓΑ∆, καÈ
τετµηµèναι εÊσÈ δÐχα Íπä τÀν ΓΕ, ∆Β εÎθειÀν, αÉ πèντε �ρα γωνÐαι αÉ Íπä ∆ΑΓ,
ΑΓΕ, ΕΓ∆, Γ∆Β, Β∆Α Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. αÉ δà Òσαι γωνÐαι âπÈ Òσων περιφερειÀν
βεβ κασιν: αÉ πèντε �ρα περιφèρειαι αÉ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.
Íπä δà τ�̋ Òσα̋ περιφερεÐα̋ Òσαι εÎθεØαι ÍποτεÐνουσιν: αÉ πèντε �ρα εÎθεØαι αÉ ΑΒ,
ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον.
λèγω δ , íτι καÈ Êσογ¸νιον. âπεÈ γ�ρ � ΑΒ περιφèρεια τ¨ù ∆Ε περιφερεÐαø âστÈν Òση,
κοιν� προσκεÐσθω � ΒΓ∆: íλη �ρα � ΑΒΓ∆ περιφèρεια íληù τ¨ù Ε∆ΓΒ περιφερεÐαø
âστÈν Òση. καÈ βèβηκεν âπÈ µàν τ¨̋ ΑΒΓ∆ περιφερεÐα̋ γωνÐα � Íπä ΑΕ∆, âπÈ δà τ¨̋
Ε∆ΓΒ περιφερεÐα̋ γωνÐα � Íπä ΒΑΕ: καÈ � Íπä ΒΑΕ �ρα γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΕ∆ âστιν
Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκ�στη τÀν Íπä ΑΒΓ, ΒΓ∆, Γ∆Ε γωνιÀν áκατèραø τÀν Íπä
ΒΑΕ, ΑΕ∆ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον. âδεÐχθη δà καÈ
Êσìπλευρον.

ΕÊ̋ �ρα τäν δοθèντα κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγèγραπται:
íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.12

ΠερÈ τäν δοθèντα κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον περιγρ�ψαι.
^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆Ε: δεØ [2δ�]2 περÈ τäν ΑΒΓ∆Ε κÔκλον πεντ�γωνον

Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον περιγρ�ψαι.



106 BIBΛION IV.

Νενο σθω τοÜ âγγεγραµµèνου πενταγ¸νου τÀν γωνιÀν σηµεØα τ� Α, Β, Γ, ∆, Ε,
¹στε Òσα̋ εÚναι τ�̋ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ περιφερεÐα̋: καÈ δι� τÀν Α, Β, Γ, ∆,
Ε ¢χθωσαν τοÜ κÔκλου âφαπτìµεναι αÉ ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΗ, καÈ εÊλ φθω τοÜ
ΑΒΓ∆Ε κÔκλου κèντρον τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΒ, ΖΚ, ΖΓ, ΖΛ, Ζ∆.

ΚαÈ âπεÈ � µàν ΚΛ εÎθεØα âφ�πτεται τοÜ
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ΑΒΓ∆Ε κατ� τä Γ, �πä δà τοÜ Ζ κèντρου âπÈ τ�ν κατ� τä Γ âπαφ�ν âπèζευκται � ΖΓ,
� ΖΓ �ρα κ�θετì̋ âστιν âπÈ τ�ν ΚΛ: æρθ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν πρä̋ τÀú Γ γωνιÀν.
δι� τ� αÎτ� δ� καÈ αÉ πρä̋ τοØ̋ Β, ∆ σηµεÐοι̋ γωνÐαι æρθαÐ εÊσιν. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν
� Íπä ΖΓΚ γωνÐα, τä �ρα �πä τ¨̋ ΖΚ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΖΓ, ΓΚ. δι� τ� αÎτ�
δ� καÈ τοØ̋ �πä τÀν ΖΒ, ΒΚ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΖΚ: ¹στε τ� �πä τÀν ΖΓ, ΓΚ
τοØ̋ �πä τÀν ΖΒ, ΒΚ âστιν Òσα, Áν τä �πä τ¨̋ ΖΓ τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ âστιν Òσον: λοιπäν
�ρα τä �πä τ¨̋ ΓΚ τÀú �πä τ¨̋ ΒΚ âστιν Òσον. Òση �ρα � ΒΚ τ¨ù ΓΚ. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � ΖΒ τ¨ù ΖΓ, καÈ κοιν� � ΖΚ, δÔο δ� αÉ ΒΖ, ΖΚ δυσÈ ταØ̋ ΓΖ, ΖΚ Òσαι εÊσÐν:
καÈ β�σι̋ � ΒΚ β�σει τ¨ù ΓΚ [âστιν] Òση: γωνÐα �ρα � µàν Íπä ΒΖΚ [γωνÐαø] τ¨ù Íπä
ΚΖΓ âστιν Òση: � δà Íπä ΒΚΖ τ¨ù Íπä ΖΚΓ: διπλ¨ �ρα � µàν Íπä ΒΖΓ τ¨̋ Íπä ΚΖΓ,
� δà Íπä ΒΚΓ τ¨̋ Íπä ΖΚΓ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � µàν Íπä ΓΖ∆ τ¨̋ Íπä ΓΖΛ âστι
διπλ¨, � δà Íπä ∆ΛΓ τ¨̋ Íπä ΖΛΓ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΓ περιφèρεια τ¨ù Γ∆, Òση
âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä ΒΖΓ τ¨ù Íπä ΓΖ∆. καÐ âστιν � µàν Íπä ΒΖΓ τ¨̋ Íπä ΚΖΓ διπλ¨,
� δà Íπä ∆ΖΓ τ¨̋ Íπä ΛΖΓ: Òση �ρα καÈ � Íπä ΚΖΓ τ¨ù Íπä ΛΖΓ: âστÈ δà καÈ � Íπä
ΖΓΚ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΓΛ Òση. δÔο δ� τρÐγων� âστι τ� ΖΚΓ, ΖΛΓ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ ταØ̋
δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα καÈ µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην κοιν�ν αÎτÀν τ�ν ΖΓ:
καÈ τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écει καÈ τ�ν λοιπ�ν γωνÐαν
τ¨ù λοιπ¨ù γωνÐαø: Òση �ρα � µàν ΚΓ εÎθεØα τ¨ù ΓΛ, � δà Íπä ΖΚΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΛΓ.
καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΚΓ τ¨ù ΓΛ, διπλ¨ �ρα � ΚΛ τ¨̋ ΚΓ. δι� τ� αÎτ� δ� δειχθ σεται
καÈ � ΘΚ τ¨̋ ΒΚ διπλ¨. καÐ âστιν � ΒΚ τ¨ù ΚΓ Òση: καÈ � ΘΚ �ρα τ¨ù ΚΛ âστιν
Òση. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται καÈ áκ�στη τÀν ΘΗ, ΗΜ, ΜΛ áκατèραø τÀν ΘΚ, ΚΛ Òση:
Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΗΘΚΛΜ πεντ�γωνον. λèγω δ , íτι καÈ Êσογ¸νιον. âπεÈ γ�ρ
Òση âστÈν � Íπä ΖΚΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΛΓ, καÈ âδεÐχθη τ¨̋ µàν Íπä ΖΚΓ διπλ¨ � Íπä
ΘΚΛ, τ¨̋ δà Íπä ΖΛΓ διπλ¨ � Íπä ΚΛΜ, καÈ � Íπä ΘΚΛ �ρα τ¨ù Íπä ΚΛΜ âστιν
Òση. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται καÈ áκ�στη τÀν Íπä ΚΘΗ, ΘΗΜ, ΗΜΛ áκατèραø τÀν
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Íπä ΘΚΛ, ΚΛΜ Òση: αÉ πèντε �ρα γωνÐαι αÉ Íπä ΗΘΚ, ΘΚΛ, ΚΛΜ, ΛΜΗ, ΜΗΘ
Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΗΘΚΛΜ πεντ�γωνον. âδεÐχθη δà καÈ
Êσìπλευρον, καÈ περιγèγραπται περÈ τäν ΑΒΓ∆Ε κÔκλον.

[ΠερÈ τäν δοθèντα �ρα κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον περιγèγραπται]:
íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.13

ΕÊ̋ τä δοθàν πεντ�γωνον, í âστιν Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον, κÔκλον âγγρ�ψαι.
^Εστω τä δοθàν πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον τä ΑΒΓ∆Ε: δεØ δ� εÊ̋

τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον κÔκλον âγγρ�ψαι.
Τετµ σθω γ�ρ áκατèρα τÀν Íπä ΒΓ∆, Γ∆Ε γωνιÀν δÐχα Íπä áκατèρα̋ τÀν ΓΖ, ∆Ζ

εÎθειÀν: καÈ �πä τοÜ Ζ σηµεÐου, καθ' ç συµβ�λλουσιν �λλ λαι̋ αÉ ΓΖ, ∆Ζ εÎθεØαι,
âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ εÎθεØαι. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù Γ∆, κοιν� δà � ΓΖ,
δÔο δ� αÉ ΒΓ, ΓΖ
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δυσÈ ταØ̋ ∆Γ, ΓΖ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΒΓΖ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΓΖ [âστιν] Òση:
β�σι̋ �ρα � ΒΖ β�σει τ¨ù ∆Ζ âστιν Òση, καÈ τä ΒΓΖ τρÐγωνον τÀú ∆ΓΖ τριγ¸νωú âστιν
Òσον, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ
ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα � Íπä ΓΒΖ γωνÐα τ¨ù Íπä Γ∆Ζ. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � Íπä Γ∆Ε
τ¨̋ Íπä Γ∆Ζ, Òση δà � µàν Íπä Γ∆Ε τ¨ù Íπä ΑΒΓ, � δà Íπä Γ∆Ζ τ¨ù Íπä ΓΒΖ, καÈ
� Íπä ΓΒΑ �ρα τ¨̋ Íπä ΓΒΖ âστι διπλ¨: Òση �ρα � Íπä ΑΒΖ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΒΓ: �
�ρα Íπä ΑΒΓ γωνÐα δÐχα τèτµηται Íπä τ¨̋ ΒΖ εÎθεÐα̋. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι
καÈ áκατèρα τÀν Íπä ΒΑΕ, ΑΕ∆ δÐχα τèτµηται Íπä áκατèρα̋ τÀν ΖΑ, ΖΕ εÎθειÀν.
¢χθωσαν δ� �πä τοÜ Ζ σηµεÐου âπÈ τ�̋ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ εÎθεÐα̋ κ�θετοι αÉ
ΖΗ, ΖΘ, ΖΚ, ΖΛ, ΖΜ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Íπä ΘΓΖ γωνÐα τ¨ù Íπä ΚΓΖ, âστÈ δà καÈ
æρθ� � Íπä ΖΘΓ [æρθ¨ù] τ¨ù Íπä ΖΚΓ Òση, δÔο δ� τρÐγων� âστι τ� ΖΘΓ, ΖΚΓ τ�̋ δÔο
γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα καÈ µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην κοιν�ν αÎτÀν τ�ν
ΖΓ ÍποτεÐνουσαν Íπä µÐαν τÀν Òσων γωνιÀν: καÈ τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋
πλευραØ̋ Òσα̋ écει: Òση �ρα � ΖΘ κ�θετο̋ τ¨ù ΖΚ καθèτωú. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι
καÈ áκ�στη τÀν ΖΛ, ΖΜ, ΖΗ áκατèραø τÀν ΖΘ, ΖΚ Òση âστÐν: αÉ πèντε �ρα εÎθεØαι αÉ
ΖΗ, ΖΘ, ΖΚ, ΖΛ, ΖΜ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. å �ρα κèντρωú τÀú Ζ διαστ µατι δà áνÈ τÀν
Η, Θ, Κ, Λ, Μ κÔκλο̋ γραφìµενο̋ ¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν σηµεÐων καÈ âφ�ψεται
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τÀν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ εÎθειÀν δι� τä æρθ�̋ εÚναι τ�̋ πρä̋ τοØ̋ Η, Θ, Κ, Λ,
Μ σηµεÐοι̋ γωνÐα̋. εÊ γ�ρ οÎκ âφ�ψεται αÎτÀν, �λλ� τεµεØ αÎτ�̋, συµβ σεται τ�ν
τ¨ù διαµèτρωú τοÜ κÔκλου πρä̋ æρθ�̋ �π' �κρα̋ �γοµèνην âντä̋ πÐπτειν τοÜ κÔκλου:
íπερ �τοπον âδεÐχθη. οÎκ �ρα å κèντρωú τÀú Ζ διαστ µατι δà áνÈ τÀν Η, Θ, Κ, Λ, Μ
σηµεÐων γραφìµενο̋ κÔκλο̋ τεµεØ τ�̋ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ εÎθεÐα̋: âφ�ψεται �ρα
αÎτÀν. γεγρ�φθω ±̋ å ΗΘΚΛΜ.

ΕÊ̋ �ρα τä δοθàν πεντ�γωνον, í âστιν Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον, κÔκλο̋
âγγèγραπται: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.14

ΠερÈ τä δοθàν πεντ�γωνον, í âστιν Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον, κÔκλον περιγρ�ψαι.
^Εστω τä δοθàν πεντ�γωνον, í âστιν Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον, τä ΑΒΓ∆Ε:

δεØ δ� περÈ τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον κÔκλον περιγρ�ψαι.
Τετµ σθω δ� áκατèρα τÀν Íπä ΒΓ∆, Γ∆Ε γωνιÀν δÐχα Íπä áκατèρα̋ τÀν ΓΖ,

∆Ζ, καÈ �πä τοÜ Ζ σηµεÐου, καθ' ç συµβ�λλουσιν αÉ εÎθεØαι, âπÈ τ� Β, Α, Ε σηµεØα
âπεζεÔχθωσαν εÎθεØαι αÉ ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ. åµοÐω̋ δ� τÀú πρä τοÔτου δειχθ σεται, íτι καÈ
áκ�στη τÀν Íπä ΓΒΑ, ΒΑΕ, ΑΕ∆ γωνιÀν δÐχα τèτµηται Íπä áκ�στη̋ τÀν ΖΒ, ΖΑ,
ΖΕ εÎθειÀν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Íπä ΒΓ∆ γωνÐα τ¨ù Íπä
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Γ∆Ε, καÐ âστι τ¨̋ µàν Íπä ΒΓ∆ �µÐσεια � Íπä ΖΓ∆, τ¨̋ δà Íπä Γ∆Ε �µÐσεια � Íπä
Γ∆Ζ, καÈ � Íπä ΖΓ∆ �ρα τ¨ù Íπä Ζ∆Γ âστιν Òση: ¹στε καÈ πλευρ� � ΖΓ πλευρ�ø τ¨ù
Ζ∆ âστιν Òση. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι καÈ áκ�στη τÀν ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ áκατèραø τÀν
ΖΓ, Ζ∆ âστιν Òση: αÉ πèντε �ρα εÎθεØαι αÉ ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.
å �ρα κèντρωú τÀú Ζ καÈ διαστ µατι áνÈ τÀν ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ κÔκλο̋ γραφìµενο̋
¡cει καÈ δι� τÀν λοιπÀν σηµεÐων καÈ êσται περιγεγραµµèνο̋. περιγεγρ�φθω καÈ êστω
å ΑΒΓ∆Ε.

ΠερÈ �ρα τä δοθàν πεντ�γωνον, í âστιν Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον, κÔκλο̋
περιγèγραπται: íπερ êδει ποι¨σαι.
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IV.15

ΕÊ̋ τäν δοθèντα κÔκλον ác�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγρ�ψαι.
^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆ΕΖ: δεØ δ� εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ΕΖ κÔκλον ác�γωνον

Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγρ�ψαι.
^Ηχθω τοÜ ΑΒΓ∆ΕΖ κÔκλου δι�µετρο̋ � Α∆, καÈ εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ κÔκλου

τä Η, καÈ κèντρωú µàν τÀú ∆ διαστ µατι δà τÀú ∆Η κÔκλο̋ γεγρ�φθω
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å ΕΗΓΘ, καÈ âπιζευχθεØσαι αÉ ΕΗ, ΓΗ δι χθωσαν âπÈ τ� Β, Ζ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν
αÉ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΖ, ΖΑ: λèγω, íτι τä ΑΒΓ∆ΕΖ ác�γωνον Êσìπλευρìν τè âστι
καÈ Êσογ¸νιον.

ÇΕπεÈ γ�ρ τä Η σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΑΒΓ∆ΕΖ κÔκλου, Òση âστÈν � ΗΕ τ¨ù
Η∆. π�λιν, âπεÈ τä ∆ σηµεØον κèντρον âστÈ τοÜ ΗΓΘ κÔκλου, Òση âστÈν � ∆Ε τ¨ù
∆Η. �λλ' � ΗΕ τ¨ù Η∆ âδεÐχθη Òση: καÈ � ΗΕ �ρα τ¨ù Ε∆ Òση âστÐν: Êσìπλευρον �ρα
âστÈ τä ΕΗ∆ τρÐγωνον: καÈ αÉ τρεØ̋ �ρα αÎτοÜ γωνÐαι αÉ Íπä ΕΗ∆, Η∆Ε, ∆ΕΗ
Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν, âπειδ περ τÀν ÊσοσκελÀν τριγ¸νων αÉ πρä̋ τ¨ù β�σει γωνÐαι Òσαι
�λλ λαι̋ εÊσÐν: καÐ εÊσιν αÉ τρεØ̋ τοÜ τριγ¸νου γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι: � �ρα Íπä
ΕΗ∆ γωνÐα τρÐτον âστÈ δÔο æρθÀν. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται καÈ � Íπä ∆ΗΓ τρÐτον
δÔο æρθÀν. καÈ âπεÈ � ΓΗ εÎθεØα âπÈ τ�ν ΕΒ σταθεØσα τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä
ΕΗΓ, ΓΗΒ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋ ποιεØ, καÈ λοιπ� �ρα � Íπä ΓΗΒ τρÐτον âστÈ δÔο æρθÀν:
αÉ �ρα Íπä ΕΗ∆, ∆ΗΓ, ΓΗΒ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: ¹στε καÈ αÉ κατ� κορυφ�ν
αÎταØ̋ αÉ Íπä ΒΗΑ, ΑΗΖ, ΖΗΕ Òσαι εÊσÐν [ταØ̋ Íπä ΕΗ∆, ∆ΗΓ, ΓΗΒ]. αÉ ëc �ρα
γωνÐαι αÉ Íπä ΕΗ∆, ∆ΗΓ, ΓΗΒ, ΒΗΑ, ΑΗΖ, ΖΗΕ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. αÉ δà Òσαι
γωνÐαι âπÈ Òσων περιφερειÀν βεβ κασιν: αÉ ëc �ρα περιφèρειαι αÉ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε,
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ΕΖ, ΖΑ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. Íπä δà τ�̋ Òσα̋ περιφερεÐα̋ αÉ Òσαι εÎθεØαι ÍποτεÐνουσιν:
αÉ ëc �ρα εÎθεØαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆ΕΖ ác�γωνον.
λèγω δ , íτι καÈ Êσογ¸νιον. âπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ΖΑ περιφèρεια τ¨ù Ε∆ περιφερεÐαø,
κοιν� προσκεÐσθω � ΑΒΓ∆ περιφèρεια: íλη �ρα � ΖΑΒΓ∆ íληù τ¨ù Ε∆ΓΒΑ âστιν Òση:
καÈ βèβηκεν âπÈ µàν τ¨̋ ΖΑΒΓ∆ περιφερεÐα̋ � Íπä ΖΕ∆ γωνÐα, âπÈ δà τ¨̋ Ε∆ΓΒΑ
περιφερεÐα̋ � Íπä ΑΖΕ γωνÐα: Òση �ρα � Íπä ΑΖΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ. åµοÐω̋ δ�
δειχθ σεται, íτι καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι τοÜ ΑΒΓ∆ΕΖ ácαγ¸νου κατ� µÐαν Òσαι εÊσÈν
áκατèραø τÀν Íπä ΑΖΕ, ΖΕ∆ γωνιÀν: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆ΕΖ ác�γωνον.
âδεÐχθη δà καÈ Êσìπλευρον: καÈ âγγèγραπται εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ΕΖ κÔκλον.

ΕÊ̋ �ρα τäν δοθèντα κÔκλον ác�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγèγραπται:
íπερ êδει ποι¨σαι.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι � τοÜ ácαγ¸νου πλευρ� Òση âστÈ τ¨ù âκ τοÜ κèντρου
τοÜ κÔκλου.

ÃΟµοÐω̋ δà τοØ̋ âπÈ τοÜ πενταγ¸νου â�ν δι� τÀν κατ� τäν κÔκλον διαιρèσεων
âφαπτοµèνα̋ τοÜ κÔκλου �γ�γωµεν, περιγραφ σεται περÈ τäν κÔκλον ác�γωνον Êσìπλευρìν
τε καÈ Êσογ¸νιον �κολοÔθω̋ τοØ̋ âπÈ τοÜ πενταγ¸νου εÊρηµèνοι̋. καÈ êτι δι� τÀν
åµοÐων τοØ̋ âπÈ τοÜ πενταγ¸νου εÊρηµèνοι̋ εÊ̋ τä δοθàν ác�γωνον κÔκλον âγγρ�ψοµèν
τε καÈ περιγρ�ψοµεν: íπερ êδει ποι¨σαι.

IV.16

ΕÊ̋ τäν δοθèντα κÔκλον πεντεκαιδεκ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγρ�ψαι.

^Εστω å δοθεÈ̋ κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆: δεØ δ� εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον πεντεκαιδεκ�γωνον
Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον âγγρ�ψαι.

ÇΕγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τριγ¸νου µàν ÊσοπλεÔρου τοÜ εÊ̋ αÎτäν âγγραφοµèνου
πλευρ� � ΑΓ, πενταγ¸νου δà ÊσοπλεÔρου � ΑΒ: οÑων �ρα âστÈν å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ Òσων
τµηµ�των δεκαπèντε, τοιοÔτων � µàν ΑΒΓ περιφèρεια τρÐτον οÞσα τοÜ κÔκλου êσται
πèντε, � δà ΑΒ περιφèρεια πèµπτον οÞσα τοÜ κÔκλου êσται τριÀν: λοιπ� �ρα � ΒΓ
τÀν Òσων δÔο. τετµ σθω � ΒΓ
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δÐχα κατ� τä Ε: áκατèρα �ρα τÀν ΒΕ, ΕΓ περιφερειÀν πεντεκαιδèκατìν âστι τοÜ
ΑΒΓ∆ κÔκλου.

ÇΕ�ν �ρα âπιζεÔcαντε̋ τ�̋ ΒΕ, ΕΓ Òσα̋ αÎταØ̋ κατ� τä συνεχà̋ εÎθεÐα̋ âναρµìσωµεν
εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆[Ε] κÔκλον, êσται εÊ̋ αÎτäν âγγεγραµµèνον πεντεκαιδεκ�γωνον Êσìπλευρìν
τε καÈ Êσογ¸νιον: íπερ êδει ποι¨σαι.

ÃΟµοÐω̋ δà τοØ̋ âπÈ τοÜ πενταγ¸νου â�ν δι� τÀν κατ� τäν κÔκλον διαιρèσεων
âφαπτοµèνα̋ τοÜ κÔκλου �γ�γωµεν, περιγραφ σεται περÈ τäν κÔκλον πεντεκαιδεκ�γωνον
Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον. êτι δà δι� τÀν åµοÐων τοØ̋ âπÈ τοÜ πενταγ¸νου δεÐcεων
καÈ εÊ̋ τä δοθàν πεντεκαιδεκ�γωνον κÔκλον âγγρ�ψοµèν τε καÈ περιγρ�ψοµεν: íπερ
êδει ποι¨σαι.
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BIBΛION V

ΟΡΟΙ

1. Μèρο̋ âστÈ µèγεθο̋ µεγèθου̋ τä êλασσον τοÜ µεÐζονο̋, íταν καταµετρ¨ù τä
µεØζον.

2. Πολλαπλ�σιον δà τä µεØζον τοÜ âλ�ττονο̋, íταν καταµετρ¨ται Íπä τοÜ âλ�ττονο̋.

3. Λìγο̋ âστÈ δÔο µεγεθÀν åµογενÀν � κατ� πηλικìτητ� ποια σχèσι̋.

4. Λìγον êχειν πρä̋ �λληλα µεγèθη λèγεται, � δÔναται πολλαπλασιαζìµενα �λλ λων
Íπερèχειν.

5. ÇΕν τÀú αÎτÀú λìγωú µεγèθη λèγεται εÚναι πρÀτον πρä̋ δεÔτερον καÈ τρÐτον πρä̋
τèταρτον, íταν τ� τοÜ πρ¸του καÈ τρÐτου Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τÀν τοÜ δευτèρου
καÈ τετ�ρτου Êσ�κι̋ πολλαπλασÐων καθ' åποιονοÜν πολλαπλασιασµäν áκ�τερον
áκατèρου £ �µα Íπερèχηù £ �µα Òσα ªù £ �µα âλλεÐπηù ληφθèντα κατ�λληλα.

6. Τ� δà τäν αÎτäν êχοντα λìγον µεγèθη �ν�λογον καλεÐσθω.

7. �Οταν δà τÀν Êσ�κι̋ πολλαπλασÐων τä µàν τοÜ πρ¸του πολλαπλ�σιον Íπερèχηù
τοÜ τοÜ δευτèρου πολλαπλασÐου, τä δà τοÜ τρÐτου πολλαπλ�σιον µ� Íπερèχηù τοÜ
τοÜ τετ�ρτου πολλαπλασÐου, τìτε τä πρÀτον πρä̋ τä δεÔτερον µεÐζονα λìγον
êχειν λèγεται, ¢περ τä τρÐτον πρä̋ τä τèταρτον.

8. ÇΑναλογÐα δà âν τρισÈν íροι̋ âλαχÐστη âστÐν.

9. �Οταν δà τρÐα µεγèθη �ν�λογον ªù, τä πρÀτον πρä̋ τä τρÐτον διπλασÐονα λìγον
êχειν λèγεται ¢περ πρä̋ τä δεÔτερον.

10. �Οταν δà τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον ªù, τä πρÀτον πρä̋ τä τèταρτον τριπλασÐονα
λìγον êχειν λèγεται ¢περ πρä̋ τä δεÔτερον, καÈ �εÈ ác¨̋ åµοÐω̋, ±̋ �ν �
�ναλογÐα Íπ�ρχηù.

11. ÃΟµìλογα µεγèθη λèγεται τ� µàν �γοÔµενα τοØ̋ �γουµèνοι̋ τ� δà áπìµενα τοØ̋
áποµèνοι̋.

12. ÇΕναλλ�c λìγο̋ âστÈ λ¨ψι̋ τοÜ �γουµèνου πρä̋ τä �γοÔµενον καÈ τοÜ áποµèνου
πρä̋ τä áπìµενον.

13. ÇΑν�παλιν λìγο̋ âστÈ λ¨ψι̋ τοÜ áποµèνου ±̋ �γουµèνου πρä̋ τä �γοÔµενον ±̋
áπìµενον.

14. ΣÔνθεσι̋ λìγου âστÈ λ¨ψι̋ τοÜ �γουµèνου µετ� τοÜ áποµèνου ±̋ áνä̋ πρä̋ αÎτä
τä áπìµενον.
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15. ∆ιαÐρεσι̋ λìγου âστÈ λ¨ψι̋ τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει τä �γοÔµενον τοÜ áποµèνου,
πρä̋ αÎτä τä áπìµενον.

16. ÇΑναστροφ� λìγου âστÈ λ¨ψι̋ τοÜ �γουµèνου πρä̋ τ�ν Íπεροχ ν, ©ù Íπερèχει τä
�γοÔµενον τοÜ áποµèνου.

17. ∆Ð Òσου λìγο̋ âστÈ πλειìνων îντων µεγεθÀν καÈ �λλων αÎτοØ̋ Òσων τä πλ¨θο̋
σÔνδυο λαµβανοµèνων καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, íταν ªù ±̋ âν τοØ̋ πρ¸τοι̋ µεγèθεσι
τä πρÀτον πρä̋ τä êσχατον, οÕτω̋ âν τοØ̋ δευτèροι̋ µεγèθεσι τä πρÀτον πρä̋
τä êσχατον: £ �λλω̋: Λ¨ψι̋ τÀν �κρων καθ' ÍπεcαÐρεσιν τÀν µèσων.

18. Τεταραγµèνη δà �ναλογÐα âστÐν, íταν τριÀν îντων µεγεθÀν καÈ �λλων αÎτοØ̋
Òσων τä πλ¨θο̋ γÐνηται ±̋ µàν âν τοØ̋ πρ¸τοι̋ µεγèθεσιν �γοÔµενον πρä̋ áπìµενον,
οÕτω̋ âν τοØ̋ δευτèροι̋ µεγèθεσιν �γοÔµενον πρä̋ áπìµενον, ±̋ δà âν τοØ̋
πρ¸τοι̋ µεγèθεσιν áπìµενον πρä̋ �λλο τι, οÕτω̋ âν τοØ̋ δευτèροι̋ �λλο τι πρä̋
�γοÔµενον.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

V.1

ÇΕ�ν ªù åποσαοÜν µεγèθη åποσωνοÜν µεγεθÀν Òσων τä πλ¨θο̋ éκαστον áκ�στου Êσ�κι̋
πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστιν ëν τÀν µεγεθÀν áνì̋, τοσαυταπλ�σια êσται καÈ τ�
π�ντα τÀν π�ντων.

^Εστω åποσαοÜν µεγèθη τ� ΑΒ, Γ∆ åποσωνοÜν µεγεθÀν τÀν Ε, Ζ Òσων τä πλ¨θο̋
éκαστον áκ�στου

b b

b b

b

b

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον: λèγω, íτι åσαπλ�σιìν âστι τä ΑΒ τοÜ Ε, τοσαυταπλ�σια êσται
καÈ τ� ΑΒ, Γ∆ τÀν Ε, Ζ.

ÇΕπεÈ γ�ρ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΒ τοÜ Ε καÈ τä Γ∆ τοÜ Ζ, íσα �ρα âστÈν
âν τÀú ΑΒ µεγèθη Òσα τÀú Ε, τοσαÜτα καÈ âν τÀú Γ∆ Òσα τÀú Ζ. διηùρ σθω τä µàν ΑΒ
εÊ̋ τ� τÀú Ε µεγèθη Òσα τ� ΑΗ, ΗΒ, τä δà Γ∆ εÊ̋ τ� τÀú Ζ Òσα τ� ΓΘ, Θ∆: êσται δ�
Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú πλ θει τÀν ΓΘ, Θ∆. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ τä µàν ΑΗ
τÀú Ε, τä δà ΓΘ τÀú Ζ, Òσον �ρα τä ΑΗ τÀú Ε, καÈ τ� ΑΗ, ΓΘ τοØ̋ Ε, Ζ. δι� τ� αÎτ�
δ� Òσον âστÈ τä ΗΒ τÀú Ε, καÈ τ� ΗΒ, Θ∆ τοØ̋ Ε, Ζ: íσα �ρα âστÈν âν τÀú ΑΒ Òσα τÀú
Ε, τοσαÜτα καÈ âν τοØ̋ ΑΒ, Γ∆ Òσα τοØ̋ Ε, Ζ: åσαπλ�σιον �ρα âστÈ τä ΑΒ τοÜ Ε,
τοσαυταπλ�σια êσται καÈ τ� ΑΒ, Γ∆ τÀν Ε, Ζ.

ÇΕ�ν �ρα ªù åποσαοÜν µεγèθη åποσωνοÜν µεγεθÀν Òσων τä πλ¨θο̋ éκαστον áκ�στου
Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστιν ëν τÀν µεγεθÀν áνì̋, τοσαυταπλ�σια êσται
καÈ τ� π�ντα τÀν π�ντων: íπερ êδει δεØcαι.
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V.2

ÇΕ�ν πρÀτον δευτèρου Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τετ�ρτου, ªù δà καÈ πèµπτον
δευτèρου Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον καÈ éκτον τετ�ρτου, καÈ συντεθàν πρÀτον καÈ πèµπτον
δευτèρου Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον καÈ éκτον τετ�ρτου.

ΠρÀτον γ�ρ τä ΑΒ δευτèρου τοÜ Γ Êσ�κι̋ êστω πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τä ∆Ε
τετ�ρτου τοÜ Ζ, êστω δà καÈ πèµπτον τä ΒΗ δευτèρου τοÜ Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον
καÈ éκτον τä ΕΘ

b b

b b

b

b

Α Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η

Θ

τετ�ρτου τοÜ Ζ: λèγω, íτι καÈ συντεθàν πρÀτον καÈ πèµπτον τä ΑΗ δευτèρου τοÜ Γ
Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον καÈ éκτον τä ∆Θ τετ�ρτου τοÜ Ζ.

ÇΕπεÈ γ�ρ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΒ τοÜ Γ καÈ τä ∆Ε τοÜ Ζ, íσα �ρα âστÈν
âν τÀú ΑΒ Òσα τÀú Γ, τοσαÜτα καÈ âν τÀú ∆Ε Òσα τÀú Ζ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ íσα âστÈν
âν τÀú ΒΗ Òσα τÀú Γ, τοσαÜτα καÈ âν τÀú ΕΘ Òσα τÀú Ζ: íσα �ρα âστÈν âν íλωú τÀú ΑΗ
Òσα τÀú Γ, τοσαÜτα καÈ âν íλωú τÀú ∆Θ Òσα τÀú Ζ: åσαπλ�σιον �ρα âστÈ τä ΑΗ τοÜ Γ,
τοσαυταπλ�σιον êσται καÈ τä ∆Θ τοÜ Ζ. καÈ συντεθàν �ρα πρÀτον καÈ πèµπτον τä
ΑΗ δευτèρου τοÜ Γ Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον καÈ éκτον τä ∆Θ τετ�ρτου
τοÜ Ζ.

ÇΕ�ν �ρα πρÀτον δευτèρου Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τετ�ρτου, ªù δà καÈ
πèµπτον δευτèρου Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον καÈ éκτον τετ�ρτου, καÈ συντεθàν πρÀτον καÈ
πèµπτον δευτèρου Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον καÈ éκτον τετ�ρτου: íπερ
êδει δεØcαι.

V.3

ÇΕ�ν πρÀτον δευτèρου Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τετ�ρτου, ληφθ¨ù δà Êσ�κι̋
πολλαπλ�σια τοÜ τε πρ¸του καÈ τρÐτου, καÈ δÐ Òσου τÀν ληφθèντων áκ�τερον áκατèρου
Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον τä µàν τοÜ δευτèρου τä δà τοÜ τετ�ρτου.

ΠρÀτον γ�ρ τä Α δευτèρου τοÜ Β Êσ�κι̋ êστω πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τä Γ
τετ�ρτου τοÜ ∆, καÈ εÊλ φθω
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b b

b b

b bb

b bb

Α Β

Γ ∆

Ε Ζ

Η Θ

Κ

Λ

τÀν Α, Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� ΕΖ, ΗΘ: λèγω, íτι Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΕΖ
τοÜ Β καÈ τä ΗΘ τοÜ ∆.

ÇΕπεÈ γ�ρ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΕΖ τοÜ Α καÈ τä ΗΘ τοÜ Γ, íσα �ρα âστÈν
âν τÀú ΕΖ Òσα τÀú Α, τοσαÜτα καÈ âν τÀú ΗΘ Òσα τÀú Γ. διηùρ σθω τä µàν ΕΖ εÊ̋ τ�
τÀú Α µεγèθη Òσα τ� ΕΚ, ΚΖ, τä δà ΗΘ εÊ̋ τ� τÀú Γ Òσα τ� ΗΛ, ΛΘ: êσται δ� Òσον
τä πλ¨θο̋ τÀν ΕΚ, ΚΖ τÀú πλ θει τÀν ΗΛ, ΛΘ. καÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον
τä Α τοÜ Β καÈ τä Γ τοÜ ∆, Òσον δà τä µàν ΕΚ τÀú Α, τä δà ΗΛ τÀú Γ, Êσ�κι̋
�ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΕΚ τοÜ Β καÈ τä ΗΛ τοÜ ∆. δι� τ� αÎτ� δ� Êσ�κι̋ âστÈ
πολλαπλ�σιον τä ΚΖ τοÜ Β καÈ τä ΛΘ τοÜ ∆. âπεÈ οÞν πρÀτον τä ΕΚ δευτèρου τοÜ
Β Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τä ΗΛ τετ�ρτου τοÜ ∆, êστι δà καÈ πèµπτον
τä ΚΖ δευτèρου τοÜ Β Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον καÈ éκτον τä ΛΘ τετ�ρτου τοÜ ∆, καÈ
συντεθàν �ρα πρÀτον καÈ πèµπτον τä ΕΖ δευτèρου τοÜ Β Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον
καÈ τρÐτον καÈ éκτον τä ΗΘ τετ�ρτου τοÜ ∆.

ÇΕ�ν �ρα πρÀτον δευτèρου Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιον καÈ τρÐτον τετ�ρτου, ληφθ¨ù δà
τοÜ πρ¸του καÈ τρÐτου Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, καÈ δÐ Òσου τÀν ληφθèντων áκ�τερον
áκατèρου Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον τä µàν τοÜ δευτèρου τä δà τοÜ τετ�ρτου: íπερ
êδει δεØcαι.

V.4

ÇΕ�ν πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον, καÈ
τ� Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τοÜ τε πρ¸του καÈ τρÐτου πρä̋ τ� Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τοÜ
δευτèρου καÈ τετ�ρτου καθ' åποιονοÜν πολλαπλασιασµäν τäν αÎτäν écει λìγον ληφθèντα
κατ�λληλα.

ΠρÀτον γ�ρ τä Α πρä̋ δεÔτερον τä Β τäν αÎτäν âχèτω λìγον καÈ τρÐτον τä Γ πρä̋
τèταρτον τä ∆, καÈ εÊλ φθω τÀν µàν Α, Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Ε, Ζ, τÀν δà Β, ∆
�λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ τä Ε πρä̋ τä Η,
οÕτω̋ τä Ζ πρä̋ τä Θ.
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Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν Ε, Ζ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Κ, Λ, τÀν δà Η, Θ �λλα, �
êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Μ, Ν.

[ΚαÈ] âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä µàν Ε τοÜ Α, τä δà Ζ τοÜ Γ, καÈ εÒληπται
τÀν Ε, Ζ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Κ, Λ, Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä Κ τοÜ Α καÈ
τä Λ τοÜ Γ. δι� τ� αÎτ� δ� Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä Μ τοÜ Β καÈ τä Ν τοÜ Λ.
καÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, καÈ εÒληπται τÀν µàν Α,
Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Κ, Λ, τÀν δà Β, ∆ �λλα � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ�
Μ, Ν, εÊ �ρα Íπερèχει τä Κ τοÜ Μ, Íπερèχει καÈ τä Λ τοÜ Ν, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ
εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ âστι τ� µàν Κ, Λ τÀν Ε, Ζ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ� δà Μ, Ν
τÀν Η, Θ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια: êστιν �ρα ±̋ τä Ε πρä̋ τä Η, οÕτω̋
τä Ζ πρä̋ τä Θ.

ÇΕ�ν �ρα πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον,
καÈ τ� Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τοÜ τε πρ¸του καÈ τρÐτου πρä̋ τ� Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια
τοÜ δευτèρου καÈ τετ�ρτου τäν αÎτäν écει λìγον καθ' åποιονοÜν πολλαπλασιασµäν
ληφθèντα κατ�λληλα: íπερ êδει δεØcαι.

V.5

ÇΕ�ν µèγεθο̋ µεγèθου̋ Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιον, íπερ �φαιρεθàν �φαιρεθèντο̋, καÈ τä
λοιπäν τοÜ λοιποÜ Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστι τä íλον τοÜ íλου.

Μèγεθο̋ γ�ρ τä ΑΒ µεγèθου̋ τοÜ Γ∆ Êσ�κι̋ êστω πολλαπλ�σιον, íπερ �φαιρεθàν
τä ΑΕ �φαιρεθèντο̋ τοÜ ΓΖ: λèγω, íτι καÈ λοιπäν
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b bb

b bbb

+ + + +
Α Β

Γ ∆

Ε

ΖΗ

τä ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστιν íλον τä ΑΒ
íλου τοÜ Γ∆.

ÃΟσαπλ�σιον γ�ρ âστι τä ΑΕ τοÜ ΓΖ, τοσαυταπλ�σιον γεγονèτω καÈ τä ΕΒ τοÜ
ΓΗ.

ΚαÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΕ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΕΒ τοÜ ΗΓ, Êσ�κι̋ �ρα
âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΕ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΑΒ τοÜ ΗΖ. κεØται δà Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον
τä ΑΕ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΑΒ τοÜ Γ∆. Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΒ áκατèρου
τÀν ΗΖ, Γ∆: Òσον �ρα τä ΗΖ τÀú Γ∆. κοινäν �φηùρ σθω τä ΓΖ: λοιπäν �ρα τä ΗΓ
λοιπÀú τÀú Ζ∆ Òσον âστÐν. καÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΕ τοÜ ΓΖ καÈ τä
ΕΒ τοÜ ΗΓ, Òσον δà τä ΗΓ τÀú ∆Ζ, Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΕ τοÜ ΓΖ καÈ
τä ΕΒ τοÜ Ζ∆. Êσ�κι̋ δà Íπìκειται πολλαπλ�σιον τä ΑΕ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΑΒ τοÜ Γ∆:
Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΕΒ τοÜ Ζ∆ καÈ τä ΑΒ τοÜ Γ∆. καÈ λοιπäν �ρα τä
ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστιν íλον τä ΑΒ íλου
τοÜ Γ∆.

ÇΕ�ν �ρα µèγεθο̋ µεγèθου̋ Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιον, íπερ �φαιρεθàν �φαιρεθèντο̋,
καÈ τä λοιπäν τοÜ λοιποÜ Êσ�κι̋ êσται πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστι καÈ τä íλον
τοÜ íλου: íπερ êδει δεØcαι.

V.6

ÇΕ�ν δÔο µεγèθη δÔο µεγεθÀν Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σια, καÈ �φαιρεθèντα τιν� τÀν αÎτÀν
Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σια, καÈ τ� λοιπ� τοØ̋ αÎτοØ̋ ¢τοι Òσα âστÈν £ Êσ�κι̋ αÎτÀν πολ-
λαπλ�σια.

∆Ôο γ�ρ µεγèθη τ� ΑΒ, Γ∆ δÔο µεγεθÀν τÀν Ε, Ζ Êσ�κι̋ êστω πολλαπλ�σια, καÈ
�φαιρεθèντα τ� ΑΗ, ΓΘ
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τÀν αÎτÀν τÀν Ε, Ζ Êσ�κι̋ êστω πολλαπλ�σια: λèγω, íτι καÈ λοιπ� τ� ΗΒ, Θ∆ τοØ̋
Ε, Ζ ¢τοι Òσα âστÈν £ Êσ�κι̋ αÎτÀν πολλαπλ�σια.

^Εστω γ�ρ πρìτερον τä ΗΒ τÀú Ε Òσον. λèγω, íτι καÈ τä Θ∆ τÀú Ζ Òσον âστÐν.
ΚεÐσθω γ�ρ τÀú Ζ Òσον τä ΓΚ. âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΗ τοÜ Ε καÈ τä

ΓΘ τοÜ Ζ, Òσον δà τä µàν ΗΒ τÀú Ε, τä δà ΚΓ τÀú Ζ, Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον
τä ΑΒ τοÜ Ε καÈ τä ΚΘ τοÜ Ζ. Êσ�κι̋ δà Íπìκειται πολλαπλ�σιον τä ΑΒ τοÜ Ε καÈ
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τä Γ∆ τοÜ Ζ: Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΚΘ τοÜ Ζ καÈ τä Γ∆ τοÜ Ζ. âπεÈ οÞν
áκ�τερον τÀν ΚΘ, Γ∆ τοÜ Ζ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον, Òσον �ρα âστÈ τä ΚΘ τÀú Γ∆.
κοινäν �φηùρ σθω τä ΓΘ: λοιπäν �ρα τä ΚΓ λοιπÀú τÀú Θ∆ Òσον âστÐν. �λλ� τä Ζ τÀú
ΚΓ âστιν Òσον: καÈ τä Θ∆ �ρα τÀú Ζ Òσον âστÐν. ¹στε εÊ τä ΗΒ τÀú Ε Òσον âστÐν, καÈ
τä Θ∆ Òσον êσται τÀú Ζ.

ÃΟµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι, κ�ν πολλαπλ�σιον ªù τä ΗΒ τοÜ Ε, τοσαυταπλ�σιον êσται
καÈ τä Θ∆ τοÜ Ζ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο µεγèθη δÔο µεγεθÀν Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σια, καÈ �φαιρεθèντα τιν� τÀν
αÎτÀν Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σια, καÈ τ� λοιπ� τοØ̋ αÎτοØ̋ ¢τοι Òσα âστÈν £ Êσ�κι̋ αÎτÀν
πολλαπλ�σια: íπερ êδει δεØcαι.

V.7

Τ� Òσα πρä̋ τä αÎτä τäν αÎτäν êχει λìγον καÈ τä αÎτä πρä̋ τ� Òσα.
^Εστω Òσα µεγèθη τ� Α, Β, �λλο δè τι, ç êτυχεν, µèγεθο̋ τä Γ: λèγω, íτι áκ�τερον
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τÀν Α, Β πρä̋ τä Γ τäν αÎτäν êχει λìγον, καÈ τä Γ πρä̋ áκ�τερον τÀν Α, Β.
ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν Α, Β Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� ∆, Ε, τοÜ δà Γ �λλο, ç êτυχεν,

πολλαπλ�σιον τä Ζ.
ÇΕπεÈ οÞν Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ∆ τοÜ Α καÈ τä Ε τοÜ Β, Òσον δà τä Α τÀú

Β, Òσον �ρα καÈ τä ∆ τÀú Ε. �λλο δè, ç êτυχεν, τä Ζ. ΕÊ �ρα Íπερèχει τä ∆ τοÜ Ζ,
Íπερèχει καÈ τä Ε τοÜ Ζ, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ âστι τ� µàν
∆, Ε τÀν Α, Β Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τä δà Ζ τοÜ Γ �λλο, ç êτυχεν, πολλαπλ�σιον:
êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä Β πρä̋ τä Γ.

Λèγω [δ ], íτι καÈ τä Γ πρä̋ áκ�τερον τÀν Α, Β τäν αÎτäν êχει λìγον.
ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι Òσον âστÈ τä ∆ τÀú Ε:

�λλο δè τι τä Ζ: εÊ �ρα Íπερèχει τä Ζ τοÜ ∆, Íπερèχει καÈ τοÜ Ε, καÈ εÊ Òσον, Òσον,
καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ âστι τä µàν Ζ τοÜ Γ πολλαπλ�σιον, τ� δà ∆, Ε τÀν Α,
Β �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια: êστιν �ρα ±̋ τä Γ πρä̋ τä Α, οÕτω̋ τä Γ
πρä̋ τä Β.

Τ� Òσα �ρα πρä̋ τä αÎτä τäν αÎτäν êχει λìγον καÈ τä αÎτä πρä̋ τ� Òσα.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν µεγèθη τιν� �ν�λογον ªù, καÈ �ν�παλιν �ν�λογον
êσται. íπερ êδει δεØcαι.
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V.8

ΤÀν �νÐσων µεγεθÀν τä µεØζον πρä̋ τä αÎτä µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä êλαττον.
καÈ τä αÎτä πρä̋ τä êλαττον µεÐζονα λìγον êχει ¢περ πρä̋ τä µεØζον.

^Εστω �νισα µεγèθη τ� ΑΒ, Γ, καÈ êστω µεØζον τä ΑΒ, �λλο δè, ç êτυχεν, τä ∆:
λèγω, íτι τä ΑΒ πρä̋ τä ∆ µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä Γ πρä̋ τä ∆, καÈ τä ∆ πρä̋
τä Γ µεÐζονα λìγον êχει ¢περ πρä̋ τä ΑΒ.

ÇΕπεÈ γ�ρ µεØζìν âστι τä ΑΒ τοÜ Γ, κεÐσθω τÀú Γ Òσον τä ΒΕ: τä δ� êλασσον τÀν
ΑΕ, ΕΒ πολλαπλασιαζìµενον êσται ποτà τοÜ ∆ µεØζον. êστω
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πρìτερον τä ΑΕ êλαττον τοÜ ΕΒ, καÈ πεπολλαπλασι�σθω τä ΑΕ, καÈ êστω αÎτοÜ πολ-
λαπλ�σιον τä ΖΗ µεØζον ïν τοÜ ∆, καÈ åσαπλ�σιìν âστι τä ΖΗ τοÜ ΑΕ, τοσαυταπλ�σιον
γεγονèτω καÈ τä µàν ΗΘ τοÜ ΕΒ τä δà Κ τοÜ Γ: καÈ εÊλ φθω τοÜ ∆ διπλ�σιον µàν τä
Λ, τριπλ�σιον δà τä Μ, καÈ ác¨̋ áνÈ πλεØον, éω̋ �ν τä λαµβανìµενον πολλαπλ�σιον
µàν γèνηται τοÜ ∆, πρ¸τω̋ δà µεØζον τοÜ Κ. εÊλ φθω, καÈ êστω τä Ν τετραπλ�σιον
µàν τοÜ ∆, πρ¸τω̋ δà µεØζον τοÜ Κ.

ÇΕπεÈ οÞν τä Κ τοÜ Ν πρ¸τω̋ âστÈν êλαττον, τä Κ �ρα τοÜ Μ οÖκ âστιν êλαττον.
καÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΖΗ τοÜ ΑΕ καÈ τä ΗΘ τοÜ ΕΒ, Êσ�κι̋ �ρα
âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΖΗ τοÜ ΑΕ καÈ τä ΖΘ τοÜ ΑΒ. Êσ�κι̋ δè âστι πολλαπλ�σιον
τä ΖΗ τοÜ ΑΕ καÈ τä Κ τοÜ Γ: Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΖΘ τοÜ ΑΒ καÈ
τä Κ τοÜ Γ. τ� ΖΘ, Κ �ρα τÀν ΑΒ, Γ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σια. π�λιν, âπεÈ Êσ�κι̋
âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΗΘ τοÜ ΕΒ καÈ τä Κ τοÜ Γ, Òσον δà τä ΕΒ τÀú Γ, Òσον �ρα
καÈ τä ΗΘ τÀú Κ: τä δà Κ τοÜ Μ οÖκ âστιν êλαττον: οÎδ' �ρα τä ΗΘ τοÜ Μ êλαττìν
âστιν. µεØζον δà τä ΖΗ τοÜ ∆: íλον �ρα τä ΖΘ συναµφοτèρων τÀν ∆, Μ µεØζìν
âστιν. �λλ� συναµφìτερα τ� ∆, Μ τÀú Ν âστιν Òσα, âπειδ περ τä Μ τοÜ ∆ τριπλ�σιìν
âστιν, συναµφìτερα δà τ� Μ, ∆ τοÜ ∆ âστι τετραπλ�σια, êστι δà καÈ τä Ν τοÜ ∆
τετραπλ�σιον: συναµφìτερα �ρα τ� Μ, ∆ τÀú Ν Òσα âστÐν. �λλ� τä ΖΘ τÀν Μ, ∆
µεØζìν âστιν: τä ΖΘ �ρα τοÜ Ν Íπερèχει: τä δà Κ τοÜ Ν οÎχ Íπερèχει. καÐ âστι τ� µàν
ΖΘ, Κ τÀν ΑΒ, Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τä δà Ν τοÜ ∆ �λλο, ç êτυχεν, πολλαπλ�σιον:
τä ΑΒ �ρα πρä̋ τä ∆ µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä Γ πρä̋ τä ∆.

Λèγω δ , íτι καÈ τä ∆ πρä̋ τä Γ µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä ∆ πρä̋ τä ΑΒ.
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ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι τä µàν Ν τοÜ Κ Íπερèχει,
τä δà Ν τοÜ ΖΘ οÎχ Íπερèχει. καÐ âστι τä µàν Ν τοÜ ∆ πολλαπλ�σιον, τ� δà ΖΘ, Κ
τÀν ΑΒ, Γ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια: τä ∆ �ρα πρä̋ τä Γ µεÐζονα λìγον
êχει ¢περ τä ∆ πρä̋ τä ΑΒ.

ÇΑλλ� δ� τä ΑΕ τοÜ ΕΒ
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µεØζον êστω. τä δ� êλαττον τä ΕΒ πολλαπλασιαζìµενον êσται ποτà τοÜ ∆ µεØζον.
πεπολλαπλασι�σθω, καÈ êστω τä ΗΘ πολλαπλ�σιον µàν τοÜ ΕΒ, µεØζον δà τοÜ ∆: καÈ
åσαπλ�σιìν âστι τä ΗΘ τοÜ ΕΒ, τοσαυταπλ�σιον γεγονèτω καÈ τä µàν ΖΗ τοÜ ΑΕ, τä
δà Κ τοÜ Γ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι τ� ΖΘ, Κ τÀν ΑΒ, Γ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σια: καÈ
εÊλ φθω åµοÐω̋ τä Ν πολλαπλ�σιον µàν τοÜ ∆, πρ¸τω̋ δà µεØζον τοÜ ΖΗ: ¹στε π�λιν
τä ΖΗ τοÜ Μ οÖκ âστιν êλασσον. µεØζον δà τä ΗΘ τοÜ ∆: íλον �ρα τä ΖΘ τÀν ∆, Μ,
τουτèστι τοÜ Ν, Íπερèχει. τä δà Κ τοÜ Ν οÎχ Íπερèχει, âπειδ περ καÈ τä ΖΗ µεØζον
ïν τοÜ ΗΘ, τουτèστι τοÜ Κ, τοÜ Ν οÎχ Íπερèχει. καÈ ±σαÔτω̋ κατακολουθοÜντε̋
τοØ̋ âπ�νω περαÐνοµεν τ�ν �πìδειcιν.

ΤÀν �ρα �νÐσων µεγεθÀν τä µεØζον πρä̋ τä αÎτä µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä
êλαττον: καÈ τä αÎτä πρä̋ τä êλαττον µεÐζονα λìγον êχει ¢περ πρä̋ τä µεØζον: íπερ
êδει δεØcαι.

V.9

Τ� πρä̋ τä αÎτä τäν αÎτäν êχοντα λìγον Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: καÈ πρä̋ � τä αÎτä τäν
αÎτäν êχει λìγον, âκεØνα Òσα âστÐν.

ÇΕχèτω γ�ρ áκ�τερον τÀν Α, Β πρä̋ τä Γ τäν αÎτäν λìγον: λèγω, íτι Òσον âστÈ
τä Α τÀú Β.

Α Β

Γ
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ΕÊ γ�ρ µ , οÎκ �ν áκ�τερον τÀν Α, Β πρä̋ τä Γ τäν αÎτäν εÚχε λìγον: êχει δè:
Òσον �ρα âστÈ τä Α τÀú Β.

ÇΕχèτω δ� π�λιν τä Γ πρä̋ áκ�τερον τÀν Α, Β τäν αÎτäν λìγον: λèγω, íτι Òσον
âστÈ τä Α τÀú Β.

ΕÊ γ�ρ µ , οÎκ �ν τä Γ πρä̋ áκ�τερον τÀν Α, Β τäν αÎτäν εÚχε λìγον: êχει δè:
Òσον �ρα âστÈ τä Α τÀú Β.

Τ� �ρα πρä̋ τä αÎτä τäν αÎτäν êχοντα λìγον Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: καÈ πρä̋ � τä
αÎτä τäν αÎτäν êχει λìγον, âκεØνα Òσα âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

V.10

ΤÀν πρä̋ τä αÎτä λìγον âχìντων τä µεÐζονα λìγον êχον âκεØνο µεØζìν âστιν: πρä̋
ç δà τä αÎτä µεÐζονα λìγον êχει, âκεØνο êλαττìν âστιν.

Α Β

Γ

ÇΕχèτω γ�ρ τä Α πρä̋ τä Γ µεÐζονα λìγον ¢περ τä Β πρä̋ τä Γ: λèγω, íτι µεØζìν
âστι τä Α τοÜ Β.

ΕÊ γ�ρ µ , ¢τοι Òσον âστÈ τä Α τÀú Β £ êλασσον. Òσον µàν οÞν οÖκ âστι τä Α τÀú
Β: áκ�τερον γ�ρ �ν τÀν Α, Β πρä̋ τä Γ τäν αÎτäν εÚχε λìγον. οÎκ êχει δè: οÎκ �ρα
Òσον âστÈ τä Α τÀú Β. οÎδà µ�ν êλασσìν âστι τä Α τοÜ Β: τä Α γ�ρ �ν πρä̋ τä Γ
âλ�σσονα λìγον εÚχεν ¢περ τä Β πρä̋ τä Γ. οÎκ êχει δè: οÎκ �ρα êλασσìν âστι τä
Α τοÜ Β. âδεÐχθη δà οÎδà Òσον: µεØζον �ρα âστÈ τä Α τοÜ Β.

ÇΕχèτω δ� π�λιν τä Γ πρä̋ τä Β µεÐζονα λìγον ¢περ τä Γ πρä̋ τä Α: λèγω, íτι
êλασσìν âστι τä Β τοÜ Α.

ΕÊ γ�ρ µ , ¢τοι Òσον âστÈν £ µεØζον. Òσον µàν οÞν οÖκ âστι τä Β τÀú Α: τä Γ γ�ρ
�ν πρä̋ áκ�τερον τÀν Α, Β τäν αÎτäν εÚχε λìγον. οÎκ êχει δè: οÎκ �ρα Òσον âστÈ τä
Α τÀú Β. οÎδà µ�ν µεØζìν âστι τä Β τοÜ Α: τä Γ γ�ρ �ν πρä̋ τä Β âλ�σσονα λìγον
εÚχεν ¢περ πρä̋ τä Α. οÎκ êχει δè: οÎκ �ρα µεØζìν âστι τä Β τοÜ Α. âδεÐχθη δè, íτι
οÎδà Òσον: êλαττον �ρα âστÈ τä Β τοÜ Α.

ΤÀν �ρα πρä̋ τä αÎτä λìγον âχìντων τä µεÐζονα λìγον êχον µεØζìν âστιν: καÈ
πρä̋ ç τä αÎτä µεÐζονα λìγον êχει, âκεØνο êλαττìν âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

V.11

ΟÉ τÀú αÎτÀú λìγωú οÉ αÎτοÈ καÈ �λλ λοι̋ εÊσÈν οÉ αÎτοÐ.

^Εστωσαν γ�ρ ±̋ µàν τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, ±̋ δà τä Γ πρä̋ τä
∆, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ.
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ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν Α, Γ, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, Κ, τÀν δà Β, ∆, Ζ �λλα,
� êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Λ, Μ, Ν.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, καÈ εÒληπται τÀν µàν Α,
Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, τÀν δà Β, ∆ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ�
Λ, Μ, εÊ �ρα Íπερèχει τä Η τοÜ Λ, Íπερèχει καÈ τä Θ τοÜ Μ, καÈ εÊ Òσον âστÐν, Òσον,
καÈ εÊ âλλεÐπει, âλλεÐπει. π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä
Ζ, καÈ εÒληπται τÀν Γ, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Θ, Κ, τÀν δà ∆, Ζ �λλα, � êτυχεν,
Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Μ, Ν, εÊ �ρα Íπερèχει τä Θ τοÜ Μ, Íπερèχει καÈ τä Κ τοÜ Ν,
καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. �λλ� εÊ ÍπερεØχε τä Θ τοÜ Μ, ÍπερεØχε
καÈ τä Η τοÜ Λ, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον: ¹στε καÈ εÊ Íπερèχει τä
Η τοÜ Λ, Íπερèχει καÈ τä Κ τοÜ Ν, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ
âστι τ� µàν Η, Κ τÀν Α, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ� δà Λ, Ν τÀν Β, Ζ �λλα, � êτυχεν,
Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια: êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ.

ΟÉ �ρα τÀú αÎτÀú λìγωú οÉ αÎτοÈ καÈ �λλ λοι̋ εÊσÈν οÉ αÎτοÐ: íπερ êδει δεØcαι.

V.12

ÇΕ�ν ªù åποσαοÜν µεγèθη �ν�λογον, êσται ±̋ ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν áποµèνων,
οÕτω̋ �παντα τ� �γοÔµενα πρä̋ �παντα τ� áπìµενα.

^Εστωσαν åποσαοÜν µεγèθη �ν�λογον τ� Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, ±̋ τä Α πρä̋ τä Β,
οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, καÈ τä Ε πρä̋ τä Ζ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋
τ� Α, Γ, Ε πρä̋ τ� Β, ∆, Ζ.

+ + +

+ + + + + +

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η Θ Κ

Λ Μ Ν

ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν Α, Γ, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, Κ, τÀν δà Β, ∆, Ζ
�λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Λ, Μ, Ν.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, καÈ τä Ε πρä̋ τä Ζ,
καÈ εÒληπται τÀν µàν Α, Γ, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, Κ τÀν δà Β, ∆, Ζ �λλα,
� êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Λ, Μ, Ν, εÊ �ρα Íπερèχει τä Η τοÜ Λ, Íπερèχει καÈ
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τä Θ τοÜ Μ, καÈ τä Κ τοÜ Ν, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. ¹στε καÈ
εÊ Íπερèχει τä Η τοÜ Λ, Íπερèχει καÈ τ� Η, Θ, Κ τÀν Λ, Μ, Ν, καÈ εÊ Òσον, Òσα,
καÈ εÊ êλαττον, âλ�ττονα. καÐ âστι τä µàν Η καÈ τ� Η, Θ, Κ τοÜ Α καÈ τÀν Α, Γ,
Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, âπειδ περ â�ν ªù åποσαοÜν µεγèθη åποσωνοÜν µεγεθÀν Òσων
τä πλ¨θο̋ éκαστον áκ�στου Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον, åσαπλ�σιìν âστιν ëν τÀν µεγεθÀν
áνì̋, τοσαυταπλ�σια êσται καÈ τ� π�ντα τÀν π�ντων. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä Λ καÈ
τ� Λ, Μ, Ν τοÜ Β καÈ τÀν Β, ∆, Ζ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σια: êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋
τä Β, οÕτω̋ τ� Α, Γ, Ε πρä̋ τ� Β, ∆, Ζ.

ÇΕ�ν �ρα ªù åποσαοÜν µεγèθη �ν�λογον, êσται ±̋ ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν
áποµèνων, οÕτω̋ �παντα τ� �γοÔµενα πρä̋ �παντα τ� áπìµενα: íπερ êδει δεØcαι.

V.13

ÇΕ�ν πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον, τρÐτον δà
πρä̋ τèταρτον µεÐζονα λìγον êχηù £ πèµπτον πρä̋ éκτον, καÈ πρÀτον πρä̋ δεÔτερον
µεÐζονα λìγον écει £ πèµπτον πρä̋ éκτον.

+ + +

+ + + + + +
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ΠρÀτον γ�ρ τä Α πρä̋ δεÔτερον τä Β τäν αÎτäν âχèτω λìγον καÈ τρÐτον τä Γ πρä̋
τèταρτον τä ∆, τρÐτον δà τä Γ πρä̋ τèταρτον τä ∆ µεÐζονα λìγον âχèτω £ πèµπτον
τä Ε πρä̋ éκτον τä Ζ. λèγω, íτι καÈ πρÀτον τä Α πρä̋ δεÔτερον τä Β µεÐζονα λìγον
écει ¢περ πèµπτον τä Ε πρä̋ éκτον τä Ζ.

ÇΕπεÈ γ�ρ êστι τιν� τÀν µàν Γ, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τÀν δà ∆, Ζ �λλα, �
êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, καÈ τä µàν τοÜ Γ πολλαπλ�σιον τοÜ τοÜ ∆ πολλαπλασÐου
Íπερèχει, τä δà τοÜ Ε πολλαπλ�σιον τοÜ τοÜ Ζ πολλαπλασÐου οÎχ Íπερèχει, εÊλ φθω,
καÈ êστω τÀν µàν Γ, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, τÀν δà ∆, Ζ �λλα, � êτυχεν,
Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Κ, Λ, ¹στε τä µàν Η τοÜ Κ Íπερèχειν, τä δà Θ τοÜ Λ µ�
Íπερèχειν: καÈ åσαπλ�σιον µèν âστι τä Η τοÜ Γ, τοσαυταπλ�σιον êστω καÈ τä Μ τοÜ
Α, åσαπλ�σιον δà τä Κ τοÜ ∆, τοσαυταπλ�σιον êστω καÈ τä Ν τοÜ Β.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, καÈ εÒληπται τÀν µàν
Α, Γ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Μ, Η, τÀν δà Β, ∆ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια
τ� Ν, Κ, εÊ �ρα Íπερèχει τä Μ τοÜ Ν, Íπερèχει καÈ τä Η τοÜ Κ, καÈ εÊ Òσον, Òσον,
καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. Íπερèχει δà τä Η τοÜ Κ: Íπερèχει �ρα καÈ τä Μ τοÜ Ν. τä
δà Θ τοÜ Λ οÎχ Íπερèχει: καÐ âστι τ� µàν Μ, Θ τÀν Α, Ε Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ�
δà Ν, Λ τÀν Β, Ζ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια: τä �ρα Α πρä̋ τä Β µεÐζονα
λìγον êχει ¢περ τä Ε πρä̋ τä Ζ.

ÇΕ�ν �ρα πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον,
τρÐτον δà πρä̋ τèταρτον µεÐζονα λìγον êχηù £ πèµπτον πρä̋ éκτον, καÈ πρÀτον πρä̋
δεÔτερον µεÐζονα λìγον écει £ πèµπτον πρä̋ éκτον: íπερ êδει δεØcαι.
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V.14

ÇΕ�ν πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον, τä δà
πρÀτον τοÜ τρÐτου µεØζον ªù, καÈ τä δεÔτερον τοÜ τετ�ρτου µεØζον êσται, κ�ν Òσον,
Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον.

ΠρÀτον γ�ρ τä Α πρä̋ δεÔτερον τä Β τäν αÎτäν âχèτω λìγον καÈ τρÐτον τä Γ πρä̋
τèταρτον τä ∆, µεØζον δà êστω

Α Β

Γ ∆

τä Α τοÜ Γ: λèγω, íτι καÈ τä Β τοÜ ∆ µεØζìν âστιν.
ÇΕπεÈ γ�ρ τä Α τοÜ Γ µεØζìν âστιν, �λλο δè, ç êτυχεν, [µèγεθο̋] τä Β, τä Α �ρα

πρä̋ τä Β µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä Γ πρä̋ τä Β. ±̋ δà τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä
Γ πρä̋ τä ∆: καÈ τä Γ �ρα πρä̋ τä ∆ µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä Γ πρä̋ τä Β. πρä̋
ç δà τä αÎτä µεÐζονα λìγον êχει, âκεØνο êλασσìν âστιν: êλασσον �ρα τä ∆ τοÜ Β:
¹στε µεØζìν âστι τä Β τοÜ ∆.

ÃΟµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι κ�ν Òσον ªù τä Α τÀú Γ, Òσον êσται καÈ τä Β τÀú ∆, κ�ν
êλασσον ªù τä Α τοÜ Γ, êλασσον êσται καÈ τä Β τοÜ ∆.

ÇΕ�ν �ρα πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον, τä
δà πρÀτον τοÜ τρÐτου µεØζον ªù, καÈ τä δεÔτερον τοÜ τετ�ρτου µεØζον êσται, κ�ν Òσον,
Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον: íπερ êδει δεØcαι.

V.15

Τ� µèρη τοØ̋ ±σαÔτω̋ πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον ληφθèντα κατ�λληλα.
^Εστω γ�ρ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον τä ΑΒ τοÜ Γ καÈ τä ∆Ε τοÜ Ζ: λèγω, íτι âστÈν

±̋ τä Γ πρä̋ τä Ζ, οÕτω̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ∆Ε.
ÇΕπεÈ γ�ρ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΑΒ τοÜ Γ καÈ τä ∆Ε τοÜ Ζ, íσα �ρα âστÈν

âν τÀú ΑΒ µεγèθη Òσα τÀú Γ, τοσαÜτα καÈ âν τÀú ∆Ε Òσα

b b

b b

b b

b b

Α Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η Θ

Κ Λ

τÀú Ζ. διηùρ σθω τä µàν ΑΒ εÊ̋ τ� τÀú Γ Òσα τ� ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ, τä δà ∆Ε εÊ̋ τ� τÀú Ζ
Òσα τ� ∆Κ, ΚΛ, ΛΕ: êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ τÀú πλ θει τÀν ∆Κ,
ΚΛ, ΛΕ. καÈ âπεÈ Òσα âστÈ τ� ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ �λλ λοι̋, êστι δà καÈ τ� ∆Κ, ΚΛ, ΛΕ
Òσα �λλ λοι̋, êστιν �ρα ±̋ τä ΑΗ πρä̋ τä ∆Κ, οÕτω̋ τä ΗΘ πρä̋ τä ΚΛ, καÈ τä
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ΘΒ πρä̋ τä ΛΕ. êσται �ρα καÈ ±̋ ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν áποµèνων, οÕτω̋
�παντα τ� �γοÔµενα πρä̋ �παντα τ� áπìµενα: êστιν �ρα ±̋ τä ΑΗ πρä̋ τä ∆Κ,
οÕτω̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ∆Ε. Òσον δà τä µàν ΑΗ τÀú Γ, τä δà ∆Κ τÀú Ζ: êστιν �ρα ±̋ τä
Γ πρä̋ τä Ζ οÕτω̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ∆Ε.

Τ� �ρα µèρη τοØ̋ ±σαÔτω̋ πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον ληφθèντα κατ�λληλα:
íπερ êδει δεØcαι.

V.16

ÇΕ�ν τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ âναλλ�c �ν�λογον êσται.
^Εστω τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον τ� Α, Β, Γ, ∆, ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ

πρä̋ τä ∆: λèγω, íτι καÈ âναλλ�c [�ν�

+ +

+ +

+

+
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∆
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Ζ

Η

Θ

λογον] êσται, ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä Β πρä̋ τä ∆.
ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν Α, Β Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Ε, Ζ, τÀν δà Γ, ∆ �λλα, �

êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ.
ΚαÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä Ε τοÜ Α καÈ τä Ζ τοÜ Β, τ� δà µèρη τοØ̋

±σαÔτω̋ πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον, êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋
τä Ε πρä̋ τä Ζ. ±̋ δà τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆: καÈ ±̋ �ρα τä Γ πρä̋
τä ∆, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ. π�λιν, âπεÈ τ� Η, Θ τÀν Γ, ∆ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σια,
êστιν �ρα ±̋ τä Γ πρä̋ τä ∆, οÕτω̋ τä Η πρä̋ τä Θ. ±̋ δà τä Γ πρä̋ τä ∆, [οÕτω̋]
τä Ε πρä̋ τä Ζ: καÈ ±̋ �ρα τä Ε πρä̋ τä Ζ, οÕτω̋ τä Η πρä̋ τä Θ. â�ν δà τèσσαρα
µεγèθη �ν�λογον ªù, τä δà πρÀτον τοÜ τρÐτου µεØζον ªù, καÈ τä δεÔτερον τοÜ τετ�ρτου
µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον. εÊ �ρα Íπερèχει τä Ε τοÜ Η,
Íπερèχει καÈ τä Ζ τοÜ Θ, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ âστι τ� µàν
Ε, Ζ τÀν Α, Β Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ� δà Η, Θ τÀν Γ, ∆ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋
πολλαπλ�σια: êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä Β πρä̋ τä ∆.

ÇΕ�ν �ρα τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ âναλλ�c �ν�λογον êσται: íπερ êδει
δεØcαι.

V.17

ÇΕ�ν συγκεÐµενα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ διαιρεθèντα �ν�λογον êσται.
^Εστω συγκεÐµενα µεγèθη �ν�λογον τ� ΑΒ, ΒΕ, Γ∆, ∆Ζ, ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ,

οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ τä ∆Ζ: λèγω, íτι καÈ διαιρεθèντα �ν�λογον êσται, ±̋ τä ΑΕ πρä̋
τä ΕΒ, οÕτω̋ τä ΓΖ πρä̋ τä ∆Ζ.
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ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν ΑΕ, ΕΒ, ΓΖ, Ζ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� ΗΘ, ΘΚ, ΛΜ, ΜΝ,
τÀν δà ΕΒ, Ζ∆ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� ΚC, ΝΠ.

ΚαÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΗΘ τοÜ ΑΕ καÈ τä ΘΚ τοÜ ΕΒ, Êσ�κι̋ �ρα
âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΗΘ τοÜ ΑΕ καÈ τä ΗΚ τοÜ ΑΒ. Êσ�κι̋ δè âστι πολλαπλ�σιον
τä ΗΘ τοÜ ΑΕ καÈ τä ΛΜ τοÜ ΓΖ: Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΗΚ τοÜ ΑΒ καÈ
τä ΛΜ τοÜ ΓΖ. π�λιν, âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΛΜ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΜΝ τοÜ
Ζ∆, Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΛΜ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΛΝ τοÜ Γ∆. Êσ�κι̋ δà ªν
πολλαπλ�σιον τä ΛΜ τοÜ ΓΖ καÈ τä ΗΚ τοÜ ΑΒ: Êσ�κι̋ �ρα âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΗΚ
τοÜ ΑΒ καÈ τä ΛΝ τοÜ Γ∆. τ� ΗΚ, ΛΝ �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σια.
π�λιν, âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον τä ΘΚ τοÜ ΕΒ καÈ τä ΜΝ τοÜ Ζ∆, êστι δà καÈ
τä ΚC τοÜ ΕΒ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σιον καÈ τä ΝΠ τοÜ Ζ∆, καÈ συντεθàν τä ΘC τοÜ ΕΒ
Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σιον καÈ τä ΜΠ τοÜ Ζ∆. ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ,
οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ τä ∆Ζ, καÈ εÒληπται τÀν µàν ΑΒ, Γ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� ΗΚ,
ΛΝ, τÀν δà ΕΒ, Ζ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� ΘC, ΜΠ, εÊ �ρα Íπερèχει τä ΗΚ τοÜ ΘC,
Íπερèχει καÈ τä ΛΝ τοÜ ΜΠ, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. Íπερεχèτω
δ� τä ΗΚ τοÜ ΘC, καÈ κοινοÜ �φαιρεθèντο̋ τοÜ ΘΚ Íπερèχει �ρα καÈ τä ΗΘ τοÜ ΚC.
�λλ� εÊ ÍπερεØχε τä ΗΚ τοÜ ΘC, ÍπερεØχε καÈ τä ΛΝ τοÜ ΜΠ: Íπερèχει �ρα καÈ τä
ΛΝ τοÜ ΜΠ, καÈ κοινοÜ �φαιρεθèντο̋ τοÜ ΜΝ Íπερèχει καÈ τä ΛΜ τοÜ ΝΠ: ¹στε εÊ
Íπερèχει τä ΗΘ τοÜ ΚC, Íπερèχει καÈ τä ΛΜ τοÜ ΝΠ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι κ�ν
Òσον ªù τä ΗΘ τÀú ΚC, Òσον êσται καÈ τä ΛΜ τÀú ΝΠ, κ�ν êλαττον, êλαττον. καÐ âστι
τ� µàν ΗΘ, ΛΜ τÀν ΑΕ, ΓΖ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ� δà ΚC, ΝΠ τÀν ΕΒ, Ζ∆ �λλα,
� êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια: êστιν �ρα ±̋ τä ΑΕ πρä̋ τä ΕΒ, οÕτω̋ τä ΓΖ πρä̋
τä Ζ∆.

ÇΕ�ν �ρα συγκεÐµενα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ διαιρεθèντα �ν�λογον êσται: íπερ
êδει δεØcαι.

V.18

ÇΕ�ν διηùρηµèνα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ συντεθèντα �ν�λογον êσται.
^Εστω διηùρηµèνα µεγèθη �ν�λογον τ� ΑΕ, ΕΒ, ΓΖ, Ζ∆, ±̋ τä ΑΕ πρä̋ τä ΕΒ,

οÕτω̋ τä ΓΖ πρä̋ τä Ζ∆: λèγω, íτι καÈ συντεθèντα �ν�λογον
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êσται, ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ, οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ τä Ζ∆.
ΕÊ γ�ρ µ  âστιν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ, οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ τä ∆Ζ, êσται ±̋ τä

ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ, οÕτω̋ τä Γ∆ ¢τοι πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ∆Ζ £ πρä̋ µεØζον.
^Εστω πρìτερον πρä̋ êλασσον τä ∆Η. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ,

οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ τä ∆Η, συγκεÐµενα µεγèθη �ν�λογìν âστιν: ¹στε καÈ διαιρεθèντα
�ν�λογον êσται. êστιν �ρα ±̋ τä ΑΕ πρä̋ τä ΕΒ, οÕτω̋ τä ΓΗ πρä̋ τä Η∆. Íπìκειται
δà καÈ ±̋ τä ΑΕ πρä̋ τä ΕΒ, οÕτω̋ τä ΓΖ πρä̋ τä Ζ∆. καÈ ±̋ �ρα τä ΓΗ πρä̋ τä
Η∆, οÕτω̋ τä ΓΖ πρä̋ τä Ζ∆. µεØζον δà τä πρÀτον τä ΓΗ τοÜ τρÐτου τοÜ ΓΖ: µεØζον
�ρα καÈ τä δεÔτερον τä Η∆ τοÜ τετ�ρτου τοÜ Ζ∆. �λλ� καÈ êλαττον: íπερ âστÈν
�δÔνατον: οÎκ �ρα âστÈν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ, οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ êλασσον τοÜ Ζ∆.
åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà πρä̋ µεØζον: πρä̋ αÎτä �ρα.

ÇΕ�ν �ρα διηùρηµèνα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ συντεθèντα �ν�λογον êσται: íπερ êδει
δεØcαι.

V.19

ÇΕ�ν ªù ±̋ íλον πρä̋ íλον, οÕτω̋ �φαιρεθàν πρä̋ �φαιρεθèν, καÈ τä λοιπäν πρä̋ τä
λοιπäν êσται ±̋ íλον πρä̋ íλον.

^Εστω γ�ρ ±̋ íλον τä ΑΒ πρä̋ íλον τä Γ∆, οÕτω̋ �φαιρεθàν τä ΑΕ πρä̋
�φαιρεθàν τä ΓΖ: λèγω, íτι καÈ λοιπäν τä ΕΒ πρä̋ λοιπäν τä Ζ∆ êσται ±̋ íλον
τä ΑΒ πρä̋ íλον τä Γ∆.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä Γ∆, οÕτω̋ τä ΑΕ πρä̋ τä ΓΖ, καÈ âναλλ�c ±̋
τä ΒΑ πρä̋ τä ΑΕ, οÕτω̋ τä ∆Γ πρä̋ τä ΓΖ. καÈ
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âπεÈ συγκεÐµενα µεγèθη �ν�λογìν âστιν, καÈ διαιρεθèντα �ν�λογον êσται, ±̋ τä
ΒΕ πρä̋ τä ΕΑ, οÕτω̋ τä ∆Ζ πρä̋ τä ΓΖ: καÈ âναλλ�c, ±̋ τä ΒΕ πρä̋ τä ∆Ζ, οÕτω̋
τä ΕΑ πρä̋ τä ΖΓ. ±̋ δà τä ΑΕ πρä̋ τä ΓΖ, οÕτω̋ Íπìκειται íλον τä ΑΒ πρä̋ íλον
τä Γ∆. καÈ λοιπäν �ρα τä ΕΒ πρä̋ λοιπäν τä Ζ∆ êσται ±̋ íλον τä ΑΒ πρä̋ íλον τä
Γ∆.

ÇΕ�ν �ρα ªù ±̋ íλον πρä̋ íλον, οÕτω̋ �φαιρεθàν πρä̋ �φαιρεθèν, καÈ τä λοιπäν
πρä̋ τä λοιπäν êσται ±̋ íλον πρä̋ íλον [íπερ êδει δεØcαι].

[ΚαÈ âπεÈ âδεÐχθη ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä Γ∆, οÕτω̋ τä ΕΒ πρä̋ τä Ζ∆, καÈ âναλλ�c ±̋
τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΕ οÕτω̋ τä Γ∆ πρä̋ τä Ζ∆, συγκεÐµενα �ρα µεγèθη �ν�λογìν âστιν:
âδεÐχθη δà ±̋ τä ΒΑ πρä̋ τä ΑΕ, οÕτω̋ τä ∆Γ πρä̋ τä ΓΖ: καÐ âστιν �ναστρèψαντι].

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν συγκεÐµενα µεγèθη �ν�λογον ªù, καÈ �ναστρèψαντι
�ν�λογον êσται: íπερ êδει δεØcαι.
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V.20

ÇΕ�ν ªù τρÐα µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋, σÔνδυο λαµβανìµενα καÈ âν τÀú
αÎτÀú λìγωú, δÐ Òσου δà τä πρÀτον τοÜ τρÐτου µεØζον ªù, καÈ τä τèταρτον τοÜ éκτου
µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον.

^Εστω τρÐα µεγèθη τ� Α, Β, Γ, καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ τ� ∆, Ε, Ζ, σÔνδυο
λαµβανìµενα âν τÀú αÎτÀú λìγωú, ±̋ µàν τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ε, ±̋

Α
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∆
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δà τä Β πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ, δÐ Òσου δà µεØζον êστω τä Α τοÜ Γ: λèγω,
íτι καÈ τä ∆ τοÜ Ζ µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον.

ÇΕπεÈ γ�ρ µεØζìν âστι τä Α τοÜ Γ, �λλο δè τι τä Β, τä δà µεØζον πρä̋ τä αÎτä
µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä êλαττον, τä Α �ρα πρä̋ τä Β µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä
Γ πρä̋ τä Β. �λλ' ±̋ µàν τä Α πρä̋ τä Β, [οÕτω̋] τä ∆ πρä̋ τä Ε, ±̋ δà τä Γ πρä̋
τä Β, �ν�παλιν οÕτω̋ τä Ζ πρä̋ τä Ε: καÈ τä ∆ �ρα πρä̋ τä Ε µεÐζονα λìγον êχει
¢περ τä Ζ πρä̋ τä Ε. τÀν δà πρä̋ τä αÎτä λìγον âχìντων τä µεÐζονα λìγον êχον
µεØζìν âστιν. µεØζον �ρα τä ∆ τοÜ Ζ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι κ�ν Òσον ªù τä Α τÀú Γ,
Òσον êσται καÈ τä ∆ τÀú Ζ, κ�ν êλαττον, êλαττον.

ÇΕ�ν �ρα ªù τρÐα µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋, σÔνδυο λαµβανìµενα καÈ
âν τÀú αÎτÀú λìγωú, δÐ Òσου δà τä πρÀτον τοÜ τρÐτου µεØζον ªù, καÈ τä τèταρτον τοÜ
éκτου µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον: íπερ êδει δεØcαι.

V.21

ÇΕ�ν ªù τρÐα µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ σÔνδυο λαµβανìµενα καÈ âν τÀú αÎτÀú
λìγωú, ªù δà τεταραγµèνη αÎτÀν � �ναλογÐα, δÐ Òσου δà τä πρÀτον τοÜ τρÐτου µεØζον
ªù, καÈ τä τèταρτον τοÜ éκτου µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον.

^Εστω τρÐα µεγèθη τ� Α, Β, Γ καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ τ� ∆, Ε, Ζ, σÔνδυο
λαµβανìµενα καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, êστω δà τεταραγµèνη
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αÎτÀν � �ναλογÐα, ±̋ µàν τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ, ±̋ δà τä Β πρä̋
τä Γ, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ε, δÐ Òσου δà τä Α τοÜ Γ µεØζον êστω: λèγω, íτι καÈ τä ∆
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τοÜ Ζ µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον, êλαττον.
ÇΕπεÈ γ�ρ µεØζìν âστι τä Α τοÜ Γ, �λλο δè τι τä Β, τä Α �ρα πρä̋ τä Β µεÐζονα

λìγον êχει ¢περ τä Γ πρä̋ τä Β. �λλ' ±̋ µàν τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä
Ζ, ±̋ δà τä Γ πρä̋ τä Β, �ν�παλιν οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä ∆. καÈ τä Ε �ρα πρä̋ τä
Ζ µεÐζονα λìγον êχει ¢περ τä Ε πρä̋ τä ∆. πρä̋ ç δà τä αÎτä µεÐζονα λìγον êχει,
âκεØνο êλασσìν âστιν: êλασσον �ρα âστÈ τä Ζ τοÜ ∆: µεØζον �ρα âστÈ τä ∆ τοÜ Ζ.
åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι κ�ν Òσον ªù τä Α τÀú Γ, Òσον êσται καÈ τä ∆ τÀú Ζ, κ�ν êλαττον,
êλαττον.

ÇΕ�ν �ρα ªù τρÐα µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋, σÔνδυο λαµβανìµενα καÈ âν
τÀú αÎτÀú λìγωú, ªù δà τεταραγµèνη αÎτÀν � �ναλογÐα, δÐ Òσου δà τä πρÀτον τοÜ τρÐτου
µεØζον ªù, καÈ τä τèταρτον τοÜ éκτου µεØζον êσται, κ�ν Òσον, Òσον, κ�ν êλαττον,
êλαττον: íπερ êδει δεØcαι.

V.22

ÇΕ�ν ªù åποσαοÜν µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋, σÔνδυο λαµβανìµενα καÈ âν
τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ δÐ Òσου âν τÀú αÎτÀú λìγωú êσται.

+

+

+ +

+ +

+

+

Α Β Γ

∆ Ε Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

^Εστω åποσαοÜν µεγèθη τ� Α, Β, Γ καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ τ� ∆, Ε, Ζ,
σÔνδυο λαµβανìµενα âν τÀú αÎτÀú λìγωú, ±̋ µàν τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä
Ε, ±̋ δà τä Β πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ: λèγω, íτι καÈ δÐ Òσου âν τÀú αÎτÀú
λìγωú êσται.

ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν Α, ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, τÀν δà Β, Ε �λλα,
� êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Κ, Λ, καÈ êτι τÀν Γ, Ζ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋
πολλαπλ�σια τ� Μ, Ν.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ε, καÈ εÒληπται τÀν µàν
Α, ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, τÀν δà Β, Ε �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια
τ� Κ, Λ, êστιν �ρα ±̋ τä Η πρä̋ τä Κ, οÕτω̋ τä Θ πρä̋ τä Λ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋
τä Κ πρä̋ τä Μ, οÕτω̋ τä Λ πρä̋ τä Ν. âπεÈ οÞν τρÐα µεγèθη âστÈ τ� Η, Κ, Μ, καÈ
�λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ τ� Θ, Λ, Ν, σÔνδυο λαµβανìµενα καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú,
δÐ Òσου �ρα, εÊ Íπερèχει τä Η τοÜ Μ, Íπερèχει καÈ τä Θ τοÜ Ν, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ
εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ âστι τ� µàν Η, Θ τÀν Α, ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ� δà Μ, Ν
τÀν Γ, Ζ �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια. êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋
τä ∆ πρä̋ τä Ζ.

ÇΕ�ν �ρα ªù åποσαοÜν µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋, σÔνδυο λαµβανìµενα
âν τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ δÐ Òσου âν τÀú αÎτÀú λìγωú êσται: íπερ êδει δεØcαι.
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V.23

ÇΕ�ν ªù τρÐα µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ σÔνδυο λαµβανìµενα âν τÀú αÎτÀú
λìγωú, ªù δà τεταραγµèνη αÎτÀν � �ναλογÐα, καÈ δÐ Òσου âν τÀú αÎτÀú λìγωú êσται.

^Εστω τρÐα µεγèθη τ� Α, Β, Γ καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ σÔνδυο λαµβανìµενα
âν τÀú αÎτÀú λìγωú τ� ∆, Ε, Ζ, êστω δà τεταραγµèνη αÎτÀν � �ναλογÐα, ±̋ µàν τä
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Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ, ±̋ δà τä Β πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ε:
λèγω, íτι âστÈν ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ζ.

ΕÊλ φθω τÀν µàν Α, Β, ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ, Κ, τÀν δà Γ, Ε, Ζ �λλα,
� êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ� Λ, Μ, Ν.

ΚαÈ âπεÈ Êσ�κι̋ âστÈ πολλαπλ�σια τ� Η, Θ τÀν Α, Β, τ� δà µèρη τοØ̋ ±σαÔτω̋
πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον, êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Η πρä̋
τä Θ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ, οÕτω̋ τä Μ πρä̋ τä Ν: καÐ âστιν ±̋
τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ: καÈ ±̋ �ρα τä Η πρä̋ τä Θ, οÕτω̋ τä Μ
πρä̋ τä Ν. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Β πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ε, καÈ âναλλ�c
±̋ τä Β πρä̋ τä ∆, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä Ε. καÈ âπεÈ τ� Θ, Κ τÀν Β, ∆ Êσ�κι̋ âστÈ
πολλαπλ�σια, τ� δà µèρη τοØ̋ Êσ�κι̋ πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον, êστιν �ρα
±̋ τä Β πρä̋ τä ∆, οÕτω̋ τä Θ πρä̋ τä Κ. �λλ' ±̋ τä Β πρä̋ τä ∆, οÕτω̋ τä Γ
πρä̋ τä Ε: καÈ ±̋ �ρα τä Θ πρä̋ τä Κ, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä Ε. π�λιν, âπεÈ τ� Λ, Μ
τÀν Γ, Ε Êσ�κι̋ âστι πολλαπλ�σια, êστιν �ρα ±̋ τä Γ πρä̋ τä Ε, οÕτω̋ τä Λ πρä̋
τä Μ. �λλ' ±̋ τä Γ πρä̋ τä Ε, οÕτω̋ τä Θ πρä̋ τä Κ: καÈ ±̋ �ρα τä Θ πρä̋ τä Κ,
οÕτω̋ τä Λ πρä̋ τä Μ, καÈ âναλλ�c ±̋ τä Θ πρä̋ τä Λ, τä Κ πρä̋ τä Μ. âδεÐχθη
δà καÈ ±̋ τä Η πρä̋ τä Θ, οÕτω̋ τä Μ πρä̋ τä Ν. âπεÈ οÞν τρÐα µεγèθη âστÈ τ� Η,
Θ, Λ, καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ τ� Κ, Μ, Ν σÔνδυο λαµβανìµενα âν τÀú αÎτÀú
λìγωú, καÐ âστιν αÎτÀν τεταραγµèνη � �ναλογÐα, δÐ Òσου �ρα, εÊ Íπερèχει τä Η τοÜ Λ,
Íπερèχει καÈ τä Κ τοÜ Ν, καÈ εÊ Òσον, Òσον, καÈ εÊ êλαττον, êλαττον. καÐ âστι τ� µàν
Η, Κ τÀν Α, ∆ Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τ� δà Λ, Ν τÀν Γ, Ζ. êστιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä
Γ, οÕτω̋ τä ∆ πρä̋ τä Ζ.

ÇΕ�ν �ρα ªù τρÐα µεγèθη καÈ �λλα αÎτοØ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ σÔνδυο λαµβανìµενα âν τÀú
αÎτÀú λìγωú, ªù δà τεταραγµèνη αÎτÀν � �ναλογÐα, καÈ δÐ Òσου âν τÀú αÎτÀú λìγωú êσται:
íπερ êδει δεØcαι.

V.24

ÇΕ�ν πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον, êχηù δà
καÈ πèµπτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν λìγον καÈ éκτον πρä̋ τèταρτον, καÈ συντεθàν
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πρÀτον καÈ πèµπτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν écει λìγον καÈ τρÐτον καÈ éκτον πρä̋
τèταρτον.

ΠρÀτον γ�ρ τä ΑΒ πρä̋ δεÔτερον τä Γ τäν αÎτäν âχèτω λìγον καÈ τρÐτον τä ∆Ε
πρä̋ τèταρτον τä Ζ, âχèτω δà καÈ πèµπτον τä ΒΗ πρä̋ δεÔτερον τä Γ τäν

b b b

b b b

Α Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η

Θ

αÎτäν λìγον καÈ éκτον τä ΕΘ πρä̋ τèταρτον τä Ζ: λèγω, íτι καÈ συντεθàν πρÀτον
καÈ πèµπτον τä ΑΗ πρä̋ δεÔτερον τä Γ τäν αÎτäν écει λìγον, καÈ τρÐτον καÈ éκτον
τä ∆Θ πρä̋ τèταρτον τä Ζ.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ τä ΒΗ πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä ΕΘ πρä̋ τä Ζ, �ν�παλιν �ρα ±̋ τä
Γ πρä̋ τä ΒΗ, οÕτω̋ τä Ζ πρä̋ τä ΕΘ. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä
∆Ε πρä̋ τä Ζ, ±̋ δà τä Γ πρä̋ τä ΒΗ, οÕτω̋ τä Ζ πρä̋ τä ΕΘ, δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋
τä ΑΒ πρä̋ τä ΒΗ, οÕτω̋ τä ∆Ε πρä̋ τä ΕΘ. καÈ âπεÈ διηùρηµèνα µεγèθη �ν�λογìν
âστιν, καÈ συντεθèντα �ν�λογον êσται: êστιν �ρα ±̋ τä ΑΗ πρä̋ τä ΗΒ, οÕτω̋ τä
∆Θ πρä̋ τä ΘΕ. êστι δà καÈ ±̋ τä ΒΗ πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä ΕΘ πρä̋ τä Ζ: δÐ Òσου
�ρα âστÈν ±̋ τä ΑΗ πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ τä ∆Θ πρä̋ τä Ζ.

ÇΕ�ν �ρα πρÀτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν êχηù λìγον καÈ τρÐτον πρä̋ τèταρτον, êχηù
δà καÈ πèµπτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν λìγον καÈ éκτον πρä̋ τèταρτον, καÈ συντεθàν
πρÀτον καÈ πèµπτον πρä̋ δεÔτερον τäν αÎτäν écει λìγον καÈ τρÐτον καÈ éκτον πρä̋
τèταρτον: íπερ êδει δεØcαι.

V.25

ÇΕ�ν τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον ªù, τä µèγιστον [αÎτÀν] καÈ τä âλ�χιστον δÔο τÀν
λοιπÀν µεÐζον� âστιν.

^Εστω τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον τ� ΑΒ, Γ∆, Ε, Ζ, ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä Γ∆, οÕτω̋
τä Ε πρä̋ τä Ζ, êστω δà µèγιστον µàν αÎτÀν τä ΑΒ, âλ�χιστον
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δà τä Ζ: λèγω, íτι τ� ΑΒ, Ζ τÀν Γ∆, Ε µεÐζον� âστιν.
ΚεÐσθω γ�ρ τÀú µàν Ε Òσον τä ΑΗ, τÀú δà Ζ Òσον τä ΓΘ.
ÇΕπεÈ [οÞν] âστιν ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä Γ∆, οÕτω̋ τä Ε πρä̋ τä Ζ, Òσον δà τä µàν

Ε τÀú ΑΗ, τä δà Ζ τÀú ΓΘ, êστιν �ρα ±̋ τä ΑΒ πρä̋ τä Γ∆, οÕτω̋ τä ΑΗ πρä̋ τä
ΓΘ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ íλον τä ΑΒ πρä̋ íλον τä Γ∆, οÕτω̋ �φαιρεθàν τä ΑΗ πρä̋
�φαιρεθàν τä ΓΘ, καÈ λοιπäν �ρα τä ΗΒ πρä̋ λοιπäν τä Θ∆ êσται ±̋ íλον τä ΑΒ
πρä̋ íλον τä Γ∆. µεØζον δà τä ΑΒ τοÜ Γ∆: µεØζον �ρα καÈ τä ΗΒ τοÜ Θ∆. καÈ âπεÈ
Òσον âστÈ τä µàν ΑΗ τÀú Ε, τä δà ΓΘ τÀú Ζ, τ� �ρα ΑΗ, Ζ Òσα âστÈ τοØ̋ ΓΘ, Ε. ΚαÈ
[âπεÈ] â�ν [�νÐσοι̋ Òσα προστεθ¨ù, τ� íλα �νισ� âστιν, â�ν �ρα] τÀν ΗΒ, Θ∆ �νÐσων
îντων καÈ µεÐζονο̋ τοÜ ΗΒ τÀú µàν ΗΒ προστεθ¨ù τ� ΑΗ, Ζ, τÀú δà Θ∆ προστεθ¨ù τ�
ΓΘ, Ε, συν�γεται τ� ΑΒ, Ζ µεÐζονα τÀν Γ∆, Ε.

ÇΕ�ν �ρα τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον ªù, τä µèγιστον αÎτÀν καÈ τä âλ�χιστον δÔο
τÀν λοιπÀν µεÐζον� âστιν: íπερ êδει δεØcαι.
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BIBΛION VI

ΟΡΟΙ

1. �Οµοια σχ µατα εÎθÔγραµµ� âστιν, íσα τ�̋ τε γωνÐα̋ Òσα̋ êχει κατ� µÐαν καÈ
τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ πλευρ�̋ �ν�λογον.

2. [ÇΑντιπεπονθìτα δà σχ µατ� âστιν, íταν âν áκατèρωú τÀν σχηµ�των �γοÔµενοÐ τε
καÈ áπìµενοι λìγοι Âσιν.]

3. Α̂κρον καÈ µèσον λìγον εÎθεØα τετµ¨σθαι λèγεται, íταν ªù ±̋ � íλη πρä̋ τä
µεØζον τµ¨µα, οÕτω̋ τä µεØζον πρä̋ τä êλαττον.

4. �Υψο̋ âστÈ παντä̋ σχ µατο̋ � �πä τ¨̋ κορυφ¨̋ âπÈ τ�ν β�σιν κ�θετο̋ �γοµèνη.

5. [Λìγο̋ âκ λìγων συγκεØσθαι λèγεται, íταν αÉ τÀν λìγων πηλικìτητε̋ âφ' áαυτ�̋
πολλαπλασιασθεØσαι ποιÀσÐ τινα.]

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

VI.1

Τ� τρÐγωνα καÈ τ� παραλληλìγραµµα, τ� Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντα πρä̋ �λληλ� âστιν
±̋ αÉ β�σει̋.
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^Εστω τρÐγωνα µàν τ� ΑΒΓ, ΑΓ∆, παραλληλìγραµµα δà τ� ΕΓ, ΓΖ Íπä τä αÎτä
Õψο̋ τä ΑΓ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν Γ∆ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΒΓ
τρÐγωνον πρä̋ τä ΑΓ∆ τρÐγωνον, καÈ τä ΕΓ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΖ παρ-
αλληλìγραµµον.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ � Β∆ âφ' áκ�τερα τ� µèρη âπÈ τ� Θ, Λ σηµεØα, καÈ κεÐσθωσαν
τ¨ù µàν ΒΓ β�σει Òσαι [åσαιδηποτοÜν] αÉ ΒΗ, ΗΘ, τ¨ù δà Γ∆ β�σει Òσαι åσαιδηποτοÜν
αÉ ∆Κ, ΚΛ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΗ, ΑΘ, ΑΚ, ΑΛ.

ΚαÈ âπεÈ Òσαι εÊσÈν αÉ ΓΒ, ΒΗ, ΗΘ �λλ λαι̋, Òσα âστÈ καÈ τ� ΑΘΗ, ΑΗΒ, ΑΒΓ
τρÐγωνα �λλ λοι̋. åσαπλασÐων �ρα âστÈν � ΘΓ β�σι̋ τ¨̋ ΒΓ β�σεω̋, τοσαυταπλ�σιìν
âστι καÈ τä ΑΘΓ τρÐγωνον τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου. δι� τ� αÎτ� δ� åσαπλασÐων âστÈν � ΛΓ
β�σι̋ τ¨̋ Γ∆ β�σεω̋, τοσαυταπλ�σιìν âστι καÈ τä ΑΛΓ τρÐγωνον τοÜ ΑΓ∆ τριγ¸νου:
καÈ εÊ Òση âστÈν � ΘΓ β�σι̋ τ¨ù ΓΛ β�σει, Òσον âστÈ καÈ τä ΑΘΓ τρÐγωνον τÀú ΑΓΛ
τριγ¸νωú, καÈ εÊ Íπερèχει � ΘΓ β�σι̋ τ¨̋ ΓΛ β�σεω̋, Íπερèχει καÈ τä ΑΘΓ τρÐγωνον
τοÜ ΑΓΛ τριγ¸νου, καÈ εÊ âλ�σσων, êλασσον. τεσσ�ρων δ� îντων µεγεθÀν δÔο µàν
β�σεων τÀν ΒΓ, Γ∆, δÔο δà τριγ¸νων τÀν ΑΒΓ, ΑΓ∆ εÒληπται Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια
τ¨̋ µàν ΒΓ β�σεω̋ καÈ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου ¡ τε ΘΓ β�σι̋ καÈ τä ΑΘΓ τρÐγωνον,
τ¨̋ δà Γ∆ β�σεω̋ καÈ τοÜ Α∆Γ τριγ¸νου �λλα, � êτυχεν, Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια ¡ τε
ΛΓ β�σι̋ καÈ τä ΑΛΓ τρÐγωνον: καÈ δèδεικται, íτι, εÊ Íπερèχει � ΘΓ β�σι̋ τ¨̋ ΓΛ
β�σεω̋, Íπερèχει καÈ τä ΑΘΓ τρÐγωνον τοÜ ΑΛΓ τριγ¸νου, καÈ εÊ Òση, Òσον, καÈ εÊ
âλ�σσων, êλασσον: êστιν �ρα ±̋ � ΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν Γ∆ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΒΓ
τρÐγωνον πρä̋ τä ΑΓ∆ τρÐγωνον.

ΚαÈ âπεÈ τοÜ µàν ΑΒΓ τριγ¸νου διπλ�σιìν âστι τä ΕΓ παραλληλìγραµµον, τοÜ δà
ΑΓ∆ τριγ¸νου διπλ�σιìν âστι τä ΖΓ παραλληλìγραµµον, τ� δà µèρη τοØ̋ ±σαÔτω̋
πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον, êστιν �ρα ±̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΑΓ∆
τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΕΓ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΖΓ παραλληλìγραµµον. âπεÈ
οÞν âδεÐχθη, ±̋ µàν � ΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä
ΑΓ∆ τρÐγωνον, ±̋ δà τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΑΓ∆ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΕΓ παρ-
αλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΖ παραλληλìγραµµον, καÈ ±̋ �ρα � ΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν Γ∆
β�σιν, οÕτω̋ τä ΕΓ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΖΓ παραλληλìγραµµον.

Τ� �ρα τρÐγωνα καÈ τ� παραλληλìγραµµα τ� Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντα πρä̋ �λληλ�
âστιν ±̋ αÉ β�σει̋: íπερ êδει δεØcαι.

VI.2

ÇΕ�ν τριγ¸νου παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν �χθ¨ù τι̋ εÎθεØα, �ν�λογον τεµεØ τ�̋ τοÜ
τριγ¸νου πλευρ�̋: καÈ â�ν αÉ τοÜ τριγ¸νου πλευραÈ �ν�λογον τµηθÀσιν, � âπÈ τ�̋
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τοµ�̋ âπιζευγνυµèνη εÎθεØα παρ� τ�ν λοιπ�ν êσται τοÜ τριγ¸νου πλευρ�ν.
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Τριγ¸νου γ�ρ τοÜ ΑΒΓ παρ�λληλο̋ µι�ø τÀν πλευρÀν τ¨ù ΒΓ ¢χθω � ∆Ε: λèγω,
íτι âστÈν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ.

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΒΕ, Γ∆.

Ι̂σον �ρα âστÈ Β∆Ε τρÐγωνον τÀú Γ∆Ε τριγ¸νωú: âπÈ γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ âστι
τ¨̋ ∆Ε καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ∆Ε, ΒΓ: �λλο δè τι τä Α∆Ε τρÐγωνον.
τ� δà Òσα πρä̋ τä αÎτä τäν αÎτäν êχει λìγον: êστιν �ρα ±̋ τä Β∆Ε τρÐγωνον πρä̋
τä Α∆Ε [τρÐγωνον], οÕτω̋ τä Γ∆Ε τρÐγωνον πρä̋ τä Α∆Ε τρÐγωνον. �λλ' ±̋ µàν
τä Β∆Ε τρÐγωνον πρä̋ τä Α∆Ε, οÕτω̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α: Íπä γ�ρ τä αÎτä Õψο̋
îντα τ�ν �πä τοÜ Ε âπÈ τ�ν ΑΒ κ�θετον �γοµèνην πρä̋ �λληλ� εÊσιν ±̋ αÉ β�σει̋.
δι� τ� αÎτ� δ� ±̋ τä Γ∆Ε τρÐγωνον πρä̋ τä Α∆Ε, οÕτω̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ: καÈ ±̋
�ρα � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ.

ÇΑλλ� δ� αÉ τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου πλευραÈ αÉ ΑΒ, ΑΓ �ν�λογον τετµ σθωσαν, ±̋
� Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Ε: λèγω, íτι
παρ�λληλì̋ âστιν � ∆Ε τ¨ù ΒΓ.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÐ âστιν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΓΕ
πρä̋ τ�ν ΕΑ, �λλ' ±̋ µàν � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ τä Β∆Ε τρÐγωνον πρä̋ τä Α∆Ε
τρÐγωνον, ±̋ δà � ΓΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ, οÕτω̋ τä Γ∆Ε τρÐγωνον πρä̋ τä Α∆Ε τρÐγωνον,
καÈ ±̋ �ρα τä Β∆Ε τρÐγωνον πρä̋ τä Α∆Ε τρÐγωνον, οÕτω̋ τä Γ∆Ε τρÐγωνον πρä̋
τä Α∆Ε τρÐγωνον. áκ�τερον �ρα τÀν Β∆Ε, Γ∆Ε τριγ¸νων πρä̋ τä Α∆Ε τäν αÎτäν
êχει λìγον. Òσον �ρα âστÈ τä Β∆Ε τρÐγωνον τÀú Γ∆Ε τριγ¸νωú: καÐ εÊσιν âπÈ τ¨̋
αÎτ¨̋ β�σεω̋ τ¨̋ ∆Ε. τ� δà Òσα τρÐγωνα καÈ âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα καÈ âν ταØ̋
αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ âστÐν. παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ∆Ε τ¨ù ΒΓ.

ÇΕ�ν �ρα τριγ¸νου παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν �χθ¨ù τι̋ εÎθεØα, �ν�λογον τεµεØ τ�̋
τοÜ τριγ¸νου πλευρ�̋: καÈ â�ν αÉ τοÜ τριγ¸νου πλευραÈ �ν�λογον τµηθÀσιν, � âπÈ
τ�̋ τοµ�̋ âπιζευγνυµèνη εÎθεØα παρ� τ�ν λοιπ�ν êσται τοÜ τριγ¸νου πλευρ�ν: íπερ
êδει δεØcαι.

VI.3

ÇΕ�ν τριγ¸νου � γωνÐα δÐχα τµηθ¨ù, � δà τèµνουσα τ�ν γωνÐαν εÎθεØα τèµνηù καÈ
τ�ν β�σιν, τ� τ¨̋ β�σεω̋ τµ µατα τäν αÎτäν écει λìγον ταØ̋ λοιπαØ̋ τοÜ τριγ¸νου
πλευραØ̋: καÈ â�ν τ� τ¨̋ β�σεω̋ τµ µατα τäν αÎτäν êχηù λìγον ταØ̋ λοιπαØ̋ τοÜ
τριγ¸νου πλευραØ̋, � �πä τ¨̋ κορυφ¨̋ âπÈ τ�ν τοµ�ν âπιζευγνυµèνη εÎθεØα δÐχα
τεµεØ τ�ν τοÜ τριγ¸νου γωνÐαν.

^Εστω τρÐγωνον τä ΑΒΓ, καÈ τετµ σθω � Íπä ΒΑΓ γωνÐα δÐχα Íπä τ¨̋ Α∆ εÎθεÐα̋:
λèγω, íτι âστÈν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ.

^Ηχθω γ�ρ δι� τοÜ Γ τ¨ù ∆Α παρ�λληλο̋ � ΓΕ καÈ διαχθεØσα � ΒΑ συµπιπτèτω
αÎτ¨ù κατ� τä Ε.

ΚαÈ âπεÈ εÊ̋ παραλλ λου̋



138 BIBΛION VI.

b

b bb

b

Α

Β Γ
∆

Ε

τ�̋ Α∆, ΕΓ εÎθεØα âνèπεσεν � ΑΓ, � �ρα Íπä ΑΓΕ γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù Íπä ΓΑ∆.
�λλ' � Íπä ΓΑ∆ τ¨ù Íπä ΒΑ∆ Íπìκειται Òση: καÈ � Íπä ΒΑ∆ �ρα τ¨ù Íπä ΑΓΕ âστιν
Òση. π�λιν, âπεÈ εÊ̋ παραλλ λου̋ τ�̋ Α∆, ΕΓ εÎθεØα âνèπεσεν � ΒΑΕ, � âκτä̋ γωνÐα
� Íπä ΒΑ∆ Òση âστÈ τ¨ù âντä̋ τ¨ù Íπä ΑΕΓ. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΑΓΕ τ¨ù Íπä ΒΑ∆
Òση: καÈ � Íπä ΑΓΕ �ρα γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΕΓ âστιν Òση: ¹στε καÈ πλευρ� � ΑΕ πλευρ�ø
τ¨ù ΑΓ âστιν Òση. καÈ âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ΒΓΕ παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ΕΓ ªκται �
Α∆, �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ. Òση δà �
ΑΕ τ¨ù ΑΓ: ±̋ �ρα � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ.

ÇΑλλ� δ� êστω ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, καÈ âπεζεÔχθω �
Α∆: λèγω, íτι δÐχα τèτµηται � Íπä ΒΑΓ γωνÐα Íπä τ¨̋ Α∆ εÎθεÐα̋.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÐ âστιν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ �
ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, �λλ� καÈ ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ âστÈν � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ:
τριγ¸νου γ�ρ τοÜ ΒΓΕ παρ� µÐαν τ�ν ΕΓ ªκται � Α∆: καÈ ±̋ �ρα � ΒΑ πρä̋ τ�ν
ΑΓ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ. Òση �ρα � ΑΓ τ¨ù ΑΕ: ¹στε καÈ γωνÐα � Íπä ΑΕΓ τ¨ù
Íπä ΑΓΕ âστιν Òση. �λλ' � µàν Íπä ΑΕΓ τ¨ù âκτä̋ τ¨ù Íπä ΒΑ∆ [âστιν] Òση, � δà Íπä
ΑΓΕ τ¨ù âναλλ�c τ¨ù Íπä ΓΑ∆ âστιν Òση: καÈ � Íπä ΒΑ∆ �ρα τ¨ù Íπä ΓΑ∆ âστιν Òση.
� �ρα Íπä ΒΑΓ γωνÐα δÐχα τèτµηται Íπä τ¨̋ Α∆ εÎθεÐα̋.

ÇΕ�ν �ρα τριγ¸νου � γωνÐα δÐχα τµηθ¨ù, � δà τèµνουσα τ�ν γωνÐαν εÎθεØα τèµνηù καÈ
τ�ν β�σιν, τ� τ¨̋ β�σεω̋ τµ µατα τäν αÎτäν écει λìγον ταØ̋ λοιπαØ̋ τοÜ τριγ¸νου
πλευραØ̋: καÈ â�ν τ� τ¨̋ β�σεω̋ τµ µατα τäν αÎτäν êχηù λìγον ταØ̋ λοιπαØ̋ τοÜ
τριγ¸νου πλευραØ̋, � �πä τ¨̋ κορυφ¨̋ âπÈ τ�ν τοµ�ν âπιζευγνυµèνη εÎθεØα δÐχα
τèµνει τ�ν τοÜ τριγ¸νου γωνÐαν: íπερ êδει δεØcαι.

VI.4

ΤÀν ÊσογωνÐων τριγ¸νων �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ καÈ
åµìλογοι αÉ Íπä τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ ÍποτεÐνουσαι.

^Εστω Êσογ¸νια τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΓΕ Òσην êχοντα τ�ν µàν Íπä ΑΒΓ γωνÐαν τ¨ù
Íπä ∆ΓΕ, τ�ν δà Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Γ∆Ε καÈ êτι τ�ν Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä ΓΕ∆: λèγω, íτι
τÀν ΑΒΓ, ∆ΓΕ τριγ¸νων �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋
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καÈ åµìλογοι αÉ Íπä τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ ÍποτεÐνουσαι.

ΚεÐσθω γ�ρ âπ' εÎθεÐα̋ � ΒΓ τ¨ù ΓΕ. καÈ âπεÈ αÉ Íπä ΑΒΓ, ΑΓΒ γωνÐαι δÔο æρθÀν
âλ�ττονè̋ εÊσιν, Òση δà � Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä ∆ΕΓ, αÉ �ρα Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΓ δÔο æρθÀν
âλ�ττονè̋ εÊσιν: αÉ ΒΑ, Ε∆ �ρα âκβαλλìµεναι συµπεσοÜνται. âκβεβλ σθωσαν καÈ
συµπιπτèτωσαν κατ� τä Ζ.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � Íπä ∆ΓΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΒΓ, παρ�λληλì̋ âστιν � ΒΖ τ¨ù
Γ∆. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν � Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä ∆ΕΓ, παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΓ τ¨ù ΖΕ.
παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä ΖΑΓ∆: Òση �ρα � µàν ΖΑ τ¨ù ∆Γ, � δà ΑΓ τ¨ù Ζ∆. καÈ
âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ΖΒΕ παρ� µÐαν τ�ν ΖΕ ªκται � ΑΓ, êστιν �ρα ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν
ΑΖ, οÕτω̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΕ. Òση δà � ΑΖ τ¨ù Γ∆: ±̋ �ρα � ΒΑ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋
� ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΕ, καÈ âναλλ�c ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΕ.
π�λιν, âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � Γ∆ τ¨ù ΒΖ, êστιν �ρα ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΕ, οÕτω̋
� Ζ∆ πρä̋ τ�ν ∆Ε. Òση δà � Ζ∆ τ¨ù ΑΓ: ±̋ �ρα � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΕ, οÕτω̋ � ΑΓ
πρä̋ τ�ν ∆Ε, καÈ âναλλ�c ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΑ, οÕτω̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν Ε∆. âπεÈ οÞν
âδεÐχθη ±̋ µàν � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΕ, ±̋ δà � ΒΓ πρä̋ τ�ν
ΓΑ, οÕτω̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν Ε∆, δÐ Òσου �ρα ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ � Γ∆ πρä̋
τ�ν ∆Ε.

ΤÀν �ρα ÊσογωνÐων τριγ¸νων �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋
καÈ åµìλογοι αÉ Íπä τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ ÍποτεÐνουσαι: íπερ êδει δεØcαι.

VI.5

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον êχηù, Êσογ¸νια êσται τ� τρÐγωνα καÈ Òσα̋ écει
τ�̋ γωνÐα̋, Íφ'
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�̋ αÉ åµìλογοι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν.

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον êχοντα, ±̋ µàν τ�ν ΑΒ
πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τ�ν ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ, ±̋ δà τ�ν ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΑ, οÕτω̋ τ�ν ΕΖ
πρä̋ τ�ν Ζ∆, καÈ êτι ±̋ τ�ν ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ τ�ν Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ. λèγω,
íτι Êσογ¸νιìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú καÈ Òσα̋ écουσι τ�̋ γωνÐα̋,
Íφ' �̋ αÉ åµìλογοι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν, τ�ν µàν Íπä ΑΒΓ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, τ�ν δà Íπä
ΒΓΑ τ¨ù Íπä ΕΖ∆ καÈ êτι τ�ν Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Ε∆Ζ.

Συνεστ�τω γ�ρ πρä̋ τ¨ù ΕΖ εÎθεÐαø καÈ τοØ̋ πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐοι̋ τοØ̋ Ε, Ζ τ¨ù µàν
Íπä ΑΒΓ γωνÐαø Òση � Íπä ΖΕΗ, τ¨ù δà Íπä ΑΓΒ Òση � Íπä ΕΖΗ: λοιπ� �ρα � πρä̋ τÀú
Α λοιπ¨ù τ¨ù πρä̋ τÀú Η âστιν Òση.

Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΕΗΖ [τριγ¸νωú]. τÀν �ρα ΑΒΓ, ΕΗΖ
τριγ¸νων �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ καÈ åµìλογοι αÉ Íπä τ�̋
Òσα̋ γωνÐα̋ ÍποτεÐνουσαι: êστιν �ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, [οÕτω̋] � ΗΕ πρä̋ τ�ν
ΕΖ. �λλ' ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ Íπìκειται � ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ: ±̋ �ρα � ∆Ε
πρä̋ τ�ν ΕΖ, οÕτω̋ � ΗΕ πρä̋ τ�ν ΕΖ. áκατèρα �ρα τÀν ∆Ε, ΗΕ πρä̋ τ�ν ΕΖ τäν
αÎτäν êχει λìγον: Òση �ρα âστÈν � ∆Ε τ¨ù ΗΕ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ∆Ζ τ¨ù ΗΖ âστιν
Òση. âπεÈ οÞν Òση âστÈν � ∆Ε τ¨ù ΕΗ, κοιν� δà � ΕΖ, δÔο δ� αÉ ∆Ε, ΕΖ δυσÈ ταØ̋ ΗΕ,
ΕΖ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ � ∆Ζ β�σει τ¨ù ΖΗ [âστιν] Òση: γωνÐα �ρα � Íπä ∆ΕΖ γωνÐαø
τ¨ù Íπä ΗΕΖ âστιν Òση, καÈ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον τÀú ΗΕΖ τριγ¸νωú Òσον, καÈ αÉ λοιπαÈ
γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν. Òση �ρα âστÈ
καÈ � µàν Íπä ∆ΖΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΗΖΕ, � δà Íπä Ε∆Ζ τ¨ù Íπä ΕΗΖ. καÈ âπεÈ � µàν
Íπä ΖΕ∆ τ¨ù Íπä ΗΕΖ âστιν Òση, �λλ' � Íπä ΗΕΖ τ¨ù Íπä ΑΒΓ, καÈ � Íπä ΑΒΓ �ρα
γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΑΓΒ τ¨ù Íπä ∆ΖΕ âστιν Òση,
καÈ êτι � πρä̋ τÀú Α τ¨ù πρä̋ τÀú ∆: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ
τριγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον êχηù, Êσογ¸νια êσται τ� τρÐγωνα καÈ
Òσα̋ écει τ�̋ γωνÐα̋, Íφ' �̋ αÉ åµìλογοι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: íπερ êδει δεØcαι.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 141

VI.6

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα µÐαν γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχηù, περÈ δà τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ πλευρ�̋
�ν�λογον, Êσογ¸νια êσται
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τ� τρÐγωνα καÈ Òσα̋ écει τ�̋ γωνÐα̋, Íφ' �̋ αÉ åµìλογοι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν.

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ µÐαν γωνÐαν τ�ν Íπä ΒΑΓ µι�ø γωνÐαø τ¨ù Íπä
Ε∆Ζ Òσην êχοντα, περÈ δà τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον, ±̋ τ�ν ΒΑ πρä̋
τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ τ�ν Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ: λèγω, íτι Êσογ¸νιìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú
∆ΕΖ τριγ¸νωú καÈ Òσην écει τ�ν Íπä ΑΒΓ γωνÐαν τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, τ�ν δà Íπä ΑΓΒ τ¨ù
Íπä ∆ΖΕ.

Συνεστ�τω γ�ρ πρä̋ τ¨ù ∆Ζ εÎθεÐαø καÈ τοØ̋ πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐοι̋ τοØ̋ ∆, Ζ åποτèραø
µàν τÀν Íπä ΒΑΓ, Ε∆Ζ Òση � Íπä Ζ∆Η, τ¨ù δà Íπä ΑΓΒ Òση � Íπä ∆ΖΗ: λοιπ� �ρα
� πρä̋ τÀú Β γωνÐα λοιπ¨ù τ¨ù πρä̋ τÀú Η Òση âστÐν.

ÇΙσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΗΖ τριγ¸νωú. �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋
� ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ � Η∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ. Íπìκειται δà καÈ ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν
ΑΓ, οÕτω̋ � Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ: καÈ ±̋ �ρα � Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ, οÕτω̋ � Η∆ πρä̋
τ�ν ∆Ζ. Òση �ρα � Ε∆ τ¨ù ∆Η: καÈ κοιν� � ∆Ζ: δÔο δ� αÉ Ε∆, ∆Ζ δυσÈ ταØ̋ Η∆,
∆Ζ Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä Ε∆Ζ γωνÐαø τ¨ù Íπä Η∆Ζ [âστιν] Òση: β�σι̋ �ρα �
ΕΖ β�σει τ¨ù ΗΖ âστιν Òση, καÈ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον τÀú Η∆Ζ τριγ¸νωú Òσον âστÐν, καÈ αÉ
λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν.
Òση �ρα âστÈν � µàν Íπä ∆ΖΗ τ¨ù Íπä ∆ΖΕ, � δà Íπä ∆ΗΖ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ. �λλ' � Íπä
∆ΖΗ τ¨ù Íπä ΑΓΒ âστιν Òση: καÈ � Íπä ΑΓΒ �ρα τ¨ù Íπä ∆ΖΕ âστιν Òση. Íπìκειται
δà καÈ � Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Ε∆Ζ Òση: καÈ λοιπ� �ρα � πρä̋ τÀú Β λοιπ¨ù τ¨ù πρä̋ τÀú Ε
Òση âστÐν: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα µÐαν γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχηù, περÈ δà τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋
τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον, Êσογ¸νια êσται τ� τρÐγωνα καÈ Òσα̋ écει τ�̋ γωνÐα̋, Íφ' �̋
αÉ åµìλογοι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: íπερ êδει δεØcαι.



142 BIBΛION VI.

VI.7

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα µÐαν γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχηù, περÈ δà �λλα̋ γωνÐα̋ τ�̋ πλευρ�̋
�ν�λογον, τÀν δà λοιπÀν áκατèραν �µα ¢τοι âλ�σσονα £ µ� âλ�σσονα æρθ¨̋, Êσογ¸νια
êσται τ� τρÐγωνα καÈ Òσα̋ écει τ�̋ γωνÐα̋, περÈ �̋ �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÐ.

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ µÐαν γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχοντα τ�ν Íπä
ΒΑΓ τ¨ù Íπä Ε∆Ζ, περÈ δà �λλα̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον,
±̋ τ�ν ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τ�ν ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ, τÀν δà λοιπÀν τÀν πρä̋ τοØ̋
Γ, Ζ πρìτερον áκατèραν
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�µα âλ�σσονα æρθ¨̋: λèγω, íτι Êσογ¸νιìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú,
καÈ Òση êσται � Íπä ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, καÈ λοιπ� δηλονìτι � πρä̋ τÀú Γ λοιπ¨ù
τ¨ù πρä̋ τÀú Ζ Òση.

ΕÊ γ�ρ �νισì̋ âστιν � Íπä ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, µÐα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω
µεÐζων � Íπä ΑΒΓ. καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú
Β τ¨ù Íπä ∆ΕΖ γωνÐαø Òση � Íπä ΑΒΗ.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν Α γωνÐα τ¨ù ∆, � δà Íπä ΑΒΗ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ, λοιπ� �ρα
� Íπä ΑΗΒ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ∆ΖΕ âστιν Òση. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΗ τρÐγωνον τÀú
∆ΕΖ τριγ¸νωú. êστιν �ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΗ, οÕτω̋ � ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ. ±̋ δà
� ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ, [οÕτω̋] Íπìκειται � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ: � ΑΒ �ρα πρä̋ áκατèραν
τÀν ΒΓ, ΒΗ τäν αÎτäν êχει λìγον: Òση �ρα � ΒΓ τ¨ù ΒΗ. ¹στε καÈ γωνÐα � πρä̋ τÀú
Γ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΗΓ âστιν Òση. âλ�ττων δà æρθ¨̋ Íπìκειται � πρä̋ τÀú Γ: âλ�ττων
�ρα âστÈν æρθ¨̋ καÈ � Íπä ΒΗΓ: ¹στε � âφεc¨̋ αÎτ¨ù γωνÐα � Íπä ΑΗΒ µεÐζων âστÈν
æρθ¨̋. καÈ âδεÐχθη Òση οÞσα τ¨ù πρä̋ τÀú Ζ: καÈ � πρä̋ τÀú Ζ �ρα µεÐζων âστÈν æρθ¨̋.
Íπìκειται δà âλ�σσων æρθ¨̋: íπερ âστÈν �τοπον. οÎκ �ρα �νισì̋ âστιν � Íπä ΑΒΓ
γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ: Òση �ρα. êστι δà καÈ � πρä̋ τÀú Α Òση τ¨ù πρä̋ τÀú ∆: καÈ λοιπ�
�ρα � πρä̋ τÀú Γ λοιπ¨ù τ¨ù πρä̋ τÀú Ζ Òση âστÐν. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον
τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú.

ÇΑλλ� δ� π�λιν ÍποκεÐσθω áκατèρα τÀν πρä̋ τοØ̋ Γ, Ζ µ� âλ�σσων æρθ¨̋: λèγω
π�λιν, íτι καÈ οÕτω̋ âστÈν Êσογ¸νιον τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú.
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ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι Òση âστÈν � ΒΓ τ¨ù ΒΗ:
¹στε καÈ γωνÐα � πρä̋ τÀú Γ τ¨ù Íπä ΒΗΓ Òση âστÐν. οÎκ âλ�ττων δà æρθ¨̋ � πρä̋ τÀú
Γ: οÎκ âλ�ττων �ρα æρθ¨̋ οÎδà � Íπä ΒΗΓ. τριγ¸νου δ� τοÜ ΒΗΓ αÉ δÔο γωνÐαι δÔο
æρθÀν οÖκ εÊσιν âλ�ττονε̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα π�λιν �νισì̋ âστιν � Íπä
ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ: Òση �ρα. êστι δà καÈ � πρä̋ τÀú Α τ¨ù πρä̋ τÀú ∆ Òση: λοιπ�
�ρα � πρä̋ τÀú Γ λοιπ¨ù τ¨ù πρä̋ τÀú Ζ Òση âστÐν. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον
τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα µÐαν γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχηù, περÈ δà �λλα̋ γωνÐα̋
τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον, τÀν δà λοιπÀν áκατèραν �µα âλ�ττονα £ µ� âλ�ττονα æρθ¨̋,
Êσογ¸νια êσται τ� τρÐγωνα καÈ Òσα̋ écει τ�̋ γωνÐα̋, περÈ �̋ �ν�λογìν εÊσιν αÉ
πλευραÐ: íπερ êδει δεØcαι.

VI.8

ÇΕ�ν âν æρθογωνÐωú τριγ¸νωú �πä τ¨̋ æρθ¨̋ γωνÐα̋ âπÈ τ�ν β�σιν κ�θετο̋ �χθ¨ù, τ�
πρä̋ τ¨ù καθèτωú τρÐγωνα íµοι� âστι τÀú τε íλωú καÈ �λλ λοι̋.

^Εστω τρÐγωνον æρθογ¸νιον τä ΑΒΓ æρθ�ν êχον τ�ν Íπä ΒΑΓ γωνÐαν, καÈ ¢χθω
�πä τοÜ Α âπÈ τ�ν ΒΓ κ�θετο̋ � Α∆: λèγω, íτι íµοιìν âστιν áκ�τερον τÀν ΑΒ∆,
Α∆Γ τριγ¸νων íλωú τÀú ΑΒΓ καÈ êτι �λλ λοι̋.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � Íπä ΒΑΓ
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Β Γ
∆
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τ¨ù Íπä Α∆Β: æρθ� γ�ρ áκατèρα: καÈ κοιν� τÀν δÔο τριγ¸νων τοÜ τε ΑΒΓ καÈ τοÜ
ΑΒ∆ � πρä̋ τÀú Β, λοιπ� �ρα � Íπä ΑΓΒ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΒΑ∆ âστιν Òση: Êσογ¸νιον
�ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΑΒ∆ τριγ¸νωú. êστιν �ρα ±̋ � ΒΓ ÍποτεÐνουσα τ�ν
æρθ�ν τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου πρä̋ τ�ν ΒΑ ÍποτεÐνουσαν τ�ν æρθ�ν τοÜ ΑΒ∆ τριγ¸νου,
οÕτω̋ αÎτ� � ΑΒ ÍποτεÐνουσα τ�ν πρä̋ τÀú Γ γωνÐαν τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου πρä̋ τ�ν Β∆
ÍποτεÐνουσαν τ�ν Òσην τ�ν Íπä ΒΑ∆ τοÜ ΑΒ∆ τριγ¸νου, καÈ êτι � ΑΓ πρä̋ τ�ν Α∆
ÍποτεÐνουσαν τ�ν πρä̋ τÀú Β γωνÐαν κοιν�ν τÀν δÔο τριγ¸νων. τä ΑΒΓ �ρα τρÐγωνον
τÀú ΑΒ∆ τριγ¸νωú Êσογ¸νιìν τè âστι καÈ τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ πλευρ�̋ �ν�λογον
êχει. íµοιον �ρα [âστÈ] τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΑΒ∆ τριγ¸νωú. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι
καÈ τÀú Α∆Γ τριγ¸νωú íµοιìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον: áκ�τερον �ρα τÀν ΑΒ∆, Α∆Γ
[τριγ¸νων] íµοιìν âστιν íλωú τÀú ΑΒΓ.

Λèγω δ , íτι καÈ �λλ λοι̋ âστÈν íµοια τ� ΑΒ∆, Α∆Γ τρÐγωνα.

ÇΕπεÈ γ�ρ æρθ� � Íπä Β∆Α æρθ¨ù τ¨ù Íπä Α∆Γ âστιν Òση, �λλ� µ�ν καÈ � Íπä ΒΑ∆
τ¨ù πρä̋ τÀú Γ âδεÐχθη Òση, καÈ λοιπ� �ρα � πρä̋ τÀú Β λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ∆ΑΓ âστιν Òση:
Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒ∆ τρÐγωνον τÀú Α∆Γ τριγ¸νωú. êστιν �ρα ±̋ � Β∆ τοÜ ΑΒ∆
τριγ¸νου ÍποτεÐνουσα τ�ν Íπä ΒΑ∆ πρä̋ τ�ν ∆Α τοÜ Α∆Γ τριγ¸νου ÍποτεÐνουσαν
τ�ν πρä̋ τÀú Γ Òσην τ¨ù Íπä ΒΑ∆, οÕτω̋ αÎτ� � Α∆ τοÜ ΑΒ∆ τριγ¸νου ÍποτεÐνουσα
τ�ν πρä̋ τÀú Β γωνÐαν πρä̋ τ�ν ∆Γ ÍποτεÐνουσαν τ�ν Íπä ∆ΑΓ τοÜ Α∆Γ τριγ¸νου
Òσην τ¨ù πρä̋ τÀú Β, καÈ êτι � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ ÍποτεÐνουσαι τ�̋ æρθ�̋: íµοιον �ρα
âστÈ τä ΑΒ∆ τρÐγωνον τÀú Α∆Γ τριγ¸νωú.

ÇΕ�ν �ρα âν æρθογωνÐωú τριγ¸νωú �πä τ¨̋ æρθ¨̋ γωνÐα̋ âπÈ τ�ν β�σιν κ�θετο̋ �χθ¨ù,
τ� πρä̋ τ¨ù καθèτωú τρÐγωνα íµοι� âστι τÀú τε íλωú καÈ �λλ λοι̋ [íπερ êδει δεØcαι].

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν âν æρθογωνÐωú τριγ¸νωú �πä τ¨̋ æρθ¨̋ âπÈ τ�ν β�σιν
κ�θετο̋ �χθ¨ù, � �χθεØσα τÀν τ¨̋ β�σεω̋ τµηµ�των µèση �ν�λογìν âστιν: íπερ êδει
δεØcαι [καÈ êτι τ¨̋ β�σεω̋ καÈ áνä̋ åποιουοÜν τÀν τµηµ�των � πρä̋ τÀú τµ µατι
πλευρ� µèση �ν�λογìν âστιν].

VI.9

Τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τä προσταχθàν µèρο̋ �φελεØν.

^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ: δεØ δ� τ¨̋ ΑΒ τä προσταχθàν µèρο̋ �φελεØν.

ÇΕπιτετ�χθω δ� τä τρÐτον. [καÈ] δι χθω τι̋ �πä τοÜ Α εÎθεØα � ΑΓ γωνÐαν περιèχουσα
µετ� τ¨̋ ΑΒ τυχοÜσαν: καÈ εÊλ φθω τυχäν σηµεØον
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âπÈ τ¨̋ ΑΓ τä ∆, καÈ κεÐσθωσαν τ¨ù Α∆ Òσαι αÉ ∆Ε, ΕΓ. καÈ âπεζεÔχθω � ΒΓ, καÈ
δι� τοÜ ∆ παρ�λληλο̋ αÎτ¨ù ¢χθω � ∆Ζ.

ÇΕπεÈ οÞν τριγ¸νου τοÜ ΑΒΓ παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ΒΓ ªκται � Ζ∆, �ν�λογον
�ρα âστÈν ±̋ � Γ∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΒΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ. διπλ¨ δà � Γ∆ τ¨̋ ∆Α:
διπλ¨ �ρα καÈ � ΒΖ τ¨̋ ΖΑ: τριπλ¨ �ρα � ΒΑ τ¨̋ ΑΖ.

Τ¨̋ �ρα δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ τä âπιταχθàν τρÐτον µèρο̋ �φ ùρηται τä ΑΖ: íπερ
êδει ποι¨σαι.

VI.10

Τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν �τµητον τ¨ù δοθεÐσηù τετµηµèνηù åµοÐω̋ τεµεØν.
^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα �τµητο̋ � ΑΒ, � δà τετµηµèνη � ΑΓ κατ� τ� ∆, Ε

σηµεØα, καÈ κεÐσθωσαν
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¹στε γωνÐαν τυχοÜσαν περιèχειν, καÈ âπεζεÔχθω � ΓΒ, καÈ δι� τÀν ∆, Ε τ¨ù ΒΓ
παρ�λληλοι ¢χθωσαν αÉ ∆Ζ, ΕΗ, δι� δà τοÜ ∆ τ¨ù ΑΒ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ∆ΘΚ.

Παραλληλìγραµµον �ρα âστÈν áκ�τερον τÀν ΖΘ, ΘΒ: Òση �ρα � µàν ∆Θ τ¨ù ΖΗ,
� δà ΘΚ τ¨ù ΗΒ. καÈ âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ∆ΚΓ παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ΚΓ εÎθεØα
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ªκται � ΘΕ, �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν Ε∆, οÕτω̋ � ΚΘ πρä̋ τ�ν Θ∆.
Òση δà � µàν ΚΘ τ¨ù ΒΗ, � δà Θ∆ τ¨ù ΗΖ. êστιν �ρα ±̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν Ε∆, οÕτω̋
� ΒΗ πρä̋ τ�ν ΗΖ. π�λιν, âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ΑΗΕ παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ΗΕ
ªκται � Ζ∆, �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΗΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ.
âδεÐχθη δà καÈ ±̋ � ΓΕ πρä̋ τ�ν Ε∆, οÕτω̋ � ΒΗ πρä̋ τ�ν ΗΖ: êστιν �ρα ±̋ µàν �
ΓΕ πρä̋ τ�ν Ε∆, οÕτω̋ � ΒΗ πρä̋ τ�ν ΗΖ, ±̋ δà � Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � ΗΖ
πρä̋ τ�ν ΖΑ.

ÃΗ �ρα δοθεØσα εÎθεØα �τµητο̋ � ΑΒ τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τετµηµèνηù τ¨ù ΑΓ åµοÐω̋
τèτµηται: íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.11

∆Ôο δοθεισÀν εÎθειÀν τρÐτην �ν�λογον προσευρεØν.
^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι [δÔο εÎθεØαι] αÉ ΒΑ, ΑΓ καÈ κεÐσθωσαν γωνÐαν περιèχουσαι

τυχοÜσαν. δεØ δ� τÀν ΒΑ, ΑΓ τρÐτην �ν�λογον προσευρεØν. âκβεβλ σθωσαν
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γ�ρ âπÈ τ� ∆, Ε σηµεØα, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΑΓ Òση � Β∆, καÈ âπεζεÔχθω � ΒΓ, καÈ
δι� τοÜ ∆ παρ�λληλο̋ αÎτ¨ù ¢χθω � ∆Ε.

ÇΕπεÈ οÞν τριγ¸νου τοÜ Α∆Ε παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ∆Ε ªκται � ΒΓ, �ν�λογìν
âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋ � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΕ. Òση δà � Β∆ τ¨ù ΑΓ. êστιν
�ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΕ.

∆Ôο �ρα δοθεισÀν εÎθειÀν τÀν ΑΒ, ΑΓ τρÐτη �ν�λογον αÎταØ̋ προσεÔρηται � ΓΕ:
íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.12

ΤριÀν δοθεισÀν εÎθειÀν τετ�ρτην �ν�λογον προσευρεØν.
^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι τρεØ̋ εÎθεØαι αÉ Α, Β, Γ: δεØ δ� τÀν Α, Β, Γ τετ�ρτην

�ν�λογον προσευρεØν.
ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο εÎθεØαι αÉ ∆Ε, ∆Ζ γωνÐαν περιèχουσαι [τυχοÜσαν] τ�ν Íπä

Ε∆Ζ: καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν Α



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 147

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Òση � ∆Η, τ¨ù δà Β Òση � ΗΕ, καÈ êτι τ¨ù Γ Òση � ∆Θ: καÈ âπιζευχθεÐση̋ τ¨̋ ΗΘ
παρ�λληλο̋ αÎτ¨ù ¢χθω δι� τοÜ Ε � ΕΖ.

ÇΕπεÈ οÞν τριγ¸νου τοÜ ∆ΕΖ παρ� µÐαν τ�ν ΕΖ ªκται � ΗΘ, êστιν �ρα ±̋ � ∆Η
πρä̋ τ�ν ΗΕ, οÕτω̋ � ∆Θ πρä̋ τ�ν ΘΖ. Òση δà � µàν ∆Η τ¨ù Α, � δà ΗΕ τ¨ù Β, � δà
∆Θ τ¨ù Γ: êστιν �ρα ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν ΘΖ.

ΤριÀν �ρα δοθεισÀν εÎθειÀν τÀν Α, Β, Γ τετ�ρτη �ν�λογον προσεÔρηται � ΘΖ:
íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.13

∆Ôο δοθεισÀν εÎθειÀν µèσην �ν�λογον προσευρεØν.
^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι δÔο εÎθεØαι αÉ ΑΒ, ΒΓ: δεØ δ� τÀν ΑΒ, ΒΓ µèσην �ν�λογον

προσευρεØν.
ΚεÐσθωσαν âπ' εÎθεÐα̋, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΓ �µικÔκλιον τä Α∆Γ, καÈ ¢χθω

�πä τοÜ Β σηµεÐου τ¨ù ΑΓ εÎθεÐαø πρä̋ æρθ�̋ � Β∆, καÈ
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âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ∆Γ.
ÇΕπεÈ âν �µικυκλÐωú γωνÐα âστÈν � Íπä Α∆Γ, æρθ  âστιν. καÈ âπεÈ âν æρθογωνÐωú

τριγ¸νωú τÀú Α∆Γ �πä τ¨̋ æρθ¨̋ γωνÐα̋ âπÈ τ�ν β�σιν κ�θετο̋ ªκται � ∆Β, � ∆Β
�ρα τÀν τ¨̋ β�σεω̋ τµηµ�των τÀν ΑΒ, ΒΓ µèση �ν�λογìν âστιν.

∆Ôο �ρα δοθεισÀν εÎθειÀν τÀν ΑΒ, ΒΓ µèση �ν�λογον προσεÔρηται � ∆Β: íπερ
êδει ποι¨σαι.
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VI.14

ΤÀν Òσων τε καÈ ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ
τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋: καÈ Áν ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ
περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋, Òσα âστÈν âκεØνα.

^Εστω Òσα τε καÈ Êσογ¸νια παραλληλìγραµµα τ� ΑΒ, ΒΓ Òσα̋ êχοντα τ�̋ πρä̋ τÀú
Β γωνÐα̋, καÈ κεÐσθωσαν âπ' εÎθεÐα̋ αÉ ∆Β, ΒΕ: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα εÊσÈ καÈ αÉ ΖΒ, ΒΗ.
λèγω, íτι τÀν ΑΒ, ΒΓ �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋, τουτèστιν,
íτι âστÈν ±̋
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� ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ � ΗΒ πρä̋ τ�ν ΒΖ.
Συµπεπληρ¸σθω γ�ρ τä ΖΕ παραλληλìγραµµον. âπεÈ οÞν Òσον âστÈ τä ΑΒ παρ-

αλληλìγραµµον τÀú ΒΓ παραλληλογρ�µµωú, �λλο δè τι τä ΖΕ, êστιν �ρα ±̋ τä ΑΒ
πρä̋ τä ΖΕ, οÕτω̋ τä ΒΓ πρä̋ τä ΖΕ. �λλ' ±̋ µàν τä ΑΒ πρä̋ τä ΖΕ, οÕτω̋ � ∆Β
πρä̋ τ�ν ΒΕ, ±̋ δà τä ΒΓ πρä̋ τä ΖΕ, οÕτω̋ � ΗΒ πρä̋ τ�ν ΒΖ: καÈ ±̋ �ρα �
∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ � ΗΒ πρä̋ τ�ν ΒΖ. τÀν �ρα ΑΒ, ΒΓ παραλληλογρ�µµων
�ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋.

ÇΑλλ� δ� êστω ±̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ � ΗΒ πρä̋ τ�ν ΒΖ: λèγω, íτι Òσον
âστÈ τä ΑΒ παραλληλìγραµµον τÀú ΒΓ παραλληλογρ�µµωú.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ � ΗΒ πρä̋ τ�ν ΒΖ, �λλ' ±̋ µàν � ∆Β
πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ τä ΑΒ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΖΕ παραλληλìγραµµον, ±̋ δà
� ΗΒ πρä̋ τ�ν ΒΖ, οÕτω̋ τä ΒΓ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΖΕ παραλληλìγραµµον,
καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒ πρä̋ τä ΖΕ, οÕτω̋ τä ΒΓ πρä̋ τä ΖΕ: Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒ
παραλληλìγραµµον τÀú ΒΓ παραλληλογρ�µµωú.

ΤÀν �ρα Òσων τε καÈ ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ
αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋: καÈ Áν ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ
πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋, Òσα âστÈν âκεØνα: íπερ êδει δεØcαι.

VI.15

ΤÀν Òσων καÈ µÐαν µι�ø Òσην âχìντων γωνÐαν τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ
περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋: καÈ Áν µÐαν µι�ø Òσην âχìντων γωνÐαν τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν
αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋, Òσα âστÈν âκεØνα.
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^Εστω Òσα τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, Α∆Ε µÐαν µι�ø Òσην êχοντα γωνÐαν τ�ν Íπä ΒΑΓ τ¨ù
Íπä ∆ΑΕ: λèγω, íτι τÀν ΑΒΓ, Α∆Ε τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋
Òσα̋ γωνÐα̋, τουτèστιν, íτι âστÈν ±̋ � ΓΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ � ΕΑ πρä̋ τ�ν ΑΒ.

ΚεÐσθω γ�ρ ¹στε âπ' εÎθεÐα̋ εÚναι τ�ν ΓΑ τ¨ù Α∆: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈ καÈ � ΕΑ
τ¨ù ΑΒ. καÈ âπεζεÔχθω � Β∆.

ÇΕπεÈ οÞν Òσον âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú Α∆Ε τριγ¸νωú, �λλο δè τι τä ΒΑ∆, êστιν
�ρα ±̋ τä ΓΑΒ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΑ∆ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΕΑ∆ τρÐγωνον πρä̋ τä
ΒΑ∆ τρÐγωνον. �λλ' ±̋ µàν τä ΓΑΒ
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πρä̋ τä ΒΑ∆, οÕτω̋ � ΓΑ πρä̋ τ�ν Α∆, ±̋ δà τä ΕΑ∆ πρä̋ τä ΒΑ∆, οÕτω̋
� ΕΑ πρä̋ τ�ν ΑΒ. καÈ ±̋ �ρα � ΓΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ � ΕΑ πρä̋ τ�ν ΑΒ. τÀν
ΑΒΓ, Α∆Ε �ρα τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋.

ÇΑλλ� δ� �ντιπεπονθèτωσαν αÉ πλευραÈ τÀν ΑΒΓ, Α∆Ε τριγ¸νων, καÈ êστω ±̋ �
ΓΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ � ΕΑ πρä̋ τ�ν ΑΒ: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον
τÀú Α∆Ε τριγ¸νωú.

ÇΕπιζευχθεÐση̋ γ�ρ π�λιν τ¨̋ Β∆, âπεÐ âστιν ±̋ � ΓΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ � ΕΑ
πρä̋ τ�ν ΑΒ, �λλ' ±̋ µàν � ΓΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΑ∆
τρÐγωνον, ±̋ δà � ΕΑ πρä̋ τ�ν ΑΒ, οÕτω̋ τä ΕΑ∆ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΑ∆ τρÐγωνον,
±̋ �ρα τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΑ∆ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΕΑ∆ τρÐγωνον πρä̋ τä
ΒΑ∆ τρÐγωνον. áκ�τερον �ρα τÀν ΑΒΓ, ΕΑ∆ πρä̋ τä ΒΑ∆ τäν αÎτäν êχει λìγον.
Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ [τρÐγωνον] τÀú ΕΑ∆ τριγ¸νωú.

ΤÀν �ρα Òσων καÈ µÐαν µι�ø Òσην âχìντων γωνÐαν τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν αÉ
πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋: καÈ Áν µÐαν µι�ø Òσην âχìντων γωνÐαν τριγ¸νων
�ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋, âκεØνα Òσα âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VI.16

Ε�ν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν µèσων περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú: κ�ν τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον
æρθογ¸νιον Òσον ªù τÀú Íπä τÀν µèσων περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú, αÉ τèσσαρε̋ εÎθεØαι
�ν�λογον êσονται.

^Εστωσαν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον αÉ ΑΒ, Γ∆, Ε, Ζ, ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆,
οÕτω̋ � Ε πρä̋ τ�ν Ζ: λèγω,
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íτι τä Íπä τÀν ΑΒ, Ζ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν Γ∆, Ε
περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

^Ηχθωσαν [γ�ρ] �πä τÀν Α, Γ σηµεÐων ταØ̋ ΑΒ, Γ∆ εÎθεÐαι̋ πρä̋ æρθ�̋ αÉ ΑΗ,
ΓΘ, καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν Ζ Òση � ΑΓ, τ¨ù δà Ε Òση � ΓΘ. καÈ συµπεπληρ¸σθω τ� ΒΗ,
∆Θ παραλληλìγραµµα.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � Ε πρä̋ τ�ν Ζ, Òση δà � µàν Ε τ¨ù ΓΘ,
� δà Ζ τ¨ù ΑΗ, êστιν �ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΓΘ πρä̋ τ�ν ΑΗ. τÀν ΒΗ,
∆Θ �ρα παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋. Áν
δà ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋,
Òσα âστÈν âκεØνα: Òσον �ρα âστÈ τä ΒΗ παραλληλìγραµµον τÀú ∆Θ παραλληλογρ�µµωú.
καÐ âστι τä µàν ΒΗ τä Íπä τÀν ΑΒ, Ζ: Òση γ�ρ � ΑΗ τ¨ù Ζ: τä δà ∆Θ τä Íπä τÀν Γ∆,
Ε: Òση γ�ρ � Ε τ¨ù ΓΘ: τä �ρα Íπä τÀν ΑΒ, Ζ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον âστÈ τÀú
Íπä τÀν Γ∆, Ε περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú.

ÇΑλλ� δ� τä Íπä τÀν ΑΒ, Ζ περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον êστω τÀú Íπä τÀν Γ∆,
Ε περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú: λèγω, íτι αÉ τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον êσονται, ±̋ �
ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � Ε πρä̋ τ�ν Ζ.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, Ζ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν
Γ∆, Ε, καÐ âστι τä µàν Íπä τÀν ΑΒ, Ζ τä ΒΗ: Òση γ�ρ âστιν � ΑΗ τ¨ù Ζ: τä δà Íπä τÀν
Γ∆, Ε τä ∆Θ: Òση γ�ρ � ΓΘ τ¨ù Ε: τä �ρα ΒΗ Òσον âστÈ τÀú ∆Θ. καÐ âστιν Êσογ¸νια.
τÀν δà Òσων καÈ ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋
Òσα̋ γωνÐα̋. êστιν �ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΓΘ πρä̋ τ�ν ΑΗ. Òση δà �
µàν ΓΘ τ¨ù Ε, � δà ΑΗ τ¨ù Ζ: êστιν �ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � Ε πρä̋ τ�ν Ζ.

ÇΕ�ν �ρα τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν µèσων περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú: κ�ν τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον
æρθογ¸νιον Òσον ªù τÀú Íπä τÀν µèσων περιεχοµèνωú æρθογωνÐωú, αÉ τèσσαρε̋ εÎθεØαι
�ν�λογον êσονται: íπερ êδει δεØcαι.

VI.17

ÇΕ�ν τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον æρθογ¸νιον Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ µèση̋ τετραγ¸νωú: κ�ν τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον ªù τÀú �πä τ¨̋ µèση̋ τετραγ¸νωú, αÉ τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον êσονται.

^Εστωσαν τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον αÉ Α, Β, Γ, ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Β πρä̋
τ�ν Γ: λèγω, íτι τä Íπä τÀν Α, Γ περιεχìµενον æρθογ¸νιον
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Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β τετραγ¸νωú.

ΚεÐσθω τ¨ù Β Òση � ∆.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ, Òση δà � Β τ¨ù ∆, êστιν
�ρα ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, � ∆ πρä̋ τ�ν Γ. â�ν δà τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä
Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον [æρθογ¸νιον] Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν µèσων περιεχοµèνωú
æρθογωνÐωú. τä �ρα Íπä τÀν Α, Γ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν Β, ∆. �λλ� τä Íπä τÀν Β, ∆
τä �πä τ¨̋ Β âστιν: Òση γ�ρ � Β τ¨ù ∆: τä �ρα Íπä τÀν Α, Γ περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β τετραγ¸νωú.

ÇΑλλ� δ� τä Íπä τÀν Α, Γ Òσον êστω τÀú �πä τ¨̋ Β: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � Α πρä̋
τ�ν Β, οÕτω̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÈ τä Íπä τÀν Α, Γ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β,
�λλ� τä �πä τ¨̋ Β τä Íπä τÀν Β, ∆ âστιν: Òση γ�ρ � Β τ¨ù ∆: τä �ρα Íπä τÀν Α, Γ
Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν Β, ∆. â�ν δà τä Íπä τÀν �κρων Òσον ªù τÀú Íπä τÀν µèσων, αÉ
τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογìν εÊσιν. êστιν �ρα ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � ∆ πρä̋ τ�ν
Γ. Òση δà � Β τ¨ù ∆: ±̋ �ρα � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ.

ÇΕ�ν �ρα τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ µèση̋ τετραγ¸νωú: κ�ν τä Íπä τÀν �κρων περιεχìµενον æρθογ¸νιον
Òσον ªù τÀú �πä τ¨̋ µèση̋ τετραγ¸νωú, αÉ τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον êσονται: íπερ êδει
δεØcαι.

VI.18

ÇΑπä τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον
εÎθÔγραµµον �ναγρ�ψαι.

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà δοθàν εÎθÔγραµµον τä ΓΕ: δεØ δ� �πä τ¨̋
ΑΒ εÎθεÐα̋ τÀú ΓΕ εÎθυγρ�µµωú íµοιìν τε καÈ
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åµοÐω̋ κεÐµενον εÎθÔγραµµον �ναγρ�ψαι.

ÇΕπεζεÔχθω � ∆Ζ, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τοØ̋ πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐοι̋
τοØ̋ Α, Β τ¨ù µàν πρä̋ τÀú Γ γωνÐαø Òση � Íπä ΗΑΒ, τ¨ù δà Íπä Γ∆Ζ Òση � Íπä ΑΒΗ.
λοιπ� �ρα � Íπä ΓΖ∆ τ¨ù Íπä ΑΗΒ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΖΓ∆ τρÐγωνον
τÀú ΗΑΒ τριγ¸νωú. �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � Ζ∆ πρä̋ τ�ν ΗΒ, οÕτω̋ � ΖΓ πρä̋ τ�ν
ΗΑ, καÈ � Γ∆ πρä̋ τ�ν ΑΒ. π�λιν συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΒΗ εÎθεÐαø καÈ τοØ̋ πρä̋ αÎτ¨ù
σηµεÐοι̋ τοØ̋ Β, Η τ¨ù µàν Íπä ∆ΖΕ γωνÐαø Òση � Íπä ΒΗΘ, τ¨ù δà Íπä Ζ∆Ε Òση � Íπä
ΗΒΘ. λοιπ� �ρα � πρä̋ τÀú Ε λοιπ¨ù τ¨ù πρä̋ τÀú Θ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä
Ζ∆Ε τρÐγωνον τÀú ΗΘΒ τριγ¸νωú: �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � Ζ∆ πρä̋ τ�ν ΗΒ, οÕτω̋
� ΖΕ πρä̋ τ�ν ΗΘ καÈ � Ε∆ πρä̋ τ�ν ΘΒ. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ � Ζ∆ πρä̋ τ�ν ΗΒ,
οÕτω̋ � ΖΓ πρä̋ τ�ν ΗΑ καÈ � Γ∆ πρä̋ τ�ν ΑΒ: καÈ ±̋ �ρα � ΖΓ πρä̋ τ�ν ΑΗ,
οÕτω̋ ¡ τε Γ∆ πρä̋ τ�ν ΑΒ καÈ � ΖΕ πρä̋ τ�ν ΗΘ καÈ êτι � Ε∆ πρä̋ τ�ν ΘΒ. καÈ
âπεÈ Òση âστÈν � µàν Íπä ΓΖ∆ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΗΒ, � δà Íπä ∆ΖΕ τ¨ù Íπä ΒΗΘ, íλη
�ρα � Íπä ΓΖΕ íληù τ¨ù Íπä ΑΗΘ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä Γ∆Ε τ¨ù Íπä
ΑΒΘ âστιν Òση. êστι δà καÈ � µàν πρä̋ τÀú Γ τ¨ù πρä̋ τÀú Α Òση, � δà πρä̋ τÀú Ε τ¨ù
πρä̋ τÀú Θ. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΘ τÀú ΓΕ: καÈ τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ αÎτÀν
πλευρ�̋ �ν�λογον êχει: íµοιον �ρα âστÈ τä ΑΘ εÎθÔγραµµον τÀú ΓΕ εÎθυγρ�µµωú.

ÇΑπä τ¨̋ δοθεÐση̋ �ρα εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú ΓΕ íµοιìν τε
καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον εÎθÔγραµµον �ναγèγραπται τä ΑΘ: íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.19

Τ� íµοια τρÐγωνα πρä̋ �λληλα âν διπλασÐονι λìγωú âστÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν.

^Εστω íµοια τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ Òσην êχοντα τ�ν πρä̋ τÀú Β γωνÐαν τ¨ù πρä̋
τÀú Ε, ±̋ δà τ�ν ΑΒ πρä̋ τ�ν
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ΒΓ, οÕτω̋ τ�ν ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ, ¹στε åµìλογον εÚναι τ�ν ΒΓ τ¨ù ΕΖ: λèγω, íτι
τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν
ΕΖ.

ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν ΒΓ, ΕΖ τρÐτη �ν�λογον � ΒΗ, ¹στε εÚναι ±̋ τ�ν ΒΓ πρä̋ τ�ν
ΕΖ, οÕτω̋ τ�ν ΕΖ πρä̋ τ�ν ΒΗ: καÈ âπεζεÔχθω � ΑΗ.

ÇΕπεÈ οÞν âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ � ∆Ε πρä̋ τ�ν ΕΖ, âναλλ�c �ρα
âστÈν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ∆Ε, οÕτω̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ. �λλ' ±̋ � ΒΓ πρä̋ ΕΖ, οÕτω̋
âστÈν � ΕΖ πρä̋ ΒΗ. καÈ ±̋ �ρα � ΑΒ πρä̋ ∆Ε, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ ΒΗ: τÀν ΑΒΗ,
∆ΕΖ �ρα τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋. Áν δà µÐαν µι�ø
Òσην âχìντων γωνÐαν τριγ¸νων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋,
Òσα âστÈν âκεØνα. Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒΗ τρÐγωνον τÀú ∆ΕΖ τριγ¸νωú. καÈ âπεÐ âστιν
±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΒΗ, â�ν δà τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν,
� πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ πρä̋ τ�ν δευτèραν, � ΒΓ �ρα
πρä̋ τ�ν ΒΗ διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΓΒ πρä̋ τ�ν ΕΖ. ±̋ δà � ΓΒ πρä̋ τ�ν
ΒΗ, οÕτω̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΑΒΗ τρÐγωνον: καÈ τä ΑΒΓ �ρα τρÐγωνον πρä̋
τä ΑΒΗ διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ. Òσον δà τä ΑΒΗ τρÐγωνον τÀú
∆ΕΖ τριγ¸νωú: καÈ τä ΑΒΓ �ρα τρÐγωνον πρä̋ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον διπλασÐονα λìγον
êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ.

Τ� �ρα íµοια τρÐγωνα πρä̋ �λληλα âν διπλασÐονι λìγωú âστÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν:
[íπερ êδει δεØcαι].

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι, â�ν τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, êστιν ±̋ � πρ¸τη πρä̋
τ�ν τρÐτην, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ εÚδο̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ δευτèρα̋ τä íµοιον καÈ
åµοÐω̋ �ναγραφìµενον [âπεÐπερ âδεÐχθη, ±̋ � ΓΒ πρä̋ ΒΗ, οÕτω̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον
πρä̋ τä ΑΒΗ τρÐγωνον, τουτèστι τä ∆ΕΖ]: íπερ êδει δεØcαι.

VI.20

Τ� íµοια πολÔγωνα εÒ̋ τε íµοια τρÐγωνα διαιρεØται καÈ εÊ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ καÈ åµìλογα
τοØ̋ íλοι̋, καÈ τä πολÔγωνον πρä̋ τä πολÔγωνον διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ �
åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν.

^Εστω íµοια πολÔγωνα τ� ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ, åµìλογο̋ δà êστω � ΑΒ τ¨ù ΖΗ:
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λèγω, íτι τ� ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ πολÔγωνα εÒ̋ τε íµοια τρÐγωνα διαιρεØται καÈ εÊ̋
Òσα τä πλ¨θο̋ καÈ åµìλογα τοØ̋ íλοι̋, καÈ τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον πρä̋ τä ΖΗΘΚΛ
πολÔγωνον διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΖΗ.

ÇΕπεζεÔχθωσαν αÉ ΒΕ, ΕΓ,
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ΗΛ, ΛΘ.
ΚαÈ âπεÈ íµοιìν âστι τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον τÀú ΖΗΘΚΛ πολυγ¸νωú, Òση âστÈν �

Íπä ΒΑΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΗΖΛ. καÐ âστιν ±̋ � ΒΑ πρä̋ ΑΕ, οÕτω̋ � ΗΖ πρä̋ ΖΛ.
âπεÈ οÞν δÔο τρÐγων� âστι τ� ΑΒΕ, ΖΗΛ µÐαν γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχοντα, περÈ
δà τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον, Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΕ τρÐγωνον τÀú
ΖΗΛ τριγ¸νωú: ¹στε καÈ íµοιον: Òση �ρα âστÈν � Íπä ΑΒΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΗΛ. êστι
δà καÈ íλη � Íπä ΑΒΓ íληù τ¨ù Íπä ΖΗΘ Òση δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν πολυγ¸νων: λοιπ�
�ρα � Íπä ΕΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΛΗΘ âστιν Òση. καÈ âπεÈ δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν ΑΒΕ,
ΖΗΛ τριγ¸νων âστÈν ±̋ � ΕΒ πρä̋ ΒΑ, οÕτω̋ � ΛΗ πρä̋ ΗΖ, �λλ� µ�ν καÈ δι� τ�ν
åµοιìτητα τÀν πολυγ¸νων âστÈν ±̋ � ΑΒ πρä̋ ΒΓ, οÕτω̋ � ΖΗ πρä̋ ΗΘ, δÐ Òσου
�ρα âστÈν ±̋ � ΕΒ πρä̋ ΒΓ, οÕτω̋ � ΛΗ πρä̋ ΗΘ, καÈ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋
Íπä ΕΒΓ, ΛΗΘ αÉ πλευραÈ �ν�λογìν εÊσιν: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΕΒΓ τρÐγωνον τÀú
ΛΗΘ τριγ¸νωú: ¹στε καÈ íµοιìν âστι τä ΕΒΓ τρÐγωνον τÀú ΛΗΘ τριγ¸νωú. δι� τ�
αÎτ� δ� καÈ τä ΕΓ∆ τρÐγωνον íµοιìν âστι τÀú ΛΘΚ τριγ¸νωú. τ� �ρα íµοια πολÔγωνα
τ� ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ εÒ̋ τε íµοια τρÐγωνα δι ùρηται καÈ εÊ̋ Òσα τä πλ¨θο̋.

Λèγω, íτι καÈ åµìλογα τοØ̋ íλοι̋, τουτèστιν ¹στε �ν�λογον εÚναι τ� τρÐγωνα, καÈ
�γοÔµενα µàν εÚναι τ� ΑΒΕ, ΕΒΓ, ΕΓ∆, áπìµενα δà αÎτÀν τ� ΖΗΛ, ΛΗΘ, ΛΘΚ,
καÈ íτι τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον πρä̋ τä ΖΗΘΚΛ πολÔγωνον διπλασÐονα λìγον êχει
¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΖΗ.

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΑΓ, ΖΘ. καÈ âπεÈ δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν πολυγ¸νων Òση
âστÈν � Íπä ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΗΘ, καÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ ΒΓ, οÕτω̋ � ΖΗ πρä̋
ΗΘ, Êσογ¸νιìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΖΗΘ τριγ¸νωú: Òση �ρα âστÈν � µàν Íπä
ΒΑΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΗΖΘ, � δà Íπä ΒΓΑ τ¨ù Íπä ΗΘΖ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Íπä ΒΑΜ
γωνÐα τ¨ù Íπä ΗΖΝ, êστι δà καÈ � Íπä ΑΒΜ τ¨ù Íπä ΖΗΝ Òση, καÈ λοιπ� �ρα � Íπä
ΑΜΒ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΖΝΗ Òση âστÐν: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΜ τρÐγωνον τÀú ΖΗΝ
τριγ¸νωú. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ τä ΒΜΓ τρÐγωνον Êσογ¸νιìν âστι τÀú ΗΝΘ
τριγ¸νωú. �ν�λογον �ρα âστÐν, ±̋ µàν � ΑΜ πρä̋ ΜΒ, οÕτω̋ � ΖΝ πρä̋ ΝΗ, ±̋
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δà � ΒΜ πρä̋ ΜΓ, οÕτω̋ � ΗΝ πρä̋ ΝΘ: ¹στε καÈ δÐ Òσου, ±̋ � ΑΜ πρä̋ ΜΓ,
οÕτω̋ � ΖΝ πρä̋ ΝΘ. �λλ' ±̋ � ΑΜ πρä̋ ΜΓ, οÕτω̋ τä ΑΒΜ [τρÐγωνον] πρä̋ τä
ΜΒΓ, καÈ τä ΑΜΕ πρä̋ τä ΕΜΓ: πρä̋ �λληλα γ�ρ εÊσιν ±̋ αÉ β�σει̋. καÈ ±̋ �ρα
ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντα τ� �γοÔµενα πρä̋ �παντα
τ� áπìµενα: ±̋ �ρα τä ΑΜΒ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΜΓ, οÕτω̋ τä ΑΒΕ πρä̋ τä ΓΒΕ.
�λλ' ±̋ τä ΑΜΒ πρä̋ τä ΒΜΓ, οÕτω̋ � ΑΜ πρä̋ ΜΓ: καÈ ±̋ �ρα � ΑΜ πρä̋ ΜΓ,
οÕτω̋ τä ΑΒΕ τρÐγωνον πρä̋ τä ΕΒΓ τρÐγωνον. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ � ΖΝ πρä̋
ΝΘ, οÕτω̋ τä ΖΗΛ τρÐγωνον πρä̋ τä ΗΛΘ τρÐγωνον. καÐ âστιν ±̋ � ΑΜ πρä̋ ΜΓ,
οÕτω̋ � ΖΝ πρä̋ ΝΘ: καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒΕ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΕΓ τρÐγωνον, οÕτω̋
τä ΖΗΛ τρÐγωνον πρä̋ τä ΗΛΘ τρÐγωνον, καÈ âναλλ�c, ±̋ τä ΑΒΕ τρÐγωνον πρä̋ τä
ΖΗΛ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΒΕΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΗΛΘ τρÐγωνον. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν
âπιζευχθεισÀν τÀν Β∆, ΗΚ, íτι καÈ ±̋ τä ΒΕΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΛΗΘ τρÐγωνον,
οÕτω̋ τä ΕΓ∆ τρÐγωνον πρä̋ τä ΛΘΚ τρÐγωνον. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä ΑΒΕ τρÐγωνον
πρä̋ τä ΖΗΛ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΕΒΓ πρä̋ τä ΛΗΘ, καÈ êτι τä ΕΓ∆ πρä̋ τä ΛΘΚ,
καÈ ±̋ �ρα ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντα τ� �γοÔµενα
πρä̋ �παντα τ� áπìµενα: êστιν �ρα ±̋ τä ΑΒΕ τρÐγωνον πρä̋ τä ΖΗΛ τρÐγωνον,
οÕτω̋ τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον πρä̋ τä ΖΗΘΚΛ πολÔγωνον. �λλ� τä ΑΒΕ τρÐγωνον
πρä̋ τä ΖΗΛ τρÐγωνον διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΑΒ åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν
ΖΗ åµìλογον πλευρ�ν: τ� γ�ρ íµοια τρÐγωνα âν διπλασÐονι λìγωú âστÈ τÀν åµολìγων
πλευρÀν. καÈ τä ΑΒΓ∆Ε �ρα πολÔγωνον πρä̋ τä ΖΗΘΚΛ πολÔγωνον διπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ � ΑΒ åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν ΖΗ åµìλογον πλευρ�ν.

Τ� �ρα íµοια πολÔγωνα εÒ̋ τε íµοια τρÐγωνα διαιρεØται καÈ εÊ̋ Òσα τä πλ¨θο̋ καÈ
åµìλογα τοØ̋ íλοι̋, καÈ τä πολÔγωνον πρä̋ τä πολÔγωνον διπλασÐονα λìγον êχει
¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν: [íπερ êδει δεØcαι].

Πìρισµα

ÃΩσαÔτω̋ δà καÈ âπÈ τÀν [åµοÐων] τετραπλεÔρων δειχθ σεται, íτι âν διπλασÐονι
λìγωú εÊσÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν. âδεÐχθη δà καÈ âπÈ τÀν τριγ¸νων: ¹στε καÈ
καθìλου τ� íµοια εÎθÔγραµµα σχ µατα πρä̋ �λληλα âν διπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν
åµολìγων πλευρÀν. íπερ êδει δεØcαι.

[

Πìρισµα

ΚαÈ â�ν τÀν ΑΒ, ΖΗ τρÐτην �ν�λογον λ�βωµεν τ�ν C, � ΒΑ πρä̋ τ�ν C διπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΖΗ. êχει δà καÈ τä πολÔγωνον πρä̋ τä πολÔγωνον
£ τä τετρ�πλευρον πρä̋ τä τετρ�πλευρον διπλασÐονα λìγον ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ�
πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΖΗ: âδεÐχθη δà τοÜτο καÈ âπÈ
τÀν τριγ¸νων: ¹στε καÈ καθìλου φανερìν, íτι, â�ν τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν,
êσται ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ εÚδο̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋
δευτèρα̋ τä íµοιον καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενον.]

VI.21

Τ� τÀú αÎτÀú εÎθυγρ�µµωú íµοια καÈ �λλ λοι̋ âστÈν íµοια.
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^Εστω γ�ρ áκ�τερον τÀν Α, Β εÎθυγρ�µµων τÀú Γ íµοιον: λèγω, íτι καÈ τä Α τÀú
Β âστιν íµοιον.

ÇΕπεÈ γ�ρ íµοιìν âστι τä Α τÀú Γ, Êσογ¸νιìν τè âστιν αÎτÀú καÈ τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋
γωνÐα̋ πλευρ�̋ �ν�λογον êχει. π�λιν, âπεÈ íµοιìν âστι τä Β τÀú Γ, Êσογ¸νιìν τè

Α
Β

Γ

âστιν αÎτÀú καÈ τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ πλευρ�̋ �ν�λογον êχει. áκ�τερον �ρα
τÀν Α, Β τÀú Γ Êσογ¸νιìν τè âστι καÈ τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ πλευρ�̋ �ν�λογον
êχει [¹στε καÈ τä Α τÀú Β Êσογ¸νιìν τè âστι καÈ τ�̋ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ πλευρ�̋
�ν�λογον êχει]. íµοιον �ρα âστÈ τä Α τÀú Β: íπερ êδει δεØcαι.

VI.22

ÇΕ�ν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, καÈ τ� �π' αÎτÀν εÎθÔγραµµα íµοι� τε καÈ
åµοÐω̋ �ναγεγραµµèνα �ν�λογον êσται: κ�ν τ� �π' αÎτÀν εÎθÔγραµµα íµοι� τε καÈ
åµοÐω̋ �ναγεγραµµèνα �ν�λογον ªù, καÈ αÎταÈ αÉ εÎθεØαι �ν�λογον êσονται.

^Εστωσαν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον αÉ ΑΒ, Γ∆, ΕΖ, ΗΘ, ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆,
οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν
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ΗΘ, καÈ �ναγεγρ�φθωσαν �πä µàν τÀν ΑΒ, Γ∆ íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα
εÎθÔγραµµα τ� ΚΑΒ, ΛΓ∆, �πä δà τÀν ΕΖ, ΗΘ íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα εÎθÔγραµµα
τ� ΜΖ, ΝΘ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ τä ΚΑΒ πρä̋ τä ΛΓ∆, οÕτω̋ τä ΜΖ πρä̋ τä ΝΘ.

ΕÊλ φθω γ�ρ τÀν µàν ΑΒ, Γ∆ τρÐτη �ν�λογον � C, τÀν δà ΕΖ, ΗΘ τρÐτη �ν�λογον
� Ο. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ µàν � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ, ±̋ δà � Γ∆
πρä̋ τ�ν C, οÕτω̋ � ΗΘ πρä̋ τ�ν Ο, δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν C, οÕτω̋
� ΕΖ

b b

b

Π Ρ

Σ

πρä̋ τ�ν Ο. �λλ' ±̋ µàν � ΑΒ πρä̋ τ�ν C, οÕτω̋ [καÈ] τä ΚΑΒ πρä̋ τä ΛΓ∆, ±̋
δà � ΕΖ πρä̋ τ�ν Ο, οÕτω̋ τä ΜΖ πρä̋ τä ΝΘ: καÈ ±̋ �ρα τä ΚΑΒ πρä̋ τä ΛΓ∆,
οÕτω̋ τä ΜΖ πρä̋ τä ΝΘ.
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ÇΑλλ� δ� êστω ±̋ τä ΚΑΒ πρä̋ τä ΛΓ∆, οÕτω̋ τä ΜΖ πρä̋ τä ΝΘ: λèγω, íτι âστÈ
καÈ ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ. εÊ γ�ρ µ  âστιν, ±̋ � ΑΒ πρä̋
τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ, êστω ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋
τ�ν ΠΡ, καÈ �ναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ ΠΡ åποτèρωú τÀν ΜΖ, ΝΘ íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋
κεÐµενον εÎθÔγραµµον τä ΣΡ.

ÇΕπεÈ οÞν âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΠΡ, καÈ �ναγèγραπται
�πä µàν τÀν ΑΒ, Γ∆ íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα τ� ΚΑΒ, ΛΓ∆, �πä δà τÀν ΕΖ,
ΠΡ íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα τ� ΜΖ, ΣΡ, êστιν �ρα ±̋ τä ΚΑΒ πρä̋ τä ΛΓ∆,
οÕτω̋ τä ΜΖ πρä̋ τä ΣΡ. Íπìκειται δà καÈ ±̋ τä ΚΑΒ πρä̋ τä ΛΓ∆, οÕτω̋ τä ΜΖ
πρä̋ τä ΝΘ: καÈ ±̋ �ρα τä ΜΖ πρä̋ τä ΣΡ, οÕτω̋ τä ΜΖ πρä̋ τä ΝΘ. τä ΜΖ �ρα
πρä̋ áκ�τερον τÀν ΝΘ, ΣΡ τäν αÎτäν êχει λìγον: Òσον �ρα âστÈ τä ΝΘ τÀú ΣΡ. êστι
δà αÎτÀú καÈ íµοιον καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον: Òση �ρα � ΗΘ τ¨ù ΠΡ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ �
ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΠΡ, Òση δà � ΠΡ τ¨ù ΗΘ, êστιν �ρα ±̋ � ΑΒ
πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ.

ÇΕ�ν �ρα τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, καÈ τ� �π' αÎτÀν εÎθÔγραµµα íµοι� τε
καÈ åµοÐω̋ �ναγεγραµµèνα �ν�λογον êσται: κ�ν τ� �π' αÎτÀν εÎθÔγραµµα íµοι� τε
καÈ åµοÐω̋ �ναγεγραµµèνα �ν�λογον ªù, καÈ αÎταÈ αÉ εÎθεØαι �ν�λογον êσονται: íπερ
êδει δεØcαι.

[

Λ¨µµα

]

[�Οτι δè, â�ν εÎθÔγραµµα Òσα ªù καÈ íµοια, αÉ åµìλογοι αÎτÀν πλευραÈ Òσαι �λλ λαι̋
εÊσÐν, δεÐcοµεν οÕτω̋.

^Εστω Òσα καÈ íµοια εÎθÔγραµµα τ� ΝΘ, ΣΡ, καÈ êστω ±̋ � ΘΗ πρä̋ τ�ν ΗΝ,
οÕτω̋ � ΡΠ πρä̋ τ�ν ΠΣ: λèγω, íτι Òση âστÈν � ΡΠ τ¨ù ΘΗ.

ΕÊ γ�ρ �νισοÐ εÊσιν, µÐα αÎτÀν µεÐζων âστÐν. êστω µεÐζων � ΡΠ τ¨̋ ΘΗ. καÈ âπεÐ
âστιν ±̋ � ΡΠ πρä̋ ΠΣ, οÕτω̋ � ΘΗ πρä̋ τ�ν ΗΝ, καÈ âναλλ�c, ±̋ � ΡΠ πρä̋ τ�ν
ΘΗ, οÕτω̋ � ΠΣ πρä̋ τ�ν ΗΝ, µεÐζων δà � ΠΡ τ¨̋ ΘΗ, µεÐζων �ρα καÈ � ΠΣ τ¨̋
ΗΝ: ¹στε καÈ τä ΡΣ µεØζìν âστι τοÜ ΘΝ. �λλ� καÈ Òσον: íπερ �δÔνατον. οÎκ �ρα
�νισì̋ âστιν � ΠΡ τ¨ù ΗΘ: Òση �ρα: íπερ êδει δεØcαι.]

VI.23

Τ� Êσογ¸νια παραλληλìγραµµα πρä̋ �λληλα λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ τÀν
πλευρÀν.

^Εστω Êσογ¸νια παραλληλìγραµµα
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τ� ΑΓ, ΓΖ Òσην êχοντα τ�ν Íπä ΒΓ∆ γωνÐαν τ¨ù Íπä ΕΓΗ: λèγω, íτι τä ΑΓ
παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΖ παραλληλìγραµµον λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ
τÀν πλευρÀν.

ΚεÐσθω γ�ρ ¹στε âπ' εÎθεÐα̋ εÚναι τ�ν ΒΓ τ¨ù ΓΗ: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈ καÈ � ∆Γ
τ¨ù ΓΕ. καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ∆Η παραλληλìγραµµον, καÈ âκκεÐσθω τι̋ εÎθεØα � Κ,
καÈ γεγονèτω ±̋ µàν � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΗ, οÕτω̋ � Κ πρä̋ τ�ν Λ, ±̋ δà � ∆Γ πρä̋
τ�ν ΓΕ, οÕτω̋ � Λ πρä̋ τ�ν Μ.

ΟÉ �ρα λìγοι τ¨̋ τε Κ πρä̋ τ�ν Λ καÈ τ¨̋ Λ πρä̋ τ�ν Μ οÉ αÎτοÐ εÊσι τοØ̋ λìγοι̋
τÀν πλευρÀν, τ¨̋ τε ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΗ καÈ τ¨̋ ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΕ. �λλ' å τ¨̋ Κ πρä̋ Μ
λìγο̋ σÔγκειται êκ τε τοÜ τ¨̋ Κ πρä̋ Λ λìγου καÈ τοÜ τ¨̋ Λ πρä̋ Μ: ¹στε καÈ � Κ
πρä̋ τ�ν Μ λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΒΓ πρä̋
τ�ν ΓΗ, οÕτω̋ τä ΑΓ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΘ, �λλ' ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΗ,
οÕτω̋ � Κ πρä̋ τ�ν Λ, καÈ ±̋ �ρα � Κ πρä̋ τ�ν Λ, οÕτω̋ τä ΑΓ πρä̋ τä ΓΘ. π�λιν,
âπεÐ âστιν ±̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΕ, οÕτω̋ τä ΓΘ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΖ, �λλ'
±̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΕ, οÕτω̋ � Λ πρä̋ τ�ν Μ, καÈ ±̋ �ρα � Λ πρä̋ τ�ν Μ, οÕτω̋ τä
ΓΘ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΖ παραλληλìγραµµον. âπεÈ οÞν âδεÐχθη, ±̋ µàν �
Κ πρä̋ τ�ν Λ, οÕτω̋ τä ΑΓ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΘ παραλληλìγραµµον, ±̋
δà � Λ πρä̋ τ�ν Μ, οÕτω̋ τä ΓΘ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΓΖ παραλληλìγραµµον,
δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ � Κ πρä̋ τ�ν Μ, οÕτω̋ τä ΑΓ πρä̋ τä ΓΖ παραλληλìγραµµον.
� δà Κ πρä̋ τ�ν Μ λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν: καÈ τä ΑΓ �ρα πρä̋
τä ΓΖ λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν.

Τ� �ρα Êσογ¸νια παραλληλìγραµµα πρä̋ �λληλα λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ
τÀν πλευρÀν: íπερ êδει δεØcαι.

VI.24

Παντä̋ παραλληλογρ�µµου τ� περÈ τ�ν δι�µετρον παραλληλìγραµµα íµοι� âστι τÀú
τε íλωú καÈ �λλ λοι̋.

^Εστω παραλληλìγραµµον τä ΑΒΓ∆, δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ � ΑΓ, περÈ δà τ�ν ΑΓ παρ-
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αλληλìγραµµα êστω τ� ΕΗ, ΘΚ: λèγω, íτι áκ�τερον τÀν ΕΗ, ΘΚ παραλληλογρ�µµων
íµοιìν âστι íλωú τÀú ΑΒΓ∆ καÈ �λλ λοι̋.

ÇΕπεÈ γ�ρ τριγ¸νου τοÜ ΑΒΓ
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παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ΒΓ ªκται � ΕΖ, �ν�λογìν âστιν ±̋ � ΒΕ πρä̋ τ�ν
ΕΑ, οÕτω̋, � ΓΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ. π�λιν, âπεÈ τριγ¸νου τοÜ ΑΓ∆ παρ� µÐαν τ�ν Γ∆
ªκται � ΖΗ, �ν�λογìν âστιν ±̋ � ΓΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ, οÕτω̋ � ∆Η πρä̋ τ�ν ΗΑ.
�λλ' ±̋ � ΓΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ, οÕτω̋ âδεÐχθη καÈ � ΒΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ: καÈ ±̋ �ρα �
ΒΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ, οÕτω̋ � ∆Η πρä̋ τ�ν ΗΑ, καÈ συνθèντι �ρα ±̋ � ΒΑ πρä̋ ΑΕ,
οÕτω̋ � ∆Α πρä̋ ΑΗ, καÈ âναλλ�c ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ � ΕΑ πρä̋ τ�ν
ΑΗ. τÀν �ρα ΑΒΓ∆, ΕΗ παραλληλογρ�µµων �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�ν
κοιν�ν γωνÐαν τ�ν Íπä ΒΑ∆. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΗΖ τ¨ù ∆Γ, Òση âστÈν �
µàν Íπä ΑΖΗ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΓΑ: καÈ κοιν� τÀν δÔο τριγ¸νων τÀν Α∆Γ, ΑΗΖ �
Íπä ∆ΑΓ γωνÐα: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä Α∆Γ τρÐγωνον τÀú ΑΗΖ τριγ¸νωú. δι� τ�
αÎτ� δ� καÈ τä ΑΓΒ τρÐγωνον Êσογ¸νιìν âστι τÀú ΑΖΕ τριγ¸νωú, καÈ íλον τä ΑΒΓ∆
παραλληλìγραµµον τÀú ΕΗ παραλληλογρ�µµωú Êσογ¸νιìν âστιν. �ν�λογον �ρα âστÈν
±̋ � Α∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ � ΑΗ πρä̋ τ�ν ΗΖ, ±̋ δà � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΑ, οÕτω̋
� ΗΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ, ±̋ δà � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΖΕ, καÈ êτι ±̋
� ΓΒ πρä̋ τ�ν ΒΑ, οÕτω̋ � ΖΕ πρä̋ τ�ν ΕΑ. καÈ âπεÈ âδεÐχθη ±̋ µàν � ∆Γ πρä̋
τ�ν ΓΑ, οÕτω̋ � ΗΖ πρä̋ τ�ν ΖΑ, ±̋ δà � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν
ΖΕ, δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ � ΗΖ πρä̋ τ�ν ΖΕ. τÀν �ρα
ΑΒΓ∆, ΕΗ παραλληλογρ�µµων �ν�λογìν εÊσιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋:
íµοιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον τÀú ΕΗ παραλληλογρ�µµωú. δι� τ�
αÎτ� δ� τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον καÈ τÀú ΚΘ παραλληλογρ�µµωú íµοιìν âστιν:
áκ�τερον �ρα τÀν ΕΗ, ΘΚ παραλληλογρ�µµων τÀú ΑΒΓ∆ [παραλληλογρ�µµωú] íµοιìν
âστιν. τ� δà τÀú αÎτÀú εÎθυγρ�µµωú íµοια καÈ �λλ λοι̋ âστÈν íµοια: καÈ τä ΕΗ �ρα
παραλληλìγραµµον τÀú ΘΚ παραλληλογρ�µµωú íµοιìν âστιν.

Παντä̋ �ρα παραλληλογρ�µµου τ� περÈ τ�ν δι�µετρον παραλληλìγραµµα íµοι�
âστι τÀú τε íλωú καÈ �λλ λοι̋: íπερ êδει δεØcαι.
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VI.25

ΤÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú íµοιον καÈ �λλωú τÀú δοθèντι Òσον τä αÎτä συστ σασθαι.
^Εστω τä µàν δοθàν εÎθÔγραµµον, Áú δεØ íµοιον συστ σασθαι, τä ΑΒΓ, Áú δà δεØ

Òσον, τä ∆: δεØ δ� τÀú µàν ΑΒΓ íµοιον, τÀú δà ∆ Òσον τä αÎτä συστ σασθαι.
Παραβεβλ σθω γ�ρ παρ� µàν τ�ν ΒΓ τÀú ΑΒΓ τριγ¸νωú Òσον παραλληλìγραµµον

τä ΒΕ, παρ� δà τ�ν ΓΕ τÀú ∆ Òσον παραλληλìγραµµον τä ΓΜ âν γωνÐαø τ¨ù Íπä ΖΓΕ,
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¡ âστιν Òση τ¨ù Íπä ΓΒΛ. âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈν � µàν ΒΓ τ¨ù ΓΖ, � δà ΛΕ τ¨ù ΕΜ.
καÈ εÊλ φθω τÀν ΒΓ, ΓΖ µèση �ν�λογον � ΗΘ, καÈ �ναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ ΗΘ τÀú
ΑΒΓ íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον τä ΚΗΘ.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΗΘ, οÕτω̋ � ΗΘ πρä̋ τ�ν ΓΖ, â�ν δà τρεØ̋
εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, êστιν ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋
εÚδο̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ δευτèρα̋ τä íµοιον καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενον, êστιν �ρα ±̋ �
ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΚΗΘ τρÐγωνον. �λλ� καÈ ±̋ � ΒΓ
πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ τä ΒΕ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΕΖ παραλληλìγραµµον. καÈ
±̋ �ρα τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΚΗΘ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ΒΕ παραλληλìγραµµον
πρä̋ τä ΕΖ παραλληλìγραµµον: âναλλ�c �ρα ±̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΒΕ
παραλληλìγραµµον, οÕτω̋ τä ΚΗΘ τρÐγωνον πρä̋ τä ΕΖ παραλληλìγραµµον. Òσον
δà τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΒΕ παραλληλογρ�µµωú: Òσον �ρα καÈ τä ΚΗΘ τρÐγωνον τÀú
ΕΖ παραλληλογρ�µµωú. �λλ� τä ΕΖ παραλληλìγραµµον τÀú ∆ âστιν Òσον: καÈ τä
ΚΗΘ �ρα τÀú ∆ âστιν Òσον. êστι δà τä ΚΗΘ καÈ τÀú ΑΒΓ íµοιον.

ΤÀú �ρα δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú ΑΒΓ íµοιον καÈ �λλωú τÀú δοθèντι τÀú ∆ Òσον τä
αÎτä συνèσταται τä ΚΗΘ: íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.26

ÇΕ�ν �πä παραλληλογρ�µµου παραλληλìγραµµον �φαιρεθ¨ù íµοιìν τε τÀú íλωú καÈ
åµοÐω̋ κεÐµενον κοιν�ν γωνÐαν êχον αÎτÀú, περÈ τ�ν αÎτ�ν δι�µετρìν âστι τÀú íλωú.

ÇΑπä γ�ρ παραλληλογρ�µµου
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τοÜ ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον �φηùρ σθω τä ΑΖ íµοιον τÀú ΑΒΓ∆ καÈ åµοÐω̋
κεÐµενον κοιν�ν γωνÐαν êχον αÎτÀú τ�ν Íπä ∆ΑΒ: λèγω, íτι περÈ τ�ν αÎτ�ν δι�µετρìν
âστι τä ΑΒΓ∆ τÀú ΑΖ.

Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, êστω [αÎτÀν] δι�µετρο̋ � ΑΘΓ, καÈ âκβληθεØσα � ΗΖ
δι χθω âπÈ τä Θ, καÈ ¢χθω δι� τοÜ Θ åποτèραø τÀν Α∆, ΒΓ παρ�λληλο̋ � ΘΚ.

ÇΕπεÈ οÞν περÈ τ�ν αÎτ�ν δι�µετρìν âστι τä ΑΒΓ∆ τÀú ΚΗ, êστιν �ρα ±̋ � ∆Α
πρä̋ τ�ν ΑΒ, οÕτω̋ � ΗΑ πρä̋ τ�ν ΑΚ. êστι δà καÈ δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν ΑΒΓ∆,
ΕΗ καÈ ±̋ � ∆Α πρä̋ τ�ν ΑΒ, οÕτω̋ � ΗΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ: καÈ ±̋ �ρα � ΗΑ πρä̋ τ�ν
ΑΚ, οÕτω̋ � ΗΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ. � ΗΑ �ρα πρä̋ áκατèραν τÀν ΑΚ, ΑΕ τäν αÎτäν êχει
λìγον. Òση �ρα âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΑΚ � âλ�ττων τ¨ù µεÐζονι: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ
�ρα οÖκ âστι περÈ τ�ν αÎτ�ν δι�µετρον τä ΑΒΓ∆ τÀú ΑΖ: περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα âστÈ
δι�µετρον τä ΑΒΓ∆ παραλληλìγραµµον τÀú ΑΖ παραλληλογρ�µµωú.

ÇΕ�ν �ρα �πä παραλληλογρ�µµου παραλληλìγραµµον �φαιρεθ¨ù íµοιìν τε τÀú íλωú
καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον κοιν�ν γωνÐαν êχον αÎτÀú, περÈ τ�ν αÎτ�ν δι�µετρìν âστι τÀú
íλωú: íπερ êδει δεØcαι.

VI.27

Π�ντων τÀν παρ� τ�ν αÎτ�ν εÎθεØαν παραβαλλοµèνων παραλληλογρ�µµων καÈ âλλειπìντων
εÒδεσι παραλληλογρ�µµοι̋ åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋ κειµèνοι̋ τÀú �πä τ¨̋ �µισεÐα̋
�ναγραφοµèνωú µèγιστìν âστι τä �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ παραβαλλìµενον [παραλληλìγραµµον]
íµοιον ïν τÀú âλλεÐµµατι.

^Εστω εÎθεØα � ΑΒ καÈ τετµ σθω δÐχα κατ� τä Γ, καÈ παραβεβλ σθω παρ� τ�ν
ΑΒ εÎθεØαν τä Α∆ παραλληλìγραµµον âλλεØπον εÒδει παραλληλογρ�µµωú τÀú ∆Β
�ναγραφèντι �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ, τουτèστι τ¨̋ ΓΒ: λèγω, íτι π�ντων τÀν παρ�
τ�ν ΑΒ παραβαλλοµèνων παραλληλογρ�µµων καÈ âλλειπìντων εÒδεσι [παραλληλογρ�µµοι̋]
åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋ κειµèνοι̋ τÀú ∆Β µèγιστìν âστι τä Α∆. παραβεβλ σθω γ�ρ παρ�
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τ�ν ΑΒ εÎθεØαν τä ΑΖ παραλληλìγραµµον âλλεØπον εÒδει παραλληλογρ�µµωú τÀú
ΖΒ åµοÐωú τε καÈ åµοÐω̋ κειµèνωú τÀú ∆Β: λèγω, íτι µεØζìν âστι τä Α∆ τοÜ ΑΖ.

ÇΕπεÈ γ�ρ íµοιìν âστι τä ∆Β παραλληλìγραµµον τÀú ΖΒ παραλληλογρ�µµωú, περÈ
τ�ν αÎτ ν εÊσι δι�µετρον. ¢χθω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ∆Β, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα.

ÇΕπεÈ οÞν Òσον âστÈ τä ΓΖ τÀú ΖΕ, κοινäν δà τä ΖΒ, íλον �ρα τä ΓΘ íλωú τÀú ΚΕ
âστιν Òσον. �λλ� τä ΓΘ τÀú ΓΗ âστιν Òσον, âπεÈ καÈ � ΑΓ τ¨ù ΓΒ. καÈ τä ΗΓ �ρα τÀú
ΕΚ âστιν Òσον. κοινäν προσκεÐσθω τä ΓΖ: íλον �ρα τä ΑΖ τÀú ΛΜΝ γν¸µονÐ âστιν
Òσον: ¹στε τä ∆Β παραλληλìγραµµον, τουτèστι τä Α∆, τοÜ ΑΖ παραλληλογρ�µµου
µεØζìν âστιν.

Π�ντων �ρα τÀν παρ� τ�ν αÎτ�ν εÎθεØαν παραβαλλοµèνων παραλληλογρ�µµων καÈ
âλλειπìντων εÒδεσι παραλληλογρ�µµοι̋ åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋ κειµèνοι̋ τÀú �πä τ¨̋
�µισεÐα̋ �ναγραφοµèνωú µèγιστìν âστι τä �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ παραβληθèν: íπερ êδει
δεØcαι.

VI.28

Παρ� τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú Òσον παραλληλìγραµµον παρα-
βαλεØν âλλεØπον εÒδει παραλληλογρ�µµωú åµοÐωú τÀú δοθèντι: δεØ δà τä διδìµενον
εÎθÔγραµµον [Áú δεØ Òσον παραβαλεØν] µ� µεØζον εÚναι τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ �ναγραφοµèνου
åµοÐου τÀú âλλεÐµµατι [τοÜ τε �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ καÈ Áú δεØ íµοιον âλλεÐπειν].

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà δοθàν εÎθÔγραµµον, Áú δεØ Òσον παρ� τ�ν
ΑΒ παραβαλεØν, τä Γ µ� µεØζον [ïν] τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ �ναγραφοµèνου
åµοÐου τÀú âλλεÐµµατι, Áú δà δεØ íµοιον âλλεÐπειν, τä ∆: δεØ δ� παρ� τ�ν δοθεØσαν
εÎθεØαν τ�ν ΑΒ τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú Γ Òσον παραλληλìγραµµον παραβαλεØν
âλλεØπον εÒδει παραλληλογρ�µµωú åµοÐωú îντι τÀú ∆.
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Τετµ σθω � ΑΒ δÐχα κατ� τä Ε σηµεØον, καÈ �ναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ ΕΒ τÀú ∆
íµοιον καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον τä ΕΒΖΗ, καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ΑΗ παραλληλìγραµµον.

ΕÊ µàν οÞν Òσον âστÈ τä ΑΗ τÀú Γ, γεγονä̋ �ν εÒη τä âπιταχθèν: παραβèβληται
γ�ρ παρ� τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν τ�ν ΑΒ τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú Γ Òσον παρ-
αλληλìγραµµον τä ΑΗ âλλεØπον εÒδει παραλληλογρ�µµωú τÀú ΗΒ åµοÐωú îντι τÀú ∆. εÊ
δà οÖ, µεØζον êστω τä ΘΕ τοÜ Γ. Òσον δà τä ΘΕ τÀú ΗΒ: µεØζον �ρα καÈ τä ΗΒ τοÜ
Γ. Áú δ� µεØζìν âστι τä ΗΒ τοÜ Γ, ταÔτηù τ¨ù Íπεροχ¨ù Òσον, τÀú δà ∆ íµοιον καÈ åµοÐω̋
κεÐµενον τä αÎτä συνεστ�τω τä ΚΛΜΝ. �λλ� τä ∆ τÀú ΗΒ [âστιν] íµοιον: καÈ τä ΚΜ
�ρα τÀú ΗΒ âστιν íµοιον. êστω οÞν åµìλογο̋ � µàν ΚΛ τ¨ù ΗΕ, � δà ΛΜ τ¨ù ΗΖ. καÈ
âπεÈ Òσον âστÈ τä ΗΒ τοØ̋ Γ, ΚΜ, µεØζον �ρα âστÈ τä ΗΒ τοÜ ΚΜ: µεÐζων �ρα âστÈ
καÈ � µàν ΗΕ τ¨̋ ΚΛ, � δà ΗΖ τ¨̋ ΛΜ. κεÐσθω τ¨ù µàν ΚΛ Òση � ΗC, τ¨ù δà ΛΜ Òση
� ΗΟ, καÈ συµπεπληρ¸σθω τä CΗΟΠ παραλληλìγραµµον: Òσον �ρα καÈ íµοιìν âστι
[τä ΗΠ] τÀú ΚΜ [�λλ� τä ΚΜ τÀú ΗΒ íµοιìν âστιν]. καÈ τä ΗΠ �ρα τÀú ΗΒ íµοιìν
âστιν: περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι τä ΗΠ τÀú ΗΒ. êστω αÎτÀν δι�µετρο̋ �
ΗΠΒ, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα.

ÇΕπεÈ οÞν Òσον âστÈ τä ΒΗ τοØ̋ Γ, ΚΜ, Áν τä ΗΠ τÀú ΚΜ âστιν Òσον, λοιπä̋ �ρα
å ΥΧΦ γν¸µων λοιπÀú τÀú Γ Òσο̋ âστÐν. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ τä ΟΡ τÀú CΣ, κοινäν
προσκεÐσθω τä ΠΒ: íλον �ρα τä ΟΒ íλωú τÀú CΒ Òσον âστÐν. �λλ� τä CΒ τÀú ΤΕ âστιν
Òσον, âπεÈ καÈ πλευρ� � ΑΕ πλευρ�ø τ¨ù ΕΒ âστιν Òση: καÈ τä ΤΕ �ρα τÀú ΟΒ âστιν
Òσον. κοινäν προσκεÐσθω τä CΣ: íλον �ρα τä ΤΣ íλωú τÀú ΦΧΥ γν¸µονÐ âστιν Òσον.
�λλ' å ΦΧΥ γν¸µων τÀú Γ âδεÐχθη Òσο̋: καÈ τä ΤΣ �ρα τÀú Γ âστιν Òσον.

Παρ� τ�ν δοθεØσαν �ρα εÎθεØαν τ�ν ΑΒ τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú Γ Òσον παρ-
αλληλìγραµµον παραβèβληται τä ΣΤ âλλεØπον εÒδει παραλληλογρ�µµωú τÀú ΠΒ åµοÐωú
îντι τÀú ∆ [âπειδ περ τä ΠΒ τÀú ΗΠ íµοιìν âστιν]: íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.29

Παρ� τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú Òσον παραλληλìγραµµον παρα-
βαλεØν Íπερβ�λλον εÒδει παραλληλογρ�µµωú åµοÐωú τÀú δοθèντι.

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà δοθàν εÎθÔγραµµον, Áú δεØ Òσον παρ�
τ�ν ΑΒ παραβαλεØν, τä Γ, Áú δà δεØ íµοιον Íπερβ�λλειν, τä ∆: δεØ δ� παρ� τ�ν ΑΒ
εÎθεØαν τÀú Γ εÎθυγρ�µµωú Òσον παραλληλìγραµµον παραβαλεØν Íπερβ�λλον εÒδει παρ-
αλληλογρ�µµωú åµοÐωú τÀú ∆.
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Τετµ σθω � ΑΒ δÐχα κατ� τä Ε, καÈ �ναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ ΕΒ τÀú ∆ íµοιον καÈ
åµοÐω̋ κεÐµενον παραλληλìγραµµον τä ΒΖ, καÈ συναµφοτèροι̋ µàν τοØ̋ ΒΖ, Γ Òσον,
τÀú δà ∆ íµοιον καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον τä αÎτä συνεστ�τω τä ΗΘ. åµìλογο̋ δà êστω
� µàν ΚΘ τ¨ù ΖΛ, � δà ΚΗ τ¨ù ΖΕ. καÈ âπεÈ µεØζìν âστι τä ΗΘ τοÜ ΖΒ, µεÐζων �ρα
âστÈ καÈ � µàν ΚΘ τ¨̋ ΖΛ, � δà ΚΗ τ¨̋ ΖΕ. âκβεβλ σθωσαν αÉ ΖΛ, ΖΕ, καÈ τ¨ù µàν
ΚΘ Òση êστω � ΖΛΜ, τ¨ù δà ΚΗ Òση � ΖΕΝ, καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ΜΝ: τä ΜΝ �ρα
τÀú ΗΘ Òσον τè âστι καÈ
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íµοιον. �λλ� τä ΗΘ τÀú ΕΛ âστιν íµοιον: καÈ τä ΜΝ �ρα τÀú ΕΛ íµοιìν âστιν:
περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι τä ΕΛ τÀú ΜΝ. ¢χθω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΖC, καÈ
καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα.

ÇΕπεÈ Òσον âστÈ τä ΗΘ τοØ̋ ΕΛ, Γ, �λλ� τä ΗΘ τÀú ΜΝ Òσον âστÐν, καÈ τä ΜΝ �ρα
τοØ̋ ΕΛ, Γ Òσον âστÐν. κοινäν �φηùρ σθω τä ΕΛ: λοιπä̋ �ρα å ΨΧΦ γν¸µων τÀú Γ
âστιν Òσο̋. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΕΒ, Òσον âστÈ καÈ τä ΑΝ τÀú ΝΒ, τουτèστι τÀú
ΛΟ. κοινäν προσκεÐσθω τä ΕC: íλον �ρα τä ΑC Òσον âστÈ τÀú ΦΧΨ γν¸µονι. �λλ� å
ΦΧΨ γν¸µων τÀú Γ Òσο̋ âστÐν: καÈ τä ΑC �ρα τÀú Γ Òσον âστÐν.

Παρ� τ�ν δοθεØσαν �ρα εÎθεØαν τ�ν ΑΒ τÀú δοθèντι εÎθυγρ�µµωú τÀú Γ Òσον παρ-
αλληλìγραµµον παραβèβληται τä ΑC Íπερβ�λλον εÒδει παραλληλογρ�µµωú τÀú ΠΟ
åµοÐωú îντι τÀú ∆, âπεÈ καÈ τÀú ΕΛ âστιν íµοιον τä ΟΠ: íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.30

Τ�ν δοθεØσαν εÎθεØαν πεπερασµèνην �κρον καÈ µèσον λìγον τεµεØν.

^Εστω � δοθεØσα εÎθεØα πεπερασµèνη � ΑΒ: δεØ δ� τ�ν ΑΒ εÎθεØαν �κρον καÈ µèσον
λìγον τεµεØν.
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ÇΑναγεγρ�φθω �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä ΒΓ, καÈ παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ΑΓ τ¨ù
ΒΓ Òσον παραλληλìγραµµον τä Γ∆ Íπερβ�λλον εÒδει τÀú Α∆ åµοÐωú τÀú ΒΓ.

Τετρ�γωνον δè âστι τä ΒΓ: τετρ�γωνον �ρα âστÈ καÈ τä Α∆. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ
τä ΒΓ τÀú Γ∆, κοινäν �φηùρ σθω τä ΓΕ: λοιπäν �ρα τä ΒΖ λοιπÀú τÀú Α∆ âστιν Òσον.
êστι δà αÎτÀú καÈ Êσογ¸νιον: τÀν ΒΖ, Α∆ �ρα �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ τ�̋
Òσα̋ γωνÐα̋: êστιν �ρα ±̋ � ΖΕ πρä̋ τ�ν Ε∆, οÕτω̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΒ. Òση δà �
µàν ΖΕ τ¨ù ΑΒ, � δà Ε∆ τ¨ù ΑΕ. êστιν �ρα ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ, οÕτω̋ � ΑΕ πρä̋
τ�ν ΕΒ. µεÐζων δà � ΑΒ τ¨̋ ΑΕ: µεÐζων �ρα καÈ � ΑΕ τ¨̋ ΕΒ.

ÃΗ �ρα ΑΒ εÎθεØα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Ε, καÈ τä µεØζον αÎτ¨̋
τµ¨µ� âστι τä ΑΕ: íπερ êδει ποι¨σαι.

VI.31

ÇΕν τοØ̋ æρθογωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν æρθ�ν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋ πλευρ�̋
εÚδο̋ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν τ�ν æρθ�ν γωνÐαν περιεχουσÀν πλευρÀν εÒδεσι τοØ̋
åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋ �ναγραφοµèνοι̋.

^Εστω τρÐγωνον æρθογ¸νιον τä ΑΒΓ æρθ�ν êχον τ�ν Íπä ΒΑΓ γωνÐαν: λèγω, íτι
τä �πä τ¨̋ ΒΓ εÚδο̋ Òσον
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âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΒΑ, ΑΓ εÒδεσι τοØ̋ åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋ �ναγραφοµèνοι̋.

^Ηχθω κ�θετο̋ � Α∆.

ÇΕπεÈ οÞν âν æρθογωνÐωú τριγ¸νωú τÀú ΑΒΓ �πä τ¨̋ πρä̋ τÀú Α æρθ¨̋ γωνÐα̋ âπÈ τ�ν
ΒΓ β�σιν κ�θετο̋ ªκται � Α∆, τ� ΑΒ∆, Α∆Γ πρä̋ τ¨ù καθèτωú τρÐγωνα íµοι� âστι τÀú
τε íλωú τÀú ΑΒΓ καÈ �λλ λοι̋. καÈ âπεÈ íµοιìν âστι τä ΑΒΓ τÀú ΑΒ∆, êστιν �ρα ±̋
� ΓΒ πρä̋ τ�ν ΒΑ, οÕτω̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Β∆. καÈ âπεÈ τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογìν εÊσιν,
êστιν ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ εÚδο̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋
δευτèρα̋ τä íµοιον καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενον. ±̋ �ρα � ΓΒ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋
τä �πä τ¨̋ ΓΒ εÚδο̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ τä íµοιον καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενον. δι�
τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΓ εÚδο̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋
ΓΑ. ¹στε καÈ ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�̋ Β∆, ∆Γ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΓ εÚδο̋ πρä̋ τ� �πä
τÀν ΒΑ, ΑΓ τ� íµοια καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενα. Òση δà � ΒΓ ταØ̋ Β∆, ∆Γ: Òσον
�ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΒΓ εÚδο̋ τοØ̋ �πä τÀν ΒΑ, ΑΓ εÒδεσι τοØ̋ åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋
�ναγραφοµèνοι̋.

ÇΕν �ρα τοØ̋ æρθογωνÐοι̋ τριγ¸νοι̋ τä �πä τ¨̋ τ�ν æρθ�ν γωνÐαν ÍποτεινοÔση̋
πλευρ�̋ εÚδο̋ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν τ�ν æρθ�ν γωνÐαν περιεχουσÀν πλευρÀν εÒδεσι
τοØ̋ åµοÐοι̋ τε καÈ åµοÐω̋ �ναγραφοµèνοι̋: íπερ êδει δεØcαι.

VI.32

ÇΕ�ν δÔο τρÐγωνα συντεθ¨ù κατ� µÐαν γωνÐαν τ�̋ δÔο πλευρ�̋ ταØ̋ δυσÈ πλευραØ̋
�ν�λογον êχοντα ¹στε τ�̋ åµολìγου̋ αÎτÀν πλευρ�̋ καÈ παραλλ λου̋ εÚναι, αÉ
λοιπαÈ τÀν τριγ¸νων πλευραÈ âπ' εÎθεÐα̋ êσονται.

^Εστω δÔο τρÐγωνα τ� ΑΒΓ, ∆ΓΕ τ�̋ δÔο πλευρ�̋ τ�̋ ΒΑ, ΑΓ ταØ̋ δυσÈ πλευραØ̋
ταØ̋ ∆Γ, ∆Ε �ν�λογον êχοντα, ±̋ µàν τ�ν ΑΒ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ τ�ν ∆Γ πρä̋
τ�ν ∆Ε, παρ�λληλον δà τ�ν µàν ΑΒ τ¨ù ∆Γ, τ�ν δà ΑΓ τ¨ù ∆Ε: λèγω, íτι âπ' εÎθεÐα̋
âστÈν � ΒΓ τ¨ù ΓΕ.
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ÇΕπεÈ γ�ρ παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ∆Γ, καÈ εÊ̋ αÎτ�̋ âµπèπτωκεν εÎθεØα � ΑΓ,
αÉ âναλλ�c γωνÐαι αÉ Íπä ΒΑΓ, ΑΓ∆ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä
Γ∆Ε τ¨ù Íπä ΑΓ∆ Òση âστÐν. ¹στε καÈ � Íπä ΒΑΓ τ¨ù Íπä Γ∆Ε âστιν Òση. καÈ âπεÈ
δÔο τρÐγων� âστι τ� ΑΒΓ, ∆ΓΕ µÐαν γωνÐαν τ�ν πρä̋ τÀú Α µι�ø γωνÐαø τ¨ù πρä̋ τÀú ∆
Òσην êχοντα, περÈ δà τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον, ±̋ τ�ν ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ,
οÕτω̋ τ�ν Γ∆ πρä̋ τ�ν ∆Ε, Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΓΕ τριγ¸νωú:
Òση �ρα � Íπä ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΓΕ. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΑΓ∆ τ¨ù Íπä ΒΑΓ Òση:
íλη �ρα � Íπä ΑΓΕ δυσÈ ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, ΒΑΓ Òση âστÐν. κοιν� προσκεÐσθω � Íπä
ΑΓΒ: αÉ �ρα Íπä ΑΓΕ, ΑΓΒ ταØ̋ Íπä ΒΑΓ, ΑΓΒ, ΓΒΑ Òσαι εÊσÐν. �λλ' αÉ Íπä ΒΑΓ,
ΑΒΓ, ΑΓΒ δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: καÈ αÉ Íπä ΑΓΕ, ΑΓΒ �ρα δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν.
πρä̋ δ  τινι εÎθεÐαø τ¨ù ΑΓ καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Γ δÔο εÎθεØαι αÉ ΒΓ, ΓΕ µ�
âπÈ τ� αÎτ� µèρη κεÐµεναι τ�̋ âφεc¨̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΑΓΕ, ΑΓΒ δυσÈν æρθαØ̋ Òσα̋
ποιοÜσιν: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈν � ΒΓ τ¨ù ΓΕ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο τρÐγωνα συντεθ¨ù κατ� µÐαν γωνÐαν τ�̋ δÔο πλευρ�̋ ταØ̋ δυσÈ πλευραØ̋
�ν�λογον êχοντα ¹στε τ�̋ åµολìγου̋ αÎτÀν πλευρ�̋ καÈ παραλλ λου̋ εÚναι, αÉ
λοιπαÈ τÀν τριγ¸νων πλευραÈ âπ' εÎθεÐα̋ êσονται: íπερ êδει δεØcαι.

VI.33

ÇΕν τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ γωνÐαι τäν αÎτäν êχουσι λìγον ταØ̋ περιφερεÐαι̋, âφ' Áν
βεβ κασιν, â�ν τε πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ â�ν τε πρä̋ ταØ̋ περιφερεÐαι̋ Âσι βεβηκυØαι.
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^Εστωσαν Òσοι κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ, καÈ πρä̋ µàν τοØ̋ κèντροι̋ αÎτÀν τοØ̋ Η,
Θ γωνÐαι êστωσαν αÉ Íπä ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρä̋ δà ταØ̋ περιφερεÐαι̋ αÉ Íπä ΒΑΓ, Ε∆Ζ:
λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΒΓ περιφèρεια πρä̋ τ�ν ΕΖ περιφèρειαν, οÕτω̋ ¡ τε Íπä ΒΗΓ
γωνÐα πρä̋ τ�ν Íπä ΕΘΖ καÈ � Íπä ΒΑΓ πρä̋ τ�ν Íπä Ε∆Ζ.

ΚεÐσθωσαν γ�ρ τ¨ù µàν ΒΓ περιφερεÐαø Òσαι κατ� τä ác¨̋ åσαιδηποτοÜν αÉ ΓΚ, ΚΛ,
τ¨ù δà ΕΖ περιφερεÐαø Òσαι åσαιδηποτοÜν αÉ ΖΜ, ΜΝ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΗΚ, ΗΛ,
ΘΜ, ΘΝ.

ÇΕπεÈ οÞν Òσαι εÊσÈν αÉ ΒΓ, ΓΚ, ΚΛ περιφèρειαι �λλ λαι̋, Òσαι εÊσÈ καÈ αÉ Íπä
ΒΗΓ, ΓΗΚ, ΚΗΛ γωνÐαι �λλ λαι̋: åσαπλασÐων �ρα âστÈν � ΒΛ περιφèρεια τ¨̋
ΒΓ, τοσαυταπλασÐων âστÈ καÈ � Íπä ΒΗΛ γωνÐα τ¨̋ Íπä ΒΗΓ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ
åσαπλασÐων âστÈν � ΝΕ περιφèρεια τ¨̋ ΕΖ, τοσαυταπλασÐων âστÈ καÈ � Íπä ΝΘΕ
γωνÐα τ¨̋ Íπä ΕΘΖ. εÊ �ρα Òση âστÈν � ΒΛ περιφèρεια τ¨ù ΕΝ περιφερεÐαø, Òση âστÈ καÈ
γωνÐα � Íπä ΒΗΛ τ¨ù Íπä ΕΘΝ, καÈ εÊ µεÐζων âστÈν � ΒΛ περιφèρεια τ¨̋ ΕΝ περ-
ιφερεÐα̋, µεÐζων âστÈ καÈ � Íπä ΒΗΛ γωνÐα τ¨̋ Íπä ΕΘΝ, καÈ εÊ âλ�σσων, âλ�σσων.
τεσσ�ρων δ� îντων µεγεθÀν, δÔο µàν περιφερειÀν τÀν ΒΓ, ΕΖ, δÔο δà γωνιÀν τÀν
Íπä ΒΗΓ, ΕΘΖ, εÒληπται τ¨̋ µàν ΒΓ περιφερεÐα̋ καÈ τ¨̋ Íπä ΒΗΓ γωνÐα̋ Êσ�κι̋
πολλαπλασÐων ¡ τε ΒΛ περιφèρεια καÈ � Íπä ΒΗΛ γωνÐα, τ¨̋ δà ΕΖ περιφερεÐα̋ καÈ
τ¨̋ Íπä ΕΘΖ γωνÐα̋ ¡ τε ΕΝ περιφèρεια καÈ � Íπä ΕΘΝ γωνÐα. καÈ δèδεικται, íτι
εÊ Íπερèχει � ΒΛ περιφèρεια τ¨̋ ΕΝ περιφερεÐα̋, Íπερèχει καÈ � Íπä ΒΗΛ γωνÐα τ¨̋
Íπä ΕΘΝ γωνÐα̋, καÈ εÊ Òση, Òση, καÈ εÊ âλ�σσων, âλ�σσων. êστιν �ρα, ±̋ � ΒΓ
περιφèρεια πρä̋ τ�ν ΕΖ, οÕτω̋ � Íπä ΒΗΓ γωνÐα πρä̋ τ�ν Íπä ΕΘΖ. �λλ' ±̋ � Íπä
ΒΗΓ γωνÐα πρä̋ τ�ν Íπä ΕΘΖ, οÕτω̋ � Íπä ΒΑΓ πρä̋ τ�ν Íπä Ε∆Ζ: διπλασÐα γ�ρ
áκατèρα áκατèρα̋. καÈ ±̋ �ρα � ΒΓ περιφèρεια πρä̋ τ�ν ΕΖ περιφèρειαν, οÕτω̋ ¡ τε
Íπä ΒΗΓ γωνÐα πρä̋ τ�ν Íπä ΕΘΖ καÈ � Íπä ΒΑΓ πρä̋ τ�ν Íπä Ε∆Ζ.

ÇΕν �ρα τοØ̋ Òσοι̋ κÔκλοι̋ αÉ γωνÐαι τäν αÎτäν êχουσι λìγον ταØ̋ περιφερεÐαι̋, âφ'
Áν βεβ κασιν, â�ν τε πρä̋ τοØ̋ κèντροι̋ â�ν τε πρä̋ ταØ̋ περιφερεÐαι̋ Âσι βεβηκυØαι:
íπερ êδει δεØcαι.
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BIBΛION VII

ΟΡΟΙ

1. Μον�̋ âστιν, καθ' �ν éκαστον τÀν îντων ëν λèγεται.

2. ÇΑριθµä̋ δà τä âκ µον�δων συγκεÐµενον πλ¨θο̋.

3. Μèρο̋ âστÈν �ριθµä̋ �ριθµοÜ å âλ�σσων τοÜ µεÐζονο̋, íταν καταµετρ¨ù τäν
µεÐζονα.

4. Μèρη δè, íταν µ� καταµετρ¨ù.

5. Πολλαπλ�σιο̋ δà å µεÐζων τοÜ âλ�σσονο̋, íταν καταµετρ¨ται Íπä τοÜ âλ�σσονο̋.

6. Α̂ρτιο̋ �ριθµì̋ âστιν å δÐχα διαιροÔµενο̋.

7. Περισσä̋ δà å µ� διαιροÔµενο̋ δÐχα £ [å] µον�δι διαφèρων �ρτÐου �ριθµοÜ.

8. ÇΑρτι�κι̋ �ρτιο̋ �ριθµì̋ âστιν å Íπä �ρτÐου �ριθµοÜ µετροÔµενο̋ κατ� �ρτιον
�ριθµìν.

9. ÇΑρτι�κι̋ δà περισσì̋ âστιν å Íπä �ρτÐου �ριθµοÜ µετροÔµενο̋ κατ� περισσäν
�ριθµìν. [Περισσ�κι̋ �ρτιì̋ âστιν å Íπä περισσοÜ �ριθµοÜ µετροÔµενο̋ κατ�
�ρτιον �ριθµìν].

10. Περισσ�κι̋ δà περισσä̋ �ριθµì̋ âστιν å Íπä περισσοÜ �ριθµοÜ µετροÔµενο̋ κατ�
περισσäν �ριθµìν.

11. ΠρÀτο̋ �ριθµì̋ âστιν å µον�δι µìνηù µετροÔµενο̋.

12. ΠρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ �ριθµοÐ εÊσιν οÉ µον�δι µìνηù µετροÔµενοι κοινÀú µèτρωú.

13. ΣÔνθετο̋ �ριθµì̋ âστιν å �ριθµÀú τινι µετροÔµενο̋.

14. ΣÔνθετοι δà πρä̋ �λλ λου̋ �ριθµοÐ εÊσιν οÉ �ριθµÀú τινι µετροÔµενοι κοινÀú
µèτρωú.

15. ÇΑριθµä̋ �ριθµäν πολλαπλασι�ζειν λèγεται, íταν, íσαι εÊσÈν âν αÎτÀú µον�δε̋,
τοσαυτ�κι̋ συντεθ¨ù å πολλαπλασιαζìµενο̋, καÈ γèνηταÐ τι̋.

16. �Οταν δà δÔο �ριθµοÈ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα, å γενìµενο̋
âπÐπεδο̋ καλεØται, πλευραÈ δà αÎτοÜ οÉ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ �ριθµοÐ.

17. �Οταν δà τρεØ̋ �ριθµοÈ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα, å γενìµενο̋
στερεì̋ âστιν, πλευραÈ δà αÎτοÜ οÉ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ �ριθµοÐ.

18. Τετρ�γωνο̋ �ριθµì̋ âστιν å Êσ�κι̋ Òσο̋ £ [å] Íπä δÔο Òσων �ριθµÀν περιεχìµενο̋.
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19. ΚÔβο̋ δà å Êσ�κι̋ Òσο̋ Êσ�κι̋ £ [å] Íπä τριÀν Òσων �ριθµÀν περιεχìµενο̋.

20. ÇΑριθµοÈ �ν�λογìν εÊσιν, íταν å πρÀτο̋ τοÜ δευτèρου καÈ å τρÐτο̋ τοÜ τετ�ρτου
Êσ�κι̋ ªù πολλαπλ�σιο̋ £ τä αÎτä µèρο̋ £ τ� αÎτ� µèρη Âσιν.

21. �Οµοιοι âπÐπεδοι καÈ στερεοÈ �ριθµοÐ εÊσιν οÉ �ν�λογον êχοντε̋ τ�̋ πλευρ�̋.

22. Τèλειο̋ �ριθµì̋ âστιν å τοØ̋ áαυτοÜ µèρεσιν Òσο̋ ºν.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

VII.1

∆Ôο �ριθµÀν �νÐσων âκκειµèνων, �νθυφαιρουµèνου δà �εÈ τοÜ âλ�σσονο̋ �πä τοÜ
µεÐζονο̋, â�ν å λειπìµενο̋ µηδèποτε καταµετρ¨ù τäν πρä áαυτοÜ, éω̋ οÝ λειφθ¨ù µον�̋,
οÉ âc �ρχ¨̋ �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êσονται.

∆Ôο γ�ρ [�νÐσων] �ριθµÀν τÀν ΑΒ, Γ∆
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�νθυφαιρουµèνου �εÈ τοÜ âλ�σσονο̋ �πä τοÜ µεÐζονο̋ å λειπìµενο̋ µηδèποτε
καταµετρεÐτω τäν πρä áαυτοÜ, éω̋ οÝ λειφθ¨ù µον�̋: λèγω, íτι οÉ ΑΒ, Γ∆ πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, τουτèστιν íτι τοÌ̋ ΑΒ, Γ∆ µον�̋ µìνη µετρεØ.

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ ΑΒ, Γ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει τι̋ αÎτοÌ̋ �ριθµì̋.
µετρεÐτω, καÈ êστω å Ε: καÈ å µàν Γ∆ τäν ΒΖ µετρÀν λειπèτω áαυτοÜ âλ�σσονα τäν
ΖΑ, å δà ΑΖ τäν ∆Η µετρÀν λειπèτω áαυτοÜ âλ�σσονα τäν ΗΓ, å δà ΗΓ τäν ΖΘ
µετρÀν λειπèτω µον�δα τ�ν ΘΑ.

ÇΕπεÈ οÞν å Ε τäν Γ∆ µετρεØ, å δà Γ∆ τäν ΒΖ µετρεØ καÈ å Ε �ρα τäν ΒΖ µετρεØ:
µετρεØ δà καÈ íλον τäν ΒΑ: καÈ λοιπäν �ρα τäν ΑΖ µετρ σει. å δà ΑΖ τäν ∆Η
µετρεØ: καÈ å Ε �ρα τäν ∆Η µετρεØ: µετρεØ δà καÈ íλον τäν ∆Γ: καÈ λοιπäν �ρα τäν
ΓΗ µετρ σει. å δà ΓΗ τäν ΖΘ µετρεØ: καÈ å Ε �ρα τäν ΖΘ µετρεØ: µετρεØ δà καÈ íλον
τäν ΖΑ: καÈ λοιπ�ν �ρα τ�ν ΑΘ µον�δα µετρ σει �ριθµä̋ ºν: íπερ âστÈν �δÔνατον.
οÎκ �ρα τοÌ̋ ΑΒ, Γ∆ �ριθµοÌ̋ µετρ σει τι̋ �ριθµì̋: οÉ ΑΒ, Γ∆ �ρα πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.
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VII.2

∆Ôο �ριθµÀν δοθèντων µ� πρ¸των πρä̋ �λλ λου̋ τä µèγιστον αÎτÀν κοινäν µèτρον
εÍρεØν.

^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ δÔο �ριθµοÈ µ� πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ ΑΒ, Γ∆. δεØ δ�
τÀν ΑΒ, Γ∆ τä µèγιστον κοινäν µèτρον εÍρεØν.

ΕÊ µàν οÞν å Γ∆ τäν ΑΒ µετρεØ, µετρεØ δà καÈ áαυτìν, å Γ∆ �ρα τÀν Γ∆, ΑΒ
κοινäν µèτρον âστÐν. καÈ φανερìν, íτι καÈ µèγιστον: οÎδεÈ̋ γ�ρ µεÐζων τοÜ Γ∆ τäν
Γ∆ µετρ σει.

ΕÊ δà οÎ µετρεØ å Γ∆ τäν ΑΒ, τÀν ΑΒ, Γ∆ �νθυφαιρουµèνου �εÈ τοÜ âλ�σσονο̋
�πä τοÜ µεÐζονο̋ λειφθ σεταÐ τι̋ �ριθµì̋, ç̋ µετρ σει τäν πρä áαυτοÜ.

b

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ
Η

µον�̋ µàν γ�ρ οÎ λειφθ σεται: εÊ δà µ , êσονται οÉ ΑΒ, Γ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋:
íπερ οÎχ Íπìκειται. λειφθ σεταÐ τι̋ �ρα �ριθµì̋, ç̋ µετρ σει τäν πρä áαυτοÜ. καÈ å
µàν Γ∆ τäν ΒΕ µετρÀν λειπèτω áαυτοÜ âλ�σσονα τäν ΕΑ, å δà ΕΑ τäν ∆Ζ µετρÀν
λειπèτω áαυτοÜ âλ�σσονα τäν ΖΓ, å δà ΓΖ τäν ΑΕ µετρεÐτω. âπεÈ οÞν å ΓΖ τäν ΑΕ
µετρεØ, å δà ΑΕ τäν ∆Ζ µετρεØ, καÈ å ΓΖ �ρα τäν ∆Ζ µετρ σει: µετρεØ δà καÈ áαυτìν:
καÈ íλον �ρα τäν Γ∆ µετρ σει. å δà Γ∆ τäν ΒΕ µετρεØ: καÈ å ΓΖ �ρα τäν ΒΕ µετρεØ:
µετρεØ δà καÈ τäν ΕΑ: καÈ íλον �ρα τäν ΒΑ µετρ σει: µετρεØ δà καÈ τäν Γ∆: å ΓΖ �ρα
τοÌ̋ ΑΒ, Γ∆ µετρεØ. å ΓΖ �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ κοινäν µèτρον âστÐν. λèγω δ , íτι καÈ
µèγιστον. εÊ γ�ρ µ  âστιν å ΓΖ τÀν ΑΒ, Γ∆ µèγιστον κοινäν µèτρον, µετρ σει τι̋
τοÌ̋ ΑΒ, Γ∆ �ριθµοÌ̋ �ριθµä̋ µεÐζων »ν τοÜ ΓΖ. µετρεÐτω, καÈ êστω å Η. καÈ âπεÈ
å Η τäν Γ∆ µετρεØ, å δà Γ∆ τäν ΒΕ µετρεØ, καÈ å Η �ρα τäν ΒΕ µετρεØ: µετρεØ δà
καÈ íλον τäν ΒΑ: καÈ λοιπäν �ρα τäν ΑΕ µετρ σει. å δà ΑΕ τäν ∆Ζ µετρεØ: καÈ å Η
�ρα τäν ∆Ζ µετρ σει: µετρεØ δà καÈ íλον τäν ∆Γ: καÈ λοιπäν �ρα τäν ΓΖ µετρ σει å
µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον: οÎκ �ρα τοÌ̋ ΑΒ, Γ∆ �ριθµοÌ̋ �ριθµì̋
τι̋ µετρ σει µεÐζων »ν τοÜ ΓΖ: å ΓΖ �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ µèγιστìν âστι κοινäν µèτρον:
[íπερ êδει δεØcαι].
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Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν �ριθµä̋ δÔο �ριθµοÌ̋ µετρ¨ù, καÈ τä µèγιστον αÎτÀν
κοινäν µèτρον µετρ σει: íπερ êδει δεØcαι.

VII.3

ΤριÀν �ριθµÀν δοθèντων µ� πρ¸των πρä̋ �λλ λου̋ τä µèγιστον αÎτÀν κοινäν µèτρον
εÍρεØν.
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^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ τρεØ̋ �ριθµοÈ µ� πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ Α, Β, Γ: δεØ δ�
τÀν Α, Β, Γ τä µèγιστον κοινäν µèτρον εÍρεØν.

ΕÊλ φθω γ�ρ δÔο τÀν Α, Β τä µèγιστον κοινäν µèτρον å ∆: å δ� ∆ τäν Γ ¢τοι
µετρεØ £ οÎ µετρεØ. µετρεÐτω πρìτερον: µετρεØ δà καÈ τοÌ̋ Α, Β: å ∆ �ρα τοÌ̋ Α,
Β, Γ µετρεØ: å ∆ �ρα τÀν Α, Β, Γ κοινäν µèτρον âστÐν. λèγω δ , íτι καÈ µèγιστον.
εÊ γ�ρ µ  âστιν å ∆ τÀν Α, Β, Γ µèγιστον κοινäν µèτρον, µετρ σει τι̋ τοÌ̋ Α, Β, Γ
�ριθµοÌ̋ �ριθµä̋ µεÐζων »ν τοÜ ∆. µετρεÐτω, καÈ êστω å Ε. âπεÈ οÞν å Ε τοÌ̋ Α, Β,
Γ µετρεØ, καÈ τοÌ̋ Α, Β �ρα µετρ σει: καÈ τä τÀν Α, Β �ρα µèγιστον κοινäν µèτρον
µετρ σει. τä δà τÀν Α, Β µèγιστον κοινäν µèτρον âστÈν å ∆: å Ε �ρα τäν ∆ µετρεØ å
µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ Α, Β, Γ �ριθµοÌ̋ �ριθµì̋
τι̋ µετρ σει µεÐζων »ν τοÜ ∆: å ∆ �ρα τÀν Α, Β, Γ µèγιστìν âστι κοινäν µèτρον.

Μ� µετρεÐτω δ� å ∆ τäν Γ: λèγω πρÀτον, íτι οÉ Γ, ∆ οÖκ εÊσι πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋. âπεÈ γ�ρ οÉ Α, Β, Γ οÖκ εÊσι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει τι̋ αÎτοÌ̋
�ριθµì̋. å δ� τοÌ̋ Α, Β, Γ µετρÀν καÈ τοÌ̋ Α, Β µετρ σει, καÈ τä τÀν Α, Β µèγιστον
κοινäν µèτρον τäν ∆ µετρ σει: µετρεØ δà καÈ τäν Γ: τοÌ̋ ∆, Γ �ρα �ριθµοÌ̋ �ριθµì̋
τι̋ µετρ σει: οÉ ∆, Γ �ρα οÖκ εÊσι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋. εÊλ φθω οÞν αÎτÀν τä
µèγιστον κοινäν µèτρον å Ε. καÈ âπεÈ å Ε τäν ∆ µετρεØ, å δà ∆ τοÌ̋ Α, Β µετρεØ, καÈ
å Ε �ρα τοÌ̋ Α, Β µετρεØ: µετρεØ δà καÈ τäν Γ: å Ε �ρα τοÌ̋ Α, Β, Γ µετρεØ: å Ε
�ρα τÀν Α, Β, Γ κοινìν âστι µèτρον. λèγω δ , íτι καÈ µèγιστον. εÊ γ�ρ µ  âστιν å Ε
τÀν Α, Β, Γ τä µèγιστον κοινäν µèτρον, µετρ σει τι̋ τοÌ̋ Α, Β, Γ �ριθµοÌ̋ �ριθµä̋
µεÐζων »ν τοÜ Ε. µετρεÐτω, καÈ êστω å Ζ. καÈ âπεÈ å Ζ τοÌ̋ Α, Β, Γ µετρεØ, καÈ τοÌ̋
Α, Β µετρεØ: καÈ τä τÀν Α, Β �ρα µèγιστον κοινäν µèτρον µετρ σει. τä δà τÀν Α,
Β µèγιστον κοινäν µèτρον âστÈν å ∆: å Ζ �ρα τäν ∆ µετρεØ: µετρεØ δà καÈ τäν Γ: å
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Ζ �ρα τοÌ̋ ∆, Γ µετρεØ: καÈ τä τÀν ∆, Γ �ρα µèγιστον κοινäν µèτρον µετρ σει. τä
δà τÀν ∆, Γ µèγιστον κοινäν µèτρον âστÈν å Ε: å Ζ �ρα τäν Ε µετρεØ å µεÐζων τäν
âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ Α, Β, Γ �ριθµοÌ̋ �ριθµì̋ τι̋ µετρ σει
µεÐζων »ν τοÜ Ε: å Ε �ρα τÀν Α, Β, Γ µèγιστìν âστι κοινäν µèτρον: íπερ êδει δεØcαι.

VII.4

�Απα̋ �ριθµä̋ παντä̋ �ριθµοÜ å âλ�σσων τοÜ µεÐζονο̋ ¢τοι µèρο̋ âστÈν £ µèρη.

^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ Α, ΒΓ, καÈ êστω âλ�σσων å ΒΓ: λèγω, íτι å ΒΓ τοÜ Α
¢τοι µèρο̋ âστÈν £ µèρη.

ΟÉ Α, ΒΓ γ�ρ ¢τοι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν £ οÖ. êστωσαν πρìτερον οÉ Α, ΒΓ
πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋.
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διαιρεθèντο̋ δ� τοÜ ΒΓ εÊ̋ τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋ êσται áκ�στη µον�̋ τÀν âν τÀú
ΒΓ µèρο̋ τι τοÜ Α: ¹στε µèρη âστÈν å ΒΓ τοÜ Α.

Μ� êστωσαν δ� οÉ Α, ΒΓ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋: å δ� ΒΓ τäν Α ¢τοι µετρεØ £ οÎ
µετρεØ. εÊ µàν οÞν å ΒΓ τäν Α µετρεØ, µèρο̋ âστÈν å ΒΓ τοÜ Α. εÊ δà οÖ, εÊλ φθω τÀν
Α, ΒΓ µèγιστον κοινäν µèτρον å ∆, καÈ διηùρ σθω å ΒΓ εÊ̋ τοÌ̋ τÀú ∆ Òσου̋ τοÌ̋
ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ. καÈ âπεÈ å ∆ τäν Α µετρεØ, µèρο̋ âστÈν å ∆ τοÜ Α: Òσο̋ δà å ∆ áκ�στωú
τÀν ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ: καÈ éκαστο̋ �ρα τÀν ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ τοÜ Α µèρο̋ âστÐν: ¹στε µèρη
âστÈν å ΒΓ τοÜ Α.

�Απα̋ �ρα �ριθµä̋ παντä̋ �ριθµοÜ å âλ�σσων τοÜ µεÐζονο̋ ¢τοι µèρο̋ âστÈν £
µèρη: íπερ êδει δεØcαι.

VII.5

ÇΕ�ν �ριθµì̋ �ριθµοÜ µèρο̋ ªù, καÈ éτερο̋ áτèρου τä αÎτä µèρο̋ ªù, καÈ συναµφìτερο̋
συναµφοτèρου τä αÎτä µèρο̋ êσται, íπερ å εÙ̋ τοÜ áνì̋.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α [�ριθµοÜ] τοÜ ΒΓ
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µèρο̋ êστω, καÈ éτερο̋ å ∆ áτèρου τοÜ ΕΖ τä αÎτä µèρο̋, íπερ å Α τοÜ ΒΓ: λèγω,
íτι καÈ συναµφìτερο̋ å Α, ∆ συναµφοτèρου τοÜ ΒΓ, ΕΖ τä αÎτä µèρο̋ âστÐν, íπερ
å Α τοÜ ΒΓ.

ÇΕπεÈ γ�ρ, ç µèρο̋ âστÈν å Α τοÜ ΒΓ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ∆ τοÜ ΕΖ, íσοι
�ρα εÊσÈν âν τÀú ΒΓ �ριθµοÈ Òσοι τÀú Α, τοσοÜτοÐ εÊσι καÈ âν τÀú ΕΖ �ριθµοÈ Òσοι τÀú
∆. διηùρ σθω å µàν ΒΓ εÊ̋ τοÌ̋ τÀú Α Òσου̋ τοÌ̋ ΒΗ, ΗΓ, å δà ΕΖ εÊ̋ τοÌ̋ τÀú ∆
Òσου̋ τοÌ̋ ΕΘ, ΘΖ: êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΒΗ, ΗΓ τÀú πλ θει τÀν ΕΘ, ΘΖ.
καÈ âπεÈ Òσο̋ âστÈν å µàν ΒΗ τÀú Α, å δà ΕΘ τÀú ∆, καÈ οÉ ΒΗ, ΕΘ �ρα τοØ̋ Α, ∆
Òσοι. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ οÉ ΗΓ, ΘΖ τοØ̋ Α, ∆. íσοι �ρα [εÊσÈν] âν τÀú ΒΓ �ριθµοÈ
Òσοι τÀú Α, τοσοÜτοÐ εÊσι καÈ âν τοØ̋ ΒΓ, ΕΖ Òσοι τοØ̋ Α, ∆. åσαπλασÐων �ρα âστÈν
å ΒΓ τοÜ Α, τοσαυταπλασÐων âστÈ καÈ συναµφìτερο̋ å ΒΓ, ΕΖ συναµφοτèρου τοÜ
Α, ∆. ç �ρα µèρο̋ âστÈν å Α τοÜ ΒΓ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ συναµφìτερο̋ å Α, ∆
συναµφοτèρου τοÜ ΒΓ, ΕΖ: íπερ êδει δεØcαι.

VII.6

ÇΕ�ν �ριθµä̋ �ριθµοÜ µèρη ªù, καÈ éτερο̋ áτèρου τ� αÎτ� µèρη ªù, καÈ συναµφìτερο̋
συναµφοτèρου τ� αÎτ� µèρη êσται, íπερ å εÙ̋ τοÜ áνì̋.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å ΑΒ �ριθµοÜ τοÜ Γ µèρη êστω, καÈ éτερο̋ å ∆Ε áτèρου τοÜ Ζ τ�
αÎτ� µèρη, �περ å ΑΒ τοÜ Γ: λèγω, íτι καÈ συναµφìτερο̋ å ΑΒ, ∆Ε συναµφοτèρου
τοÜ Γ, Ζ τ� αÎτ� µèρη âστÐν, �περ å ΑΒ τοÜ Γ.

ÇΕπεÈ γ�ρ, � µèρη âστÈν å ΑΒ τοÜ Γ, τ� αÎτ� µèρη καÈ å ∆Ε τοÜ Ζ, íσα �ρα âστÈν
âν τÀú ΑΒ µèρη τοÜ Γ, τοσαÜτ� âστι καÈ âν τÀú ∆Ε µèρη τοÜ Ζ. διηùρ σθω å µàν ΑΒ
εÊ̋ τ� τοÜ Γ µèρη τ� ΑΗ, ΗΒ, å δà ∆Ε εÊ̋ τ� τοÜ
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Ζ µèρη τ� ∆Θ, ΘΕ: êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú πλ θει τÀν ∆Θ, ΘΕ.
καÈ âπεÐ, ç µèρο̋ âστÈν å ΑΗ τοÜ Γ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ∆Θ τοÜ Ζ, ç �ρα µèρο̋
âστÈν å ΑΗ τοÜ Γ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ συναµφìτερο̋ å ΑΗ, ∆Θ συναµφοτèρου
τοÜ Γ, Ζ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ç µèρο̋ âστÈν å ΗΒ τοÜ Γ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ
συναµφìτερο̋ å ΗΒ, ΘΕ συναµφοτèρου τοÜ Γ, Ζ. � �ρα µèρη âστÈν å ΑΒ τοÜ Γ,
τ� αÎτ� µèρη âστÈ καÈ συναµφìτερο̋ å ΑΒ, ∆Ε συναµφοτèρου τοÜ Γ, Ζ: íπερ êδει
δεØcαι.

VII.7

ÇΕ�ν �ριθµä̋ �ριθµοÜ µèρο̋ ªù, íπερ �φαιρεθεÈ̋ �φαιρεθèντο̋, καÈ å λοιπä̋ τοÜ λοιποÜ
τä αÎτä µèρο̋ êσται, íπερ å íλο̋ τοÜ íλου.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å ΑΒ �ριθµοÜ τοÜ Γ∆ µèρο̋ êστω, íπερ �φαιρεθεÈ̋ å ΑΕ �φαιρεθèντο̋
τοÜ ΓΖ: λèγω, íτι καÈ λοιπä̋ å ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ τä αÎτä µèρο̋ âστÐν, íπερ íλο̋ å
ΑΒ íλου τοÜ Γ∆.

�Ο γ�ρ µèρο̋ âστÈν å ΑΕ τοÜ ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ êστω καÈ å ΕΒ τοÜ ΓΗ. καÈ âπεÐ,
ç µèρο̋ âστÈν å ΑΕ τοÜ ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΕΒ τοÜ ΓΗ, ç �ρα µèρο̋
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âστÈν å ΑΕ τοÜ ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΑΒ τοÜ ΗΖ. ç δà µèρο̋ âστÈν å ΑΕ
τοÜ ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ Íπìκειται καÈ å ΑΒ τοÜ Γ∆: ç �ρα µèρο̋ âστÈ καÈ å ΑΒ τοÜ
ΗΖ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ τοÜ Γ∆: Òσο̋ �ρα âστÈν å ΗΖ τÀú Γ∆. κοινä̋ �φηùρ σθω
å ΓΖ: λοιπä̋ �ρα å ΗΓ λοιπÀú τÀú Ζ∆ âστιν Òσο̋. καÈ âπεÐ, ç µèρο̋ âστÈν å ΑΕ τοÜ
ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ [âστÈ] καÈ å ΕΒ τοÜ ΗΓ, Òσο̋ δà å ΗΓ τÀú Ζ∆, ç �ρα µèρο̋ âστÈν
å ΑΕ τοÜ ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΕΒ τοÜ Ζ∆. �λλ� ç µèρο̋ âστÈν å ΑΕ τοÜ
ΓΖ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΑΒ τοÜ Γ∆: καÈ λοιπä̋ �ρα å ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ τä
αÎτä µèρο̋ âστÐν, íπερ íλο̋ å ΑΒ íλου τοÜ Γ∆: íπερ êδει δεØcαι.
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VII.8

ÇΕ�ν �ριθµä̋ �ριθµοÜ µèρη ªù, �περ �φαιρεθεÈ̋ �φαιρεθèντο̋, καÈ å λοιπä̋ τοÜ λοιποÜ
τ� αÎτ� µèρη êσται, �περ å íλο̋ τοÜ íλου.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å ΑΒ �ριθµοÜ τοÜ Γ∆ µèρη êστω, �περ �φαιρεθεÈ̋ å ΑΕ �φαιρεθèντο̋
τοÜ ΓΖ: λèγω, íτι καÈ λοιπä̋ å ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ τ� αÎτ� µèρη âστÐν, �περ íλο̋ å
ΑΒ íλου τοÜ Γ∆.

ΚεÐσθω γ�ρ τÀú ΑΒ Òσο̋ å ΗΘ. � �ρα µèρη âστÈν å ΗΘ τοÜ Γ∆, τ� αÎτ� µèρη âστÈ
καÈ å ΑΕ τοÜ ΓΖ.
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διηùρ σθω å µàν ΗΘ εÊ̋ τ� τοÜ Γ∆ µèρη τ� ΗΚ, ΚΘ, å δà ΑΕ εÊ̋ τ� τοÜ ΓΖ µèρη
τ� ΑΛ, ΛΕ: êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΗΚ, ΚΘ τÀú πλ θει τÀν ΑΛ, ΛΕ. καÈ âπεÐ,
ç µèρο̋ âστÈν å ΗΚ τοÜ Γ∆, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΑΛ τοÜ ΓΖ, µεÐζων δà å Γ∆
τοÜ ΓΖ, µεÐζων �ρα καÈ å ΗΚ τοÜ ΑΛ. κεÐσθω τÀú ΑΛ Òσο̋ å ΗΜ. ç �ρα µèρο̋ âστÈν
å ΗΚ τοÜ Γ∆, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΗΜ τοÜ ΓΖ: καÈ λοιπä̋ �ρα å ΜΚ λοιποÜ
τοÜ Ζ∆ τä αÎτä µèρο̋ âστÐν, íπερ íλο̋ å ΗΚ íλου τοÜ Γ∆. π�λιν âπεÐ, ç µèρο̋ âστÈν
å ΚΘ τοÜ Γ∆, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΕΛ τοÜ ΓΖ, µεÐζων δà å Γ∆ τοÜ ΓΖ, µεÐζων
�ρα καÈ å ΘΚ τοÜ ΕΛ. κεÐσθω τÀú ΕΛ Òσο̋ å ΚΝ. ç �ρα µèρο̋ âστÈν å ΚΘ τοÜ Γ∆,
τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΚΝ τοÜ ΓΖ: καÈ λοιπä̋ �ρα å ΝΘ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ τä αÎτä
µèρο̋ âστÐν, íπερ íλο̋ å ΚΘ íλου τοÜ Γ∆. âδεÐχθη δà καÈ λοιπä̋ å ΜΚ λοιποÜ τοÜ
Ζ∆ τä αÎτä µèρο̋ ºν, íπερ íλο̋ å ΗΚ íλου τοÜ Γ∆: καÈ συναµφìτερο̋ �ρα å ΜΚ,
ΝΘ τοÜ ∆Ζ τ� αÎτ� µèρη âστÐν, �περ íλο̋ å ΘΗ íλου τοÜ Γ∆. Òσο̋ δà συναµφìτερο̋
µàν å ΜΚ, ΝΘ τÀú ΕΒ, å δà ΘΗ τÀú ΒΑ: καÈ λοιπä̋ �ρα å ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ τ� αÎτ�
µèρη âστÐν, �περ íλο̋ å ΑΒ íλου τοÜ Γ∆: íπερ êδει δεØcαι.

VII.9

ÇΕ�ν �ριθµä̋ �ριθµοÜ µèρο̋ ªù, καÈ éτερο̋ áτèρου τä αÎτä µèρο̋ ªù, καÈ âναλλ�c, ç
µèρο̋ âστÈν £ µèρη å πρÀτο̋ τοÜ τρÐτου, τä αÎτä µèρο̋ êσται £ τ� αÎτ� µèρη καÈ å
δεÔτερο̋ τοÜ τετ�ρτου.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α �ριθµοÜ τοÜ ΒΓ µèρο̋ êστω, καÈ éτερο̋ å ∆ áτèρου τοÜ ΕΖ τä
αÎτä µèρο̋, íπερ å Α τοÜ ΒΓ: λèγω, íτι καÈ âναλλ�c, ç µèρο̋ âστÈν å Α τοÜ ∆ £
µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΒΓ τοÜ ΕΖ £ µèρη.

ÇΕπεÈ γ�ρ ç µèρο̋ âστÈν å Α τοÜ ΒΓ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ
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καÈ å ∆ τοÜ ΕΖ, íσοι �ρα εÊσÈν âν τÀú ΒΓ �ριθµοÈ Òσοι τÀú Α, τοσοÜτοÐ εÊσι καÈ âν
τÀú ΕΖ Òσοι τÀú ∆. διηùρ σθω å µàν ΒΓ εÊ̋ τοÌ̋ τÀú Α Òσου̋ τοÌ̋ ΒΗ, ΗΓ, å δà ΕΖ εÊ̋
τοÌ̋ τÀú ∆ Òσου̋ τοÌ̋ ΕΘ, ΘΖ: êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΒΗ, ΗΓ τÀú πλ θει τÀν
ΕΘ, ΘΖ.

ΚαÈ âπεÈ Òσοι εÊσÈν οÉ ΒΗ, ΗΓ �ριθµοÈ �λλ λοι̋, εÊσÈ δà καÈ οÉ ΕΘ, ΘΖ �ριθµοÈ Òσοι
�λλ λοι̋, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΒΗ, ΗΓ τÀú πλ θει τÀν ΕΘ, ΘΖ, ç �ρα µèρο̋
âστÈν å ΒΗ τοÜ ΕΘ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΗΓ τοÜ ΘΖ £ τ� αÎτ� µèρη:
¹στε καÈ ç µèρο̋ âστÈν å ΒΗ τοÜ ΕΘ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ συναµφìτερο̋
å ΒΓ συναµφοτèρου τοÜ ΕΖ £ τ� αÎτ� µèρη. Òσο̋ δà å µàν ΒΗ τÀú Α, å δà ΕΘ τÀú ∆:
ç �ρα µèρο̋ âστÈν å Α τοÜ ∆ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΒΓ τοÜ ΕΖ £ τ� αÎτ�
µèρη: íπερ êδει δεØcαι.

VII.10

ÇΕ�ν �ριθµä̋ �ριθµοÜ µèρη ªù, καÈ éτερο̋ áτèρου τ� αÎτ� µèρη ªù, καÈ âναλλ�c, � µèρη
âστÈν å πρÀτο̋ τοÜ τρÐτου £ µèρο̋, τ� αÎτ� µèρη êσται καÈ å δεÔτερο̋ τοÜ τετ�ρτου
£ τä αÎτä µèρο̋.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å ΑΒ �ριθµοÜ τοÜ Γ µèρη êστω, καÈ éτερο̋ å ∆Ε áτèρου τοÜ Ζ τ�
αÎτ� µèρη: λèγω, íτι καÈ âναλλ�c, � µèρη âστÈν å ΑΒ τοÜ ∆Ε £ µèρο̋, τ� αÎτ� µèρη
âστÈ καÈ å Γ τοÜ Ζ £ τä αÎτä µèρο̋.

b

b

b

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η Θ

ÇΕπεÈ γ�ρ, � µèρη âστÈν å ΑΒ τοÜ Γ, τ� αÎτ� µèρη âστÈ καÈ å ∆Ε τοÜ Ζ, íσα �ρα
âστÈν âν τÀú ΑΒ µèρη τοÜ Γ, τοσαÜτα καÈ âν τÀú ∆Ε µèρη τοÜ Ζ. διηùρ σθω å µàν ΑΒ
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εÊ̋ τ� τοÜ Γ µèρη τ� ΑΗ, ΗΒ, å δà ∆Ε εÊ̋ τ� τοÜ Ζ µèρη τ� ∆Θ, ΘΕ: êσται δ� Òσον
τä πλ¨θο̋ τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú πλ θει τÀν ∆Θ, ΘΕ. καÈ âπεÐ, ç µèρο̋ âστÈν å ΑΗ τοÜ
Γ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ∆Θ τοÜ Ζ, καÈ âναλλ�c, ç µèρο̋ âστÈν å ΑΗ τοÜ ∆Θ £
µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å Γ τοÜ Ζ £ τ� αÎτ� µèρη. δι� τ� αÎτ� δ� καÐ, ç µèρο̋
âστÈν å ΗΒ τοÜ ΘΕ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å Γ τοÜ Ζ £ τ� αÎτ� µèρη: ¹στε
καÐ [ç µèρο̋ âστÈν å ΑΗ τοÜ ∆Θ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΗΒ τοÜ ΘΕ £ τ�
αÎτ� µèρη: καÈ ç �ρα µèρο̋ âστÈν å ΑΗ τοÜ ∆Θ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å
ΑΒ τοÜ ∆Ε £ τ� αÎτ� µèρη: �λλ' ç µèρο̋ âστÈν å ΑΗ τοÜ ∆Θ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋
âδεÐχθη καÈ å Γ τοÜ Ζ £ τ� αÎτ� µèρη, καÈ] � [�ρα] µèρη âστÈν å ΑΒ τοÜ ∆Ε £ µèρο̋,
τ� αÎτ� µèρη âστÈ καÈ å Γ τοÜ Ζ £ τä αÎτä µèρο̋: íπερ êδει δεØcαι.

VII.11

ÇΕ�ν ªù ±̋ íλο̋ πρä̋ íλον, οÕτω̋ �φαιρεθεÈ̋ πρä̋ �φαιρεθèντα, καÈ å λοιπä̋ πρä̋ τäν
λοιπäν êσται, ±̋ íλο̋ πρä̋ íλον.

^Εστω ±̋ íλο̋ å ΑΒ πρä̋ íλον τäν Γ∆, οÕτω̋ �φαιρεθεÈ̋ å ΑΕ πρä̋ �φαιρεθèντα
τäν ΓΖ: λèγω, íτι καÈ λοιπä̋ å ΕΒ πρä̋ λοιπäν τäν Ζ∆ âστιν, ±̋ íλο̋ å ΑΒ πρä̋
íλον τäν Γ∆.
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ÇΕπεÐ âστιν ±̋ å ΑΒ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ å ΑΕ πρä̋ τäν ΓΖ, ç �ρα µèρο̋ âστÈν å
ΑΒ τοÜ Γ∆ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å ΑΕ τοÜ ΓΖ £ τ� αÎτ� µèρη. καÈ λοιπä̋
�ρα å ΕΒ λοιποÜ τοÜ Ζ∆ τä αÎτä µèρο̋ âστÈν £ µèρη, �περ å ΑΒ τοÜ Γ∆. êστιν �ρα
±̋ å ΕΒ πρä̋ τäν Ζ∆, οÕτω̋ å ΑΒ πρä̋ τäν Γ∆: íπερ êδει δεØcαι.

VII.12

ÇΕ�ν Âσιν åποσοιοÜν �ριθµοÈ �ν�λογον, êσται ±̋ εÙ̋ τÀν �γουµèνων πρä̋ éνα τÀν
áποµèνων, οÕτω̋ �παντε̋ οÉ �γοÔµενοι πρä̋ �παντα̋ τοÌ̋ áποµèνου̋.

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋
å Γ πρä̋ τäν ∆: λèγω, íτι âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ οÉ Α, Γ πρä̋ τοÌ̋ Β, ∆.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, ç �ρα µèρο̋ âστÈν å Α
τοÜ Β £ µèρη,



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 181

Α

Β

Γ

∆

τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å Γ τοÜ ∆ £ µèρη. καÈ συναµφìτερο̋ �ρα å Α, Γ συναµ-
φοτèρου τοÜ Β, ∆ τä αÎτä µèρο̋ âστÈν £ τ� αÎτ� µèρη, �περ å Α τοÜ Β. êστιν �ρα
±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ οÉ Α, Γ πρä̋ τοÌ̋ Β, ∆: íπερ êδει δεØcαι.

VII.13

ÇΕ�ν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ �ν�λογον Âσιν, καÈ âναλλ�c �ν�λογον êσονται.

^Εστωσαν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å
Γ πρä̋ τäν ∆: λèγω, íτι καÈ âναλλ�c �ν�λογον êσονται, ±̋ å Α πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋
å Β πρä̋ τäν ∆.
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ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, ç �ρα µèρο̋ âστÈν å
Α τοÜ Β £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å Γ τοÜ ∆ £ τ� αÎτ� µèρη. âναλλ�c �ρα, ç
µèρο̋ âστÈν å Α τοÜ Γ £ µèρη, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å Β τοÜ ∆ £ τ� αÎτ� µèρη.
êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν ∆: íπερ êδει δεØcαι.
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VII.14

ÇΕ�ν Âσιν åποσοιοÜν �ριθµοÈ καÈ �λλοι αÎτοØ̋ Òσοι τä πλ¨θο̋ σÔνδυο λαµβανìµενοι
καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ δÐ Òσου âν τÀú αÎτÀú λìγωú êσονται.

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ καÈ �λλοι αÎτοØ̋ Òσοι τä πλ¨θο̋ σÔνδυο
λαµβανìµενοι âν τÀú αÎτÀú λìγωú οÉ ∆, Ε, Ζ, ±̋ µàν å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

τäν Ε, ±̋ δà å Β πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ: λèγω, íτι καÈ δÐ Òσου âστÈν
±̋ å Α πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋
å Α πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν Ε. π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋
å Ε πρä̋ τäν Ζ, âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ å Β πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν Ζ. ±̋ δà
å Β πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν ∆: καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Γ πρä̋
τäν Ζ: âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ: íπερ êδει δεØcαι.

VII.15

ÇΕ�ν µον�̋ �ριθµìν τινα µετρ¨ù, Êσ�κι̋ δà éτερο̋ �ριθµä̋ �λλον τιν� �ριθµäν µετρ¨ù,
καÈ âναλλ�c Êσ�κι̋ � µον�̋ τäν τρÐτον �ριθµäν µετρ σει καÈ å δεÔτερο̋ τäν τèταρτον.

Μον�̋ γ�ρ � Α �ριθµìν τινα τäν ΒΓ µετρεÐτω, Êσ�κι̋ δà éτερο̋ �ριθµä̋ å ∆ �λλον
τιν� �ριθµäν τäν ΕΖ µετρεÐτω: λèγω, íτι καÈ âναλλ�c Êσ�κι̋ � Α µον�̋ τäν ∆ �ριθµäν
µετρεØ καÈ å ΒΓ τäν ΕΖ.

b b

b b

b b

b b

Α Β Γ

∆

Ε Ζ

Η Θ

Κ Λ

ÇΕπεÈ γ�ρ Êσ�κι̋ � Α µον�̋ τäν ΒΓ �ριθµäν µετρεØ καÈ å ∆ τäν ΕΖ, íσαι �ρα εÊσÈν
âν τÀú ΒΓ µον�δε̋, τοσοÜτοÐ εÊσι καÈ âν τÀú ΕΖ �ριθµοÈ Òσοι τÀú ∆. διηùρ σθω å µàν
ΒΓ εÊ̋ τ�̋ âν áαυτÀú µον�δα̋ τ�̋ ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ, å δà ΕΖ εÊ̋ τοÌ̋ τÀú ∆ Òσου̋ τοÌ̋
ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ. êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ τÀú πλ θει τÀν ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ.
καÈ âπεÈ Òσαι εÊσÈν αÉ ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ µον�δε̋ �λλ λαι̋, εÊσÈ δà καÈ οÉ ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ
�ριθµοÈ Òσοι �λλ λοι̋, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ µον�δων τÀú πλ θει
τÀν ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ �ριθµÀν, êσται �ρα ±̋ � ΒΗ µον�̋ πρä̋ τäν ΕΚ �ριθµìν, οÕτω̋
� ΗΘ µον�̋ πρä̋ τäν ΚΛ �ριθµäν καÈ � ΘΓ µον�̋ πρä̋ τäν ΛΖ �ριθµìν. êσται �ρα
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καÈ ±̋ εÙ̋ τÀν �γουµèνων πρä̋ éνα τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντε̋ οÉ �γοÔµενοι πρä̋
�παντα̋ τοÌ̋ áποµèνου̋: êστιν �ρα ±̋ � ΒΗ µον�̋ πρä̋ τäν ΕΚ �ριθµìν, οÕτω̋ å
ΒΓ πρä̋ τäν ΕΖ. Òση δà � ΒΗ µον�̋ τ¨ù Α µον�δι, å δà ΕΚ �ριθµä̋ τÀú ∆ �ριθµÀú.
êστιν �ρα ±̋ � Α µον�̋ πρä̋ τäν ∆ �ριθµìν, οÕτω̋ å ΒΓ πρä̋ τäν ΕΖ. Êσ�κι̋ �ρα �
Α µον�̋ τäν ∆ �ριθµäν µετρεØ καÈ å ΒΓ τäν ΕΖ: íπερ êδει δεØcαι.

VII.16

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα̋, οÉ γενìµενοι âc αÎτÀν
Òσοι �λλ λοι̋ êσονται.

Α

Β

Γ

∆

Ε

^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ å µàν Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω,
å δà Β τäν Α πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω: λèγω, íτι Òσο̋ âστÈν å Γ τÀú ∆.

ÇΕπεÈ γ�ρ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, å Β �ρα τäν Γ µετρεØ
κατ� τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ � Ε µον�̋ τäν Α �ριθµäν κατ� τ�̋ âν
αÎτÀú µον�δα̋: Êσ�κι̋ �ρα � Ε µον�̋ τäν Α �ριθµäν µετρεØ καÈ å Β τäν Γ. âναλλ�c
�ρα Êσ�κι̋ � Ε µον�̋ τäν Β �ριθµäν µετρεØ καÈ å Α τäν Γ. π�λιν, âπεÈ å Β τäν Α
πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, å Α �ρα τäν ∆ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Β µον�δα̋.
µετρεØ δà καÈ � Ε µον�̋ τäν Β κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: Êσ�κι̋ �ρα � Ε µον�̋ τäν
Β �ριθµäν µετρεØ καÈ å Α τäν ∆. Êσ�κι̋ δà � Ε µον�̋ τäν Β �ριθµäν âµèτρει καÈ å
Α τäν Γ: Êσ�κι̋ �ρα å Α áκ�τερον τÀν Γ, ∆ µετρεØ. Òσο̋ �ρα âστÈν å Γ τÀú ∆: íπερ
êδει δεØcαι.

VII.17

ÇΕ�ν �ριθµä̋ δÔο �ριθµοÌ̋ πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù τινα̋, οÉ γενìµενοι âc αÎτÀν τäν
αÎτäν écουσι λìγον τοØ̋ πολλαπλασιασθεØσιν.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α δÔο �ριθµοÌ̋ τοÌ̋ Β, Γ πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ ∆, Ε ποιεÐτω:
λèγω, íτι âστÈν ±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ
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ÇΕπεÈ γ�ρ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, å Β �ρα τäν ∆ µετρεØ
κατ� τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ � Ζ µον�̋ τäν Α �ριθµäν κατ� τ�̋ âν αÎτÀú
µον�δα̋: Êσ�κι̋ �ρα � Ζ µον�̋ τäν Α �ριθµäν µετρεØ καÈ å Β τäν ∆. êστιν �ρα ±̋ �
Ζ µον�̋ πρä̋ τäν Α �ριθµìν, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν ∆. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ � Ζ µον�̋
πρä̋ τäν Α �ριθµìν, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν Ε: καÈ ±̋ �ρα å Β πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Γ
πρä̋ τäν Ε. âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε: íπερ êδει
δεØcαι.

VII.18

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ �ριθµìν τινα πολλαπλασι�σαντε̋ ποιÀσÐ τινα̋, οÉ γενìµενοι âc αÎτÀν
τäν αÎτäν écουσι λìγον τοØ̋ πολλαπλασι�σασιν.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β �ριθµìν τινα τäν Γ πολλαπλασι�σαντε̋ τοÌ̋ ∆, Ε
ποιεÐτωσαν: λèγω, íτι âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε.

ÇΕπεÈ γ�ρ å Α τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, καÈ å Γ �ρα τäν Α πολ-
λαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Γ τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε
πεποÐη

Α

Β

Γ

∆

Ε

κεν. �ριθµä̋ δ� å Γ δÔο �ριθµοÌ̋ τοÌ̋ Α, Β πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ ∆, Ε πεποÐηκεν.
êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε: íπερ êδει δεØcαι.

VII.19

ÇΕ�ν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ �ν�λογον Âσιν, å âκ πρ¸του καÈ τετ�ρτου γενìµενο̋ �ριθµä̋
Òσο̋ êσται τÀú âκ δευτèρου καÈ τρÐτου γενοµèνωú �ριθµÀú: καÈ â�ν å âκ πρ¸του καÈ
τετ�ρτου γενìµενο̋ �ριθµä̋ Òσο̋ ªù τÀú âκ δευτèρου καÈ τρÐτου, οÉ τèσσαρε̋ �ριθµοÈ
�ν�λογον êσονται.

^Εστωσαν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ �ν�λογον
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Α Β Γ ∆

Ε Ζ

Η

οÉ Α, Β, Γ, ∆, ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, καÈ å µàν Α τäν ∆
πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω, å δà Β τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ζ ποιεÐτω: λèγω,
íτι Òσο̋ âστÈν å Ε τÀú Ζ.

ÃΟ γ�ρ Α τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Η ποιεÐτω. âπεÈ οÞν å Α τäν Γ πολλαπλασι�σα̋
τäν Η πεποÐηκεν, τäν δà ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε πεποÐηκεν, �ριθµä̋ δ� å Α δÔο
�ριθµοÌ̋ τοÌ̋ Γ, ∆ πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ Η, Ε πεποÐηκεν. êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν
∆, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Ε. �λλ' ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β: καÈ ±̋
�ρα å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Ε. π�λιν, âπεÈ å Α τäν Γ πολλαπλασι�σα̋
τäν Η πεποÐηκεν, �λλ� µ�ν καÈ å Β τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ζ πεποÐηκεν, δÔο δ�
�ριθµοÈ οÉ Α, Β �ριθµìν τινα τäν Γ πολλαπλασι�σαντε̋ τοÌ̋ Η, Ζ πεποι κασιν. êστιν
�ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Ζ. �λλ� µ�ν καÈ ±̋ å Α πρä̋ τäν Β,
οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Ε: καÈ ±̋ �ρα å Η πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Ζ. å Η �ρα
πρä̋ áκ�τερον τÀν Ε, Ζ τäν αÎτäν êχει λìγον: Òσο̋ �ρα âστÈν å Ε τÀú Ζ.

^Εστω δ� π�λιν Òσο̋ å Ε τÀú Ζ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Γ πρä̋
τäν ∆.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÈ Òσο̋ âστÈν å Ε τÀú Ζ, êστιν �ρα ±̋ å Η
πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Ζ. �λλ' ±̋ µàν å Η πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν
∆, ±̋ δà å Η πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β. καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋
å Γ πρä̋ τäν ∆: íπερ êδει δεØcαι.

VII.20

ΟÉ âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋ µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν
λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν âλ�σσονα.

^Εστωσαν γ�ρ âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν
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b

b

b

b
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η
Θ

λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Β οÉ Γ∆, ΕΖ: λèγω, íτι Êσ�κι̋ å Γ∆ τäν Α µετρεØ καÈ å
ΕΖ τäν Β.

ÃΟ Γ∆ γ�ρ τοÜ Α οÖκ âστι µèρη. εÊ γ�ρ δυνατìν, êστω: καÈ å ΕΖ �ρα τοÜ Β τ�
αÎτ� µèρη âστÐν, �περ å Γ∆ τοÜ Α. íσα �ρα âστÈν âν τÀú Γ∆ µèρη τοÜ Α, τοσαÜτ�
âστι καÈ âν τÀú ΕΖ µèρη τοÜ Β. διηùρ σθω å µàν Γ∆ εÊ̋ τ� τοÜ Α µèρη τ� ΓΗ, Η∆, å
δà ΕΖ εÊ̋ τ� τοÜ Β µèρη τ� ΕΘ, ΘΖ: êσται δ� Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΓΗ, Η∆ τÀú πλ θει
τÀν ΕΘ, ΘΖ. καÈ âπεÈ Òσοι εÊσÈν οÉ ΓΗ, Η∆ �ριθµοÈ �λλ λοι̋, εÊσÈ δà καÈ οÉ ΕΘ, ΘΖ
�ριθµοÈ Òσοι �λλ λοι̋, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν ΓΗ, Η∆ τÀú πλ θει τÀν ΕΘ, ΘΖ,
êστιν �ρα ±̋ å ΓΗ πρä̋ τäν ΕΘ, οÕτω̋ å Η∆ πρä̋ τäν ΘΖ. êσται �ρα καÈ ±̋ εÙ̋
τÀν �γουµèνων πρä̋ éνα τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντε̋ οÉ �γοÔµενοι πρä̋ �παντα̋
τοÌ̋ áποµèνου̋. êστιν �ρα ±̋ å ΓΗ πρä̋ τäν ΕΘ, οÕτω̋ å Γ∆ πρä̋ τäν ΕΖ: οÉ ΓΗ,
ΕΘ �ρα τοØ̋ Γ∆, ΕΖ âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÈν âλ�σσονε̋ îντε̋ αÎτÀν: íπερ âστÈν
�δÔνατον: Íπìκεινται γ�ρ οÉ Γ∆, ΕΖ âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋.
οÎκ �ρα µèρη âστÈν å Γ∆ τοÜ Α: µèρο̋ �ρα. καÈ å ΕΖ τοÜ Β τä αÎτä µèρο̋ âστÐν,
íπερ å Γ∆ τοÜ Α: Êσ�κι̋ �ρα å Γ∆ τäν Α µετρεØ καÈ å ΕΖ τäν Β: íπερ êδει δεØcαι.

VII.21

ΟÉ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ �ριθµοÈ âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋.
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Α

Β
Γ

∆
Ε

^Εστωσαν πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ �ριθµοÈ οÉ Α, Β: λèγω, íτι οÉ Α, Β âλ�χιστοÐ εÊσι
τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋.

ΕÊ γ�ρ µ , êσονταÐ τινε̋ τÀν Α, Β âλ�σσονε̋ �ριθµοÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú îντε̋ τοØ̋
Α, Β. êστωσαν οÉ Γ, ∆.

ÇΕπεÈ οÞν οÉ âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων [2αÎτοØ̋]2 µετροÜσι
τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�ττων τäν
âλ�ττονα, τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον,
Êσ�κι̋ �ρα å Γ τäν Α µετρεØ καÈ å ∆ τäν Β. åσ�κι̋ δ� å Γ τäν Α µετρεØ, τοσαÜται
µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ε. καÈ å ∆ �ρα τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Ε µον�δα̋. καÈ
âπεÈ å Γ τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Ε µον�δα̋, καÈ å Ε �ρα τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋
âν τÀú Γ µον�δα̋. δι� τ� αÎτ� δ� å Ε καÈ τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú ∆ µον�δα̋.
å Ε �ρα τοÌ̋ Α, Β µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋ �λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ
�ρα êσονταÐ τινε̋ τÀν Α, Β âλ�σσονε̋ �ριθµοÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú îντε̋ τοØ̋ Α, Β. οÉ
Α, Β �ρα âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋: íπερ êδει δεØcαι.

VII.22

ΟÉ âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋
εÊσÐν.

^Εστωσαν âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋ οÉ Α, Β: λèγω,
íτι οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋,
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Α

Β

Γ

∆

Ε

µετρ σει τι̋ αÎτοÌ̋ �ριθµì̋. µετρεÐτω, καÈ êστω å Γ. καÈ åσ�κι̋ µàν å Γ τäν Α
µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú ∆, åσ�κι̋ δà å Γ τäν Β µετρεØ, τοσαÜται
µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ε.

ÇΕπεÈ å Γ τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú ∆ µον�δα̋, å Γ �ρα τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋
τäν Α πεποÐηκεν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Γ τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν.
�ριθµä̋ δ� å Γ δÔο �ριθµοÌ̋ τοÌ̋ ∆, Ε πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ Α, Β πεποÐηκεν: êστιν
�ρα ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β: οÉ ∆, Ε �ρα τοØ̋ Α, Β âν τÀú αÎτÀú
λìγωú εÊσÈν âλ�σσονε̋ îντε̋ αÎτÀν: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ Α, Β �ριθµοÌ̋
�ριθµì̋ τι̋ µετρ σει. οÉ Α, Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.23

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, å τäν éνα αÎτÀν µετρÀν �ριθµä̋ πρä̋
τäν λοιπäν πρÀτο̋ êσται.
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^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ Α, Β, τäν δà Α µετρεÐτω τι̋ �ριθµä̋
å Γ: λèγω, íτι καÈ οÉ Γ, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ Γ, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει [τι̋] τοÌ̋ Γ, Β �ριθµì̋.
µετρεÐτω, καÈ êστω å ∆. âπεÈ å ∆ τäν Γ µετρεØ, å δà Γ τäν Α µετρεØ, καÈ å ∆ �ρα
τäν Α µετρεØ. µετρεØ δà καÈ τäν Β: å ∆ �ρα τοÌ̋ Α, Β µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋
�λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ Γ, Β �ριθµοÌ̋ �ριθµì̋ τι̋ µετρ σει.
οÉ Γ, Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.24

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρì̋ τινα �ριθµäν πρÀτοι Âσιν, καÈ å âc αÎτÀν γενìµενο̋ πρä̋ τäν
αÎτäν πρÀτο̋ êσται.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β πρì̋ τινα
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Ζ

�ριθµäν τäν Γ πρÀτοι êστωσαν, καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω:
λèγω, íτι οÉ Γ, ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ Γ, ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει [τι̋] τοÌ̋ Γ, ∆ �ριθµì̋.
µετρεÐτω, καÈ êστω å Ε. καÈ âπεÈ οÉ Γ, Α πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, τäν δà Γ µετρεØ
τι̋ �ριθµä̋ å Ε, οÉ Α, Ε �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. åσ�κι̋ δ� å Ε τäν ∆
µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ζ: καÈ å Ζ �ρα τäν ∆ µετρεØ κατ� τ�̋ âν
τÀú Ε µον�δα̋. å Ε �ρα τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Α
τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν: Òσο̋ �ρα âστÈν å âκ τÀν Ε, Ζ τÀú âκ τÀν Α,
Β. â�ν δà å Íπä τÀν �κρων Òσο̋ ªù τÀú Íπä τÀν µèσων, οÉ τèσσαρε̋ �ριθµοÈ �ν�λογìν
εÊσιν: êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν Ζ. οÉ δà Α, Ε πρÀτοι,
οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων
αÎτοØ̋ µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ
å âλ�σσων τäν âλ�σσονα, τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋
τäν áπìµενον: å Ε �ρα τäν Β µετρεØ. µετρεØ δà καÈ τäν Γ: å Ε �ρα τοÌ̋ Β, Γ µετρεØ
πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋ �λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ Γ, ∆ �ριθµοÌ̋
�ριθµì̋ τι̋ µετρ σει. οÉ Γ, ∆ �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.25

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, å âκ τοÜ áνä̋ αÎτÀν γενìµενο̋ πρä̋
τäν λοιπäν πρÀτο̋ êσται.
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^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ Α, Β, καÈ å Α áαυτäν πολ-
λαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω: λèγω, íτι οÉ Β, Γ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΚεÐσθω γ�ρ τÀú Α Òσο̋ å ∆. âπεÈ οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, Òσο̋ δà å Α
τÀú ∆, καÈ οÉ ∆, Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. áκ�τερο̋ �ρα τÀν ∆, Α πρä̋ τäν
Β πρÀτì̋ âστιν: καÈ å âκ τÀν ∆, Α �ρα γενìµενο̋ πρä̋ τäν Β πρÀτο̋ êσται. å δà
âκ τÀν ∆, Α γενìµενο̋ �ριθµì̋ âστιν å Γ. οÉ Γ, Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν:
íπερ êδει δεØcαι.

VII.26

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρä̋ δÔο �ριθµοÌ̋ �µφìτεροι πρä̋ áκ�τερον πρÀτοι Âσιν, καÈ οÉ âc
αÎτÀν γενìµενοι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êσονται.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β πρä̋ δÔο �ριθµοÌ̋ τοÌ̋ Γ, ∆ �µφìτεροι πρä̋ áκ�τερον
πρÀτοι êστωσαν, καÈ å µàν Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω, å δà Γ τäν ∆
πολλαπλασι�σα̋ τäν Ζ ποιεÐτω: λèγω, íτι οÉ Ε, Ζ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ÇΕπεÈ γ�ρ áκ�τερο̋ τÀν Α, Β πρä̋ τäν Γ πρÀτì̋ âστιν, καÈ å âκ τÀν Α, Β �ρα
γενìµενο̋ πρä̋ τäν Γ πρÀτο̋ êσται. å δà âκ τÀν Α, Β γενìµενì̋ âστιν å Ε: οÉ Ε, Γ
�ρα

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ οÉ ∆, Ε πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋
εÊσÐν. áκ�τερο̋ �ρα τÀν Γ, ∆ πρä̋ τäν Ε πρÀτì̋ âστιν. καÈ å âκ τÀν Γ, ∆ �ρα
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γενìµενο̋ πρä̋ τäν Ε πρÀτο̋ êσται. å δà âκ τÀν Γ, ∆ γενìµενì̋ âστιν å Ζ. οÉ Ε, Ζ
�ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.27

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, καÈ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερο̋ áαυτäν
ποι¨ù τινα, οÉ γενìµενοι âc αÎτÀν πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êσονται, κ�ν οÉ âc �ρχ¨̋
τοÌ̋ γενοµèνου̋ πολλαπλασι�σαντε̋ ποιÀσÐ τινα̋, κ�κεØνοι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋
êσονται [καÈ �εÈ περÈ τοÌ̋ �κρου̋ τοÜτο συµβαÐνει].

^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ Α, Β, καÈ å Α áαυτäν µàν πολ-
λαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω, τäν δà Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω, å δà Β áαυτäν
µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω, τäν δà Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Ζ ποιεÐτω: λèγω,
íτι οÑ τε Γ, Ε καÈ οÉ ∆, Ζ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

Α Β Γ ∆ Ε

Ζ

ÇΕπεÈ γ�ρ οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, καÈ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Γ πεποÐηκεν, οÉ Γ, Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. âπεÈ οÞν οÉ Γ, Β πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, καÈ å Β áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε πεποÐηκεν, οÉ Γ, Ε �ρα
πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. π�λιν, âπεÈ οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, καÈ å Β
áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε πεποÐηκεν, οÉ Α, Ε �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.
âπεÈ οÞν δÔο �ριθµοÈ οÉ Α, Γ πρä̋ δÔο �ριθµοÌ̋ τοÌ̋ Β, Ε �µφìτεροι πρä̋ áκ�τερον
πρÀτοÐ εÊσιν, καÈ å âκ τÀν Α, Γ �ρα γενìµενο̋ πρä̋ τäν âκ τÀν Β, Ε πρÀτì̋ âστιν.
καÐ âστιν å µàν âκ τÀν Α, Γ å ∆, å δà âκ τÀν Β, Ε å Ζ. οÉ ∆, Ζ �ρα πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.28

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, καÈ συναµφìτερο̋ πρä̋ áκ�τερον αÎτÀν
πρÀτο̋ êσται: καÈ â�ν συναµφìτερο̋ πρä̋ éνα τιν� αÎτÀν πρÀτο̋ ªù, καÈ οÉ âc �ρχ¨̋
�ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êσονται.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ ΑΒ, ΒΓ: λèγω, íτι καÈ
συναµφìτερο̋ å ΑΓ πρä̋ áκ�τερον τÀν ΑΒ, ΒΓ πρÀτì̋ âστιν.

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ ΓΑ, ΑΒ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει τι̋ τοÌ̋ ΓΑ, ΑΒ
�ριθµì̋. µετρεÐτω, καÈ êστω å ∆. âπεÈ οÞν å ∆ τοÌ̋ ΓΑ, ΑΒ µετρεØ, καÈ λοιπäν �ρα
τäν ΒΓ µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τäν ΒΑ: å ∆ �ρα τοÌ̋ ΑΒ, ΒΓ µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋
πρä̋ �λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ ΓΑ, ΑΒ �ριθµοÌ̋ �ριθµì̋ τι̋
µετρ σει: οÉ ΓΑ, ΑΒ �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ
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∆

οÉ ΑΓ, ΓΒ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. å ΓΑ �ρα πρä̋ áκ�τερον τÀν ΑΒ, ΒΓ
πρÀτì̋ âστιν.

^Εστωσαν δ� π�λιν οÉ ΓΑ, ΑΒ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋: λèγω, íτι καÈ οÉ ΑΒ, ΒΓ
πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ ΑΒ, ΒΓ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει τι̋ τοÌ̋ ΑΒ, ΒΓ
�ριθµì̋. µετρεÐτω, καÈ êστω å ∆. καÈ âπεÈ å ∆ áκ�τερον τÀν ΑΒ, ΒΓ µετρεØ, καÈ
íλον �ρα τäν ΓΑ µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τäν ΑΒ: å ∆ �ρα τοÌ̋ ΓΑ, ΑΒ µετρεØ
πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋ �λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ ΑΒ, ΒΓ �ριθµοÌ̋
�ριθµì̋ τι̋ µετρ σει. οÉ ΑΒ, ΒΓ �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.29

�Απα̋ πρÀτο̋ �ριθµä̋ πρä̋ �παντα �ριθµìν, çν µ� µετρεØ, πρÀτì̋ âστιν.
^Εστω πρÀτο̋ �ριθµä̋ å Α καÈ τäν Β µ� µετρεÐτω: λèγω, íτι οÉ Β, Α πρÀτοι πρä̋

�λλ λου̋ εÊσÐν.

Α

Β

Γ

εÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ Β, Α πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, µετρ σει τι̋ αÎτοÌ̋ �ριθµì̋.
µετρεÐτω å Γ. âπεÈ å Γ τäν Β µετρεØ, å δà Α τäν Β οÎ µετρεØ, å Γ �ρα τÀú Α οÖκ âστιν
å αÎτì̋. καÈ âπεÈ å Γ τοÌ̋ Β, Α µετρεØ, καÈ τäν Α �ρα µετρεØ πρÀτον îντα µ� »ν
αÎτÀú å αÎτì̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τοÌ̋ Β, Α µετρ σει τι̋ �ριθµì̋. οÉ Α,
Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VII.30

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα, τäν δà γενìµενον âc
αÎτÀν µετρ¨ù τι̋ πρÀτο̋ �ριθµì̋, καÈ éνα τÀν âc �ρχ¨̋ µετρ σει.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β πολλαπλασι�σαντε̋
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�λλ λου̋ τäν Γ ποιεÐτωσαν, τäν δà Γ µετρεÐτω τι̋ πρÀτο̋ �ριθµä̋ å ∆: λèγω, íτι
å ∆ éνα τÀν Α, Β µετρεØ.

Τäν γ�ρ Α µ� µετρεÐτω: καÐ âστι πρÀτο̋ å ∆: οÉ Α, ∆ �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋
εÊσÐν. καÈ åσ�κι̋ å ∆ τäν Γ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ε. âπεÈ οÞν å
∆ τäν Γ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Ε µον�δα̋, å ∆ �ρα τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ
πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν: Òσο̋ �ρα âστÈν
å âκ τÀν ∆, Ε τÀú âκ τÀν Α, Β. êστιν �ρα ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν
Ε. οÉ δà ∆, Α πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι τοÌ̋ τäν
αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν âλ�σσονα,
τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον: å ∆ �ρα τäν
Β µετρεØ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ â�ν τäν Β µ� µετρ¨ù, τäν Α µετρ σει. å ∆ �ρα
éνα τÀν Α, Β µετρεØ: íπερ êδει δεØcαι.

VII.31

�Απα̋ σÔνθετο̋ �ριθµä̋ Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται.
^Εστω σÔνθετο̋ �ριθµä̋ å Α: λèγω, íτι å Α Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται.

Α

Β

Γ

)επεÈ γ�ρ σÔνθετì̋ âστιν å Α, µετρ σει τι̋ αÎτäν �ριθµì̋. µετρεÐτω, καÈ êστω
å Β. καÈ εÊ µàν πρÀτì̋ âστιν å Β, γεγονä̋ �ν εÒη τä âπιταχθèν. εÊ δà σÔνθετο̋,
µετρ σει τι̋ αÎτäν �ριθµì̋. µετρεÐτω, καÈ êστω å Γ. καÈ âπεÈ å Γ τäν Β µετρεØ, å δà
Β τäν Α µετρεØ, καÈ å Γ �ρα τäν Α µετρεØ. καÈ εÊ µàν πρÀτì̋ âστιν å Γ, γεγονä̋ �ν
εÒη τä âπιταχθèν. εÊ δà σÔνθετο̋, µετρ σει τι̋ αÎτäν �ριθµì̋. τοιαÔτη̋ δ� γινοµèνη̋
âπισκèψεω̋ ληφθ σεταÐ τι̋ πρÀτο̋ �ριθµì̋, ç̋ µετρ σει. εÊ γ�ρ οÎ ληφθ σεται,
µετρ σουσι τäν Α �ριθµäν �πειροι �ριθµοÐ, Áν éτερο̋ áτèρου âλ�σσων âστÐν: íπερ
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âστÈν �δÔνατον âν �ριθµοØ̋. ληφθ σεταÐ τι̋ �ρα πρÀτο̋ �ριθµì̋, ç̋ µετρ σει τäν πρä
áαυτοÜ, ç̋ καÈ τäν Α µετρ σει.

�Απα̋ �ρα σÔνθετο̋ �ριθµä̋ Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται: íπερ êδει δεØcαι.

VII.32

�Απα̋ �ριθµä̋ ¢τοι πρÀτì̋ âστιν £ Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται.
^Εστω �ριθµä̋ å Α: λèγω, íτι å Α ¢τοι πρÀτì̋ âστιν £ Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ

µετρεØται.
ΕÊ µàν οÞν πρÀτì̋ âστιν å Α, γεγονä̋ �ν εÒη

Α

τä âπιταχθèν. εÊ δà σÔνθετο̋, µετρ σει τι̋ αÎτäν πρÀτο̋ �ριθµì̋.
�Απα̋ �ρα �ριθµä̋ ¢τοι πρÀτì̋ âστιν £ Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται: íπερ

êδει δεØcαι.

VII.33

ÇΑριθµÀν δοθèντων åποσωνοÜν εÍρεØν τοÌ̋ âλαχÐστου̋ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων
αÎτοØ̋.

^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ: δεØ δ� εÍρεØν τοÌ̋ âλαχÐστου̋
τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Β, Γ.

ΟÉ Α, Β, Γ γ�ρ ¢τοι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν £ οÖ. εÊ µàν οÞν οÉ Α, Β, Γ πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋.

Α
Β

Γ

∆
Ε

Ζ
Η

Θ Κ Λ

Μ

ΕÊ δà οÖ, εÊλ φθω τÀν Α, Β, Γ τä µèγιστον κοινäν µèτρον å ∆, καÈ åσ�κι̋ å ∆
éκαστον τÀν Α, Β, Γ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν áκ�στωú τÀν Ε, Ζ, Η. καÈ
éκαστο̋ �ρα τÀν Ε, Ζ, Η éκαστον τÀν Α, Β, Γ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú ∆ µον�δα̋.
οÉ Ε, Ζ, Η �ρα τοÌ̋ Α, Β, Γ Êσ�κι̋ µετροÜσιν: οÉ Ε, Ζ, Η �ρα τοØ̋ Α, Β, Γ âν τÀú
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αÎτÀú λìγωú εÊσÐν. λèγω δ , íτι καÈ âλ�χιστοι. εÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ Ε, Ζ, Η âλ�χιστοι
τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Β, Γ, êσονται [τινε̋] τÀν Ε, Ζ, Η âλ�σσονε̋
�ριθµοÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú îντε̋ τοØ̋ Α, Β, Γ. êστωσαν οÉ Θ, Κ, Λ: Êσ�κι̋ �ρα å Θ
τäν Α µετρεØ καÈ áκ�τερο̋ τÀν Κ, Λ áκ�τερον τÀν Β, Γ. åσ�κι̋ δà å Θ τäν Α µετρεØ,
τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Μ: καÈ áκ�τερο̋ �ρα τÀν Κ, Λ áκ�τερον τÀν Β,
Γ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Μ µον�δα̋. καÈ âπεÈ å Θ τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Μ
µον�δα̋, καÈ å Μ �ρα τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Θ µον�δα̋. δι� τ� αÎτ� δ� å Μ
καÈ áκ�τερον τÀν Β, Γ µετρεØ κατ� τ�̋ âν áκατèρωú τÀν Κ, Λ µον�δα̋: å Μ �ρα τοÌ̋
Α, Β, Γ µετρεØ. καÈ âπεÈ å Θ τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Μ µον�δα̋, å Θ �ρα τäν
Μ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Ε τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋
τäν Α πεποÐηκεν. Òσο̋ �ρα âστÈν å âκ τÀν Ε, ∆ τÀú âκ τÀν Θ, Μ. êστιν �ρα ±̋ å Ε
πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Μ πρä̋ τäν ∆. µεÐζων δà å Ε τοÜ Θ: µεÐζων �ρα καÈ å Μ τοÜ
∆. καÈ µετρεØ τοÌ̋ Α, Β, Γ: íπερ âστÈν �δÔνατον: Íπìκειται γ�ρ å ∆ τÀν Α, Β, Γ τä
µèγιστον κοινäν µèτρον. οÎκ �ρα êσονταÐ τινε̋ τÀν Ε, Ζ, Η âλ�σσονε̋ �ριθµοÈ âν τÀú
αÎτÀú λìγωú îντε̋ τοØ̋ Α, Β, Γ. οÉ Ε, Ζ, Η �ρα âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον
âχìντων τοØ̋ Α, Β, Γ: íπερ êδει δεØcαι.

VII.34

∆Ôο �ριθµÀν δοθèντων εÍρεØν, çν âλ�χιστον µετροÜσιν �ριθµìν.
^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ δÔο �ριθµοÈ οÉ Α, Β: δεØ δ� εÍρεØν, çν âλ�χιστον µετροÜσιν

�ριθµìν.
ΟÉ Α, Β γ�ρ ¢τοι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν £ οÖ. êστωσαν πρìτερον οÉ Α, Β

πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω: καÈ å Β �ρα
τäν Α πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν. οÉ Α, Β �ρα τäν Γ µετροÜσιν. λèγω δ , íτι
καÈ âλ�χιστον. εÊ γ�ρ µ ,

Α Β

Γ

∆

Ε Ζ

µετρ σουσÐ τινα �ριθµäν οÉ Α, Β âλ�σσονα îντα τοÜ Γ. µετρεÐτωσαν τäν ∆. καÈ
åσ�κι̋ å Α τäν ∆ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ε, åσ�κι̋ δà å Β τäν ∆
µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ζ: å µàν Α �ρα τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν
∆ πεποÐηκεν, å δà Β τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν: Òσο̋ �ρα âστÈν å âκ
τÀν Α, Ε τÀú âκ τÀν Β, Ζ. êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Ε. οÉ
δà Α, Β πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν
λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν âλ�σσονα: å Β �ρα
τäν Ε µετρεØ, ±̋ áπìµενο̋ áπìµενον. καÈ âπεÈ å Α τοÌ̋ Β, Ε πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋
Γ, ∆ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Β πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆. µετρεØ δà å Β
τäν Ε: µετρεØ �ρα καÈ å Γ τäν ∆ å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ
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�ρα οÉ Α, Β µετροÜσÐ τινα �ριθµäν âλ�σσονα îντα τοÜ Γ. å Γ �ρα âλ�χιστο̋ »ν Íπä
τÀν Α, Β µετρεØται.

Α Β

Γ

∆

ΕΖ

Η Θ

Μ� êστωσαν δ� οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, καÈ εÊλ φθωσαν âλ�χιστοι �ριθµοÈ
τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Β οÉ Ζ, Ε: Òσο̋ �ρα âστÈν å âκ τÀν Α, Ε
τÀú âκ τÀν Β, Ζ. καÈ å Α τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω: καÈ å Β �ρα τäν
Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν: οÉ Α, Β �ρα τäν Γ µετροÜσιν. λèγω δ , íτι
καÈ âλ�χιστον. εÊ γ�ρ µ , µετρ σουσÐ τινα �ριθµäν οÉ Α, Β âλ�σσονα îντα τοÜ Γ.
µετρεÐτωσαν τäν ∆. καÈ åσ�κι̋ µàν å Α τäν ∆ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν
âν τÀú Η, åσ�κι̋ δà å Β τäν ∆ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Θ. å µàν Α
�ρα τäν Η πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, å δà Β τäν Θ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆
πεποÐηκεν. Òσο̋ �ρα âστÈν å âκ τÀν Α, Η τÀú âκ τÀν Β, Θ: êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν
Β, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Η. ±̋ δà å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Ε: καÈ ±̋ �ρα å
Ζ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Η. οÉ δà Ζ, Ε âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι
τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν
âλ�σσονα: å Ε �ρα τäν Η µετρεØ. καÈ âπεÈ å Α τοÌ̋ Ε, Η πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ Γ, ∆
πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆. å δà Ε τäν Η µετρεØ:
καÈ å Γ �ρα τäν ∆ µετρεØ å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα οÉ
Α, Β µετρ σουσÐ τινα �ριθµäν âλ�σσονα îντα τοÜ Γ. å Γ �ρα âλ�χιστο̋ »ν Íπä τÀν
Α, Β µετρεØται: íπερ êδει δεØcαι.

VII.35

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ �ριθµìν τινα µετρÀσιν, καÈ å âλ�χιστο̋ Íπ' αÎτÀν µετροÔµενο̋ τäν
αÎτäν µετρ σει.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β �ριθµìν τινα τäν Γ∆ µετρεÐτωσαν, âλ�χιστον δà τäν Ε:
λèγω, íτι καÈ å Ε τäν Γ∆ µετρεØ.

ΕÊ γ�ρ οÎ µετρεØ å Ε τäν Γ∆, å Ε τäν ∆Ζ µετρÀν λειπèτω áαυτοÜ âλ�σσονα τäν
ΓΖ. καÈ âπεÈ οÉ Α, Β τäν Ε µετροÜσιν, å δà Ε τäν ∆Ζ µετρεØ, καÈ οÉ Α, Β �ρα τäν
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b bb

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

∆Ζ µετρ σουσιν. µετροÜσι δà καÈ íλον τäν Γ∆: καÈ λοιπäν �ρα τäν ΓΖ µετρ σουσιν
âλ�σσονα îντα τοÜ Ε: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα οÎ µετρεØ å Ε τäν Γ∆: µετρεØ
�ρα: íπερ êδει δεØcαι.

VII.36

ΤριÀν �ριθµÀν δοθèντων εÍρεØν, çν âλ�χιστον µετροÜσιν �ριθµìν.

^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ τρεØ̋ �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ: δεØ δ� εÍρεØν, çν âλ�χιστον
µετροÜσιν �ριθµìν.

Α

Β

Γ

∆

Ε

ΕÊλ φθω γ�ρ Íπä δÔο τÀν Α, Β âλ�χιστο̋ µετροÔµενο̋ å ∆. å δ� Γ τäν ∆ ¢τοι
µετρεØ £ οÎ µετρεØ. µετρεÐτω πρìτερον. µετροÜσι δà καÈ οÉ Α, Β τäν ∆: οÉ Α, Β,
Γ �ρα τäν ∆ µετροÜσιν. λèγω δ , íτι καÈ âλ�χιστον. εÊ γ�ρ µ , µετρ σουσιν [τινα]
�ριθµäν οÉ Α, Β, Γ âλ�σσονα îντα τοÜ ∆. µετρεÐτωσαν τäν Ε. âπεÈ οÉ Α, Β, Γ τäν
Ε µετροÜσιν, καÈ οÉ Α, Β �ρα τäν Ε µετροÜσιν. καÈ å âλ�χιστο̋ �ρα Íπä τÀν Α, Β
µετροÔµενο̋ [τäν Ε] µετρ σει. âλ�χιστο̋ δà Íπä τÀν Α, Β µετροÔµενì̋ âστιν å ∆: å
∆ �ρα τäν Ε µετρ σει å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα οÉ Α,
Β, Γ µετρ σουσÐ τινα �ριθµäν âλ�σσονα îντα τοÜ ∆: οÉ Α, Β, Γ �ρα âλ�χιστον τäν
∆ µετροÜσιν.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Μ� µετρεÐτω δ� π�λιν å Γ τäν ∆, καÈ εÊλ φθω Íπä τÀν Γ, ∆ âλ�χιστο̋ µετροÔµενο̋
�ριθµä̋ å Ε. âπεÈ οÉ Α, Β τäν ∆ µετροÜσιν, å δà ∆ τäν Ε µετρεØ, καÈ οÉ Α, Β �ρα τäν
Ε µετροÜσιν. µετρεØ δà καÈ å Γ [τäν Ε: καÈ] οÉ Α, Β, Γ �ρα τäν Ε µετροÜσιν. λèγω
δ , íτι καÈ âλ�χιστον. εÊ γ�ρ µ , µετρ σουσÐ τινα οÉ Α, Β, Γ âλ�σσονα îντα τοÜ Ε.
µετρεÐτωσαν τäν Ζ. âπεÈ οÉ Α, Β, Γ τäν Ζ µετροÜσιν, καÈ οÉ Α, Β �ρα τäν Ζ µετροÜσιν:
καÈ å âλ�χιστο̋ �ρα Íπä τÀν Α, Β µετροÔµενο̋ τäν Ζ µετρ σει. âλ�χιστο̋ δà Íπä
τÀν Α, Β µετροÔµενì̋ âστιν å ∆: å ∆ �ρα τäν Ζ µετρεØ. µετρεØ δà καÈ å Γ τäν Ζ:
οÉ ∆, Γ �ρα τäν Ζ µετροÜσιν: ¹στε καÈ å âλ�χιστο̋ Íπä τÀν ∆, Γ µετροÔµενο̋ τäν
Ζ µετρ σει. å δà âλ�χιστο̋ Íπä τÀν Γ, ∆ µετροÔµενì̋ âστιν å Ε: å Ε �ρα τäν Ζ
µετρεØ å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα οÉ Α, Β, Γ µετρ σουσÐ
τινα �ριθµäν âλ�σσονα îντα τοÜ Ε. å Ε �ρα âλ�χιστο̋ »ν Íπä τÀν Α, Β, Γ µετρεØται:
íπερ êδει δεØcαι.

VII.37

ÇΕ�ν �ριθµä̋ Íπì τινο̋ �ριθµοÜ µετρ¨ται, å µετροÔµενο̋ åµ¸νυµον µèρο̋ écει τÀú
µετροÜντι.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α Íπì τινο̋ �ριθµοÜ τοÜ Β µετρεÐσθω: λèγω, íτι å Α åµ¸νυµον
µèρο̋ êχει τÀú Β.

Α

Β

Γ

∆

ÃΟσ�κι̋ γ�ρ å Β τäν Α µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Γ. âπεÈ å Β τäν
Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Γ µον�δα̋, µετρεØ δà καÈ � ∆ µον�̋ τäν Γ �ριθµäν κατ� τ�̋
âν αÎτÀú µον�δα̋, Êσ�κι̋ �ρα � ∆ µον�̋ τäν Γ �ριθµäν µετρεØ καÈ å Β τäν Α. âναλλ�c
�ρα Êσ�κι̋ � ∆ µον�̋ τäν Β �ριθµäν µετρεØ καÈ å Γ τäν Α: ç �ρα µèρο̋ âστÈν � ∆
µον�̋ τοÜ Β �ριθµοÜ, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ å Γ τοÜ Α. � δà ∆ µον�̋ τοÜ Β �ριθµοÜ
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µèρο̋ âστÈν åµ¸νυµον αÎτÀú: καÈ å Γ �ρα τοÜ Α µèρο̋ âστÈν åµ¸νυµον τÀú Β. ¹στε å
Α µèρο̋ êχει τäν Γ åµ¸νυµον îντα τÀú Β: íπερ êδει δεØcαι.

VII.38

ÇΕ�ν �ριθµä̋ µèρο̋ êχηù åτιοÜν, Íπä åµωνÔµου �ριθµοÜ µετρηθ σεται τÀú µèρει.

Α

Β

Γ

∆

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α µèρο̋ âχèτω åτιοÜν τäν Β, καÈ τÀú Β µèρει åµ¸νυµο̋ êστω
[�ριθµä̋] å Γ: λèγω, íτι å Γ τäν Α µετρεØ.

ÇΕπεÈ γ�ρ å Β τοÜ Α µèρο̋ âστÈν åµ¸νυµον τÀú Γ, êστι δà καÈ � ∆ µον�̋ τοÜ Γ
µèρο̋ åµ¸νυµον αÎτÀú, ç �ρα µèρο̋ âστÈν � ∆ µον�̋ τοÜ Γ �ριθµοÜ, τä αÎτä µèρο̋
âστÈ καÈ å Β τοÜ Α: Êσ�κι̋ �ρα � ∆ µον�̋ τäν Γ �ριθµäν µετρεØ καÈ å Β τäν Α.
âναλλ�c �ρα Êσ�κι̋ � ∆ µον�̋ τäν Β �ριθµäν µετρεØ καÈ å Γ τäν Α. å Γ �ρα τäν Α
µετρεØ: íπερ êδει δεØcαι.

VII.39

ÇΑριθµäν εÍρεØν, ç̋ âλ�χιστο̋ »ν écει τ� δοθèντα µèρη.
^Εστω τ� δοθèντα µèρη τ� Α, Β, Γ: δεØ δ� �ριθµäν εÍρεØν, ç̋ âλ�χιστο̋ »ν écει τ�

Α, Β, Γ µèρη.

Α Β Γ

∆

Ε

ζ

Η

Θ

^Εστωσαν γ�ρ τοØ̋ Α, Β, Γ µèρεσιν åµ¸νυµοι �ριθµοÈ οÉ ∆, Ε, Ζ, καÈ εÊλ φθω Íπä
τÀν ∆, Ε, Ζ âλ�χιστο̋ µετροÔµενο̋ �ριθµä̋ å Η.

ÃΟ Η �ρα åµ¸νυµα µèρη êχει τοØ̋ ∆, Ε, Ζ. τοØ̋ δà ∆, Ε, Ζ åµ¸νυµα µèρη âστÈ τ�
Α, Β, Γ: å Η �ρα êχει τ� Α, Β, Γ µèρη. λèγω δ , íτι καÈ âλ�χιστο̋ ºν. εÊ γ�ρ µ ,
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êσται τι̋ τοÜ Η âλ�σσων �ριθµì̋, ç̋ écει τ� Α, Β, Γ µèρη. êστω å Θ. âπεÈ å Θ êχει
τ� Α, Β, Γ µèρη, å Θ �ρα Íπä åµωνÔµων �ριθµÀν µετρηθ σεται τοØ̋ Α, Β, Γ µèρεσιν.
τοØ̋ δà Α, Β, Γ µèρεσιν åµ¸νυµοι �ριθµοÐ εÊσιν οÉ ∆, Ε, Ζ: å Θ �ρα Íπä τÀν ∆, Ε,
Ζ µετρεØται. καÐ âστιν âλ�σσων τοÜ Η: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα êσται τι̋ τοÜ
Η âλ�σσων �ριθµì̋, ç̋ écει τ� Α, Β, Γ µèρη: íπερ êδει δεØcαι.
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BIBΛION VIII

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

VIII.1

ÇΕ�ν Âσιν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, οÉ δà �κροι αÎτÀν πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ Âσιν, âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋.

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, οÉ δà �κροι αÎτÀν οÉ
Α, ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êστωσαν: λèγω, íτι οÉ Α, Β, Γ, ∆ âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν
τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋.
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Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

ΕÊ γ�ρ µ , êστωσαν âλ�ττονε̋ τÀν Α, Β, Γ, ∆ οÉ Ε, Ζ, Η, Θ âν τÀú αÎτÀú λìγωú
îντε̋ αÎτοØ̋. καÈ âπεÈ οÉ Α, Β, Γ, ∆ âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÈ τοØ̋ Ε, Ζ, Η, Θ, καÐ âστιν
Òσον τä πλ¨θο̋ [τÀν Α, Β, Γ, ∆] τÀú πλ θει [τÀν Ε, Ζ, Η, Θ], δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å
Α πρä̋ τäν ∆, å Ε πρä̋ τäν Θ. οÉ δà Α, ∆ πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ
δà âλ�χιστοι �ριθµοÈ µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν
µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν âλ�σσονα, τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ
å áπìµενο̋ τäν áπìµενον. µετρεØ �ρα å Α τäν Ε å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα οÉ Ε, Ζ, Η, Θ âλ�σσονε̋ îντε̋ τÀν Α, Β, Γ, ∆ âν τÀú αÎτÀú λìγωú
εÊσÈν αÎτοØ̋. οÉ Α, Β, Γ, ∆ �ρα âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋:
íπερ êδει δεØcαι.

VIII.2

ÇΑριθµοÌ̋ εÍρεØν ác¨̋ �ν�λογον âλαχÐστου̋, íσου̋ �ν âπιτ�cηù τι̋, âν τÀú δοθèντι λìγωú.
^Εστω å δοθεÈ̋ λìγο̋ âν âλαχÐστοι̋ �ριθµοØ̋ å τοÜ Α πρä̋ τäν Β: δεØ δ� �ριθµοÌ̋

εÍρεØν ác¨̋ �ν�λογον âλαχÐστου̋, íσου̋ �ν τι̋ âπιτ�cηù, âν τÀú τοÜ Α πρä̋ τäν Β
λìγωú.

203
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ÇΕπιτετ�χθωσαν δ� τèσσαρε̋, καÈ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω, τäν
δà Β πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω, καÈ êτι å Β áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε
ποιεÐτω, καÈ êτι å Α τοÌ̋ Γ, ∆, Ε πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ Ζ, Η, Θ ποιεÐτω, å δà Β τäν
Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Κ ποιεÐτω.

ΚαÈ âπεÈ å Α áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, τäν δà Β πολλαπλασι�σα̋
τäν ∆ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, [οÕτω̋] å Γ πρä̋ τäν ∆. π�λιν, âπεÈ
å µàν Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, å δà Β áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Ε πεποÐηκεν, áκ�τερο̋ �ρα τÀν Α, Β τäν Β πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν ∆, Ε
πεποÐηκεν. êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε. �λλ' ±̋ å Α πρä̋
τäν Β, å Γ πρä̋ τäν ∆: καÈ ±̋ �ρα å Γ πρä̋ τäν ∆, å ∆ πρä̋ τäν Ε. καÈ âπεÈ å
Α τοÌ̋ Γ, ∆ πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ Ζ, Η πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆,
[οÕτω̋] å Ζ πρä̋ τäν Η. ±̋ δà å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ ªν å Α πρä̋ τäν Β: καÈ ±̋
�ρα å Α πρä̋ τäν Β, å Ζ πρä̋ τäν Η. π�λιν, âπεÈ å Α τοÌ̋ ∆, Ε πολλαπλασι�σα̋
τοÌ̋ Η, Θ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, å Η πρä̋ τäν Θ. �λλ' ±̋ å ∆
πρä̋ τäν Ε, å Α πρä̋ τäν Β. καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Θ.
καÈ âπεÈ οÉ Α, Β τäν Ε πολλαπλασι�σαντε̋ τοÌ̋ Θ, Κ πεποι κασιν, êστιν �ρα ±̋ å Α
πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ. �λλ' ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ í τε Ζ πρä̋ τäν
Η καÈ å Η πρä̋ τäν Θ. καÈ ±̋ �ρα å Ζ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ í τε Η πρä̋ τäν Θ καÈ å
Θ πρä̋ τäν Κ: οÉ Γ, ∆, Ε �ρα καÈ οÉ Ζ, Η, Θ, Κ �ν�λογìν εÊσιν âν τÀú τοÜ Α πρä̋
τäν Β λìγωú. λèγω δ , íτι καÈ âλ�χιστοι. âπεÈ γ�ρ οÉ Α, Β âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν
αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋, οÉ δà âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, οÉ Α, Β �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. καÈ áκ�τερο̋ µàν τÀν
Α, Β áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Γ, Ε πεποÐηκεν, áκ�τερον δà τÀν Γ, Ε
πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Ζ, Κ πεποÐηκεν: οÉ Γ, Ε �ρα καÈ οÉ Ζ, Κ πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ εÊσÐν. â�ν δà Âσιν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, οÉ δà �κροι αÎτÀν
πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋. οÉ
Γ, ∆, Ε �ρα καÈ οÉ Ζ, Η, Θ, Κ âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α,
Β: íπερ êδει δεØcαι.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν τρεØ̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον âλ�χιστοι Âσι τÀν
τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋, οÉ �κροι αÎτÀν τετρ�γωνοÐ εÊσιν, â�ν δà τèσσαρε̋,
κÔβοι.
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VIII.3

ÇΕ�ν Âσιν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων
αÎτοØ̋, οÉ �κροι αÎτÀν πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων
αÎτοØ̋ οÉ Α, Β, Γ, ∆: λèγω, íτι οÉ �κροι αÎτÀν οÉ Α, ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΕÊλ φθωσαν γ�ρ δÔο
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∆
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C

µàν �ριθµοÈ âλ�χιστοι âν τÀú τÀν Α, Β, Γ, ∆ λìγωú οÉ Ε, Ζ, τρεØ̋ δà οÉ Η, Θ, Κ,
καÈ ác¨̋ áνÈ πλεÐου̋, éω̋ τä λαµβανìµενον πλ¨θο̋ Òσον γèνηται τÀú πλ θει τÀν Α, Β,
Γ, ∆. εÊλ φθωσαν καÈ êστωσαν οÉ Λ, Μ, Ν, C.

ΚαÈ âπεÈ οÉ Ε, Ζ âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋, πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ áκ�τερο̋ τÀν Ε, Ζ áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον
τÀν Η, Κ πεποÐηκεν, áκ�τερον δà τÀν Η, Κ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Λ, C
πεποÐηκεν, καÈ οÉ Η, Κ �ρα καÈ οÉ Λ, C πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ οÉ Α, Β,
Γ, ∆ âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋, εÊσÈ δà καÈ οÉ Λ, Μ, Ν, C
âλ�χιστοι âν τÀú αÎτÀú λìγωú îντε̋ τοØ̋ Α, Β, Γ, ∆, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν Α,
Β, Γ, ∆ τÀú πλ θει τÀν Λ, Μ, Ν, C, éκαστο̋ �ρα τÀν Α, Β, Γ, ∆ áκ�στωú τÀν Λ, Μ,
Ν, C Òσο̋ âστÐν: Òσο̋ �ρα âστÈν å µàν Α τÀú Λ, å δà ∆ τÀú C. καÐ εÊσιν οÉ Λ, C πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋. καÈ οÉ Α, ∆ �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.4

Λìγων δοθèντων åποσωνοÜν âν âλαχÐστοι̋ �ριθµοØ̋ �ριθµοÌ̋ εÍρεØν ác¨̋ �ν�λογον
âλαχÐστου̋ âν τοØ̋ δοθεØσι λìγοι̋.

^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ λìγοι âν âλαχÐστοι̋ �ριθµοØ̋ í τε τοÜ Α πρä̋ τäν Β καÈ å
τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ καÈ êτι å τοÜ Ε πρä̋ τäν Ζ: δεØ δ� �ριθµοÌ̋ εÍρεØν ác¨̋ �ν�λογον
âλαχÐστου̋ êν τε τÀú τοÜ Α πρä̋ τäν Β λìγωú καÈ âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ καÈ êτι âν
τÀú τοÜ Ε πρä̋ τäν Ζ.

ΕÊλ φθω γ�ρ å Íπä τÀν Β, Γ âλ�χιστο̋ µετροÔµενο̋ �ριθµä̋ å Η. καÈ åσ�κι̋ µàν
å Β τäν Η µετρεØ, τοσαυτ�κι̋ καÈ å Α τäν Θ µετρεÐτω, åσ�κι̋ δà å Γ τäν Η µετρεØ,
τοσαυτ�κι̋ καÈ å ∆ τäν Κ µετρεÐτω. å δà Ε τäν Κ ¢τοι µετρεØ £ οÎ µετρεØ. µετρεÐτω
πρìτερον. καÈ åσ�κι̋ å Ε τäν Κ µετρεØ, τοσαυτ�κι̋ καÈ å Ζ τäν Λ µετρεÐτω. καÈ
âπεÈ Êσ�κι̋ å Α τäν Θ µετρεØ καÈ å Β τäν Η, êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å
Θ πρä̋ τäν Η. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Κ, καÈ êτι
±̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Λ: οÉ Θ, Η, Κ, Λ �ρα ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν
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êν τε τÀú τοÜ Α πρä̋ τäν Β καÈ âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ καÈ êτι âν τÀú τοÜ Ε πρä̋ τäν
Ζ λìγωú. λèγω δ , íτι καÈ âλ�χιστοι. εÊ γ�ρ µ  εÊσιν οÉ Θ,

Α Β

Γ ∆

Ε Ζ

Ν Η

C Θ

Μ Κ

Ο Λ

Η, Κ, Λ ác¨̋ �ν�λογον âλ�χιστοι êν τε τοØ̋ τοÜ Α πρä̋ τäν Β καÈ τοÜ Γ πρä̋ τäν
∆ καÈ âν τÀú τοÜ Ε πρä̋ τäν Ζ λìγοι̋, êστωσαν οÉ Ν, C, Μ, Ο. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å
Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Ν πρä̋ τäν C, οÉ δà Α, Β âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι
τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν
âλ�σσονα, τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον, å
Β �ρα τäν C µετρεØ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Γ τäν C µετρεØ: οÉ Β, Γ �ρα τäν C µετροÜσιν:
καÈ å âλ�χιστο̋ �ρα Íπä τÀν Β, Γ µετροÔµενο̋ τäν C µετρ σει. âλ�χιστο̋ δà Íπä
τÀν Β, Γ µετρεØται å Η: å Η �ρα τäν C µετρεØ å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα êσονταÐ τινε̋ τÀν Θ, Η, Κ, Λ âλ�σσονε̋ �ριθµοÈ ác¨̋ êν τε τÀú
τοÜ Α πρä̋ τäν Β καÈ τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ καÈ êτι τÀú τοÜ Ε πρä̋ τäν Ζ λìγωú.

Μ� µετρεÐτω δ� å Ε τäν Κ. καÈ εÊλ φθω Íπä τÀν Ε, Κ âλ�χιστο̋ µετροÔµενο̋
�ριθµä̋ å Μ. καÈ åσ�κι̋ µàν å Κ τäν Μ µετρεØ, τοσαυτ�κι̋ καÈ áκ�τερο̋ τÀν Θ, Η
áκ�τερον



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 207

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η Θ

Κ

Μ

Ν

C

Ο

Π

Ρ

Σ

Τ

τÀν Ν, C µετρεÐτω, åσ�κι̋ δà å Ε τäν Μ µετρεØ, τοσαυτ�κι̋ καÈ å Ζ τäν Ο
µετρεÐτω. âπεÈ Êσ�κι̋ å Θ τäν Ν µετρεØ καÈ å Η τäν C, êστιν �ρα ±̋ å Θ πρä̋ τäν Η,
οÕτω̋ å Ν πρä̋ τäν C. ±̋ δà å Θ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β: καÈ ±̋ �ρα å Α
πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Ν πρä̋ τäν C. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å C
πρä̋ τäν Μ. π�λιν, âπεÈ Êσ�κι̋ å Ε τäν Μ µετρεØ καÈ å Ζ τäν Ο, êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋
τäν Ζ, οÕτω̋ å Μ πρä̋ τäν Ο: οÉ Ν, C, Μ, Ο �ρα ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν âν τοØ̋ τοÜ τε
Α πρä̋ τäν Β καÈ τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ καÈ êτι τοÜ Ε πρä̋ τäν Ζ λìγοι̋. λèγω δ , íτι
καÈ âλ�χιστοι âν τοØ̋ ΑΒ, Γ∆, ΕΖ λìγοι̋. εÊ γ�ρ µ , êσονταÐ τινε̋ τÀν Ν, C, Μ, Ο
âλ�σσονε̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον âν τοØ̋ ΑΒ, Γ∆, ΕΖ λìγοι̋. êστωσαν οÉ Π, Ρ, Σ,
Τ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å Π πρä̋ τäν Ρ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÉ δà Α, Β âλ�χιστοι, οÉ
δà âλ�χιστοι µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ αÎτοØ̋ Êσ�κι̋ í τε �γοÔµενο̋
τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον, å Β �ρα τäν Ρ µετρεØ. δι� τ� αÎτ� δ�
καÈ å Γ τäν Ρ µετρεØ: οÉ Β, Γ �ρα τäν Ρ µετροÜσιν. καÈ å âλ�χιστο̋ �ρα Íπä τÀν Β,
Γ µετροÔµενο̋ τäν Ρ µετρ σει. âλ�χιστο̋ δà Íπä τÀν Β, Γ µετροÔµενì̋ âστιν å Η:
å Η �ρα τäν Ρ µετρεØ. καÐ âστιν ±̋ å Η πρä̋ τäν Ρ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Σ: καÈ å
Κ �ρα τäν Σ µετρεØ. µετρεØ δà καÈ å Ε τäν Σ: οÉ Ε, Κ �ρα τäν Σ µετροÜσιν. καÈ å
âλ�χιστο̋ �ρα Íπä τÀν Ε, Κ µετροÔµενο̋ τäν Σ µετρ σει. âλ�χιστο̋ δà Íπä τÀν Ε,
Κ µετροÔµενì̋ âστιν å Μ: å Μ �ρα τäν Σ µετρεØ å µεÐζων τäν âλ�σσονα: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα êσονταÐ τινε̋ τÀν Ν, C, Μ, Ο âλ�σσονε̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον
êν τε τοØ̋ τοÜ Α πρä̋ τäν Β καÈ τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ καÈ êτι τοÜ Ε πρä̋ τäν Ζ λìγοι̋:
οÉ Ν, C, Μ, Ο �ρα ác¨̋ �ν�λογον âλ�χιστοÐ εÊσιν âν τοØ̋ ΑΒ, Γ∆, ΕΖ λìγοι̋: íπερ
êδει δεØcαι.

VIII.5

ΟÉ âπÐπεδοι �ριθµοÈ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχουσι τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν.
^Εστωσαν âπÐπεδοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ τοÜ µàν Α πλευραÈ êστωσαν οÉ Γ, ∆

�ριθµοÐ, τοÜ δà Β οÉ Ε, Ζ: λèγω,
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íτι å Α πρä̋ τäν Β λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν.

Λìγων γ�ρ δοθèντων τοÜ τε çν êχει å Γ πρä̋ τäν Ε καÈ å ∆ πρä̋ τäν Ζ εÊλ φθωσαν
�ριθµοÈ ác¨̋ âλ�χιστοι âν τοØ̋ ΓΕ, ∆Ζ λìγοι̋, οÉ Η, Θ, Κ, ¹στε εÚναι ±̋ µàν τäν Γ
πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ τäν Η πρä̋ τäν Θ, ±̋ δà τäν ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ τäν Θ πρä̋ τäν
Κ. καÈ å ∆ τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Λ ποιεÐτω.

ΚαÈ âπεÈ å ∆ τäν µàν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν, τäν δà Ε πολλαπλασι�σα̋
τäν Λ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Λ. ±̋ δà å Γ
πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Θ: καÈ ±̋ �ρα å Η πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Α πρä̋
τäν Λ. π�λιν, âπεÈ å Ε τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Λ πεποÐηκεν, �λλ� µ�ν καÈ τäν
Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Λ πρä̋
τäν Β. �λλ' ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ: καÈ ±̋ �ρα å Θ πρä̋ τäν
Κ, οÕτω̋ å Λ πρä̋ τäν Β. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ å Η πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν
Λ: δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å Η πρä̋ τäν Κ, [οÕτω̋] å Α πρä̋ τäν Β, å δà Η πρä̋ τäν
Κ λìγον êχει τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν: καÈ å Α �ρα πρä̋ τäν Β λìγον êχει
τäν συγκεÐµενον âκ τÀν πλευρÀν: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.6

ÇΕ�ν Âσιν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, å δà πρÀτο̋ τäν δεÔτερον µ� µετρ¨ù,
οÎδà �λλο̋ οÎδεÈ̋ οÎδèνα µετρ σει.

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, Ε, å δà Α τäν Β µ� µετρεÐτω: λèγω, íτι οÎδà �λλο̋
οÎδεÈ̋ οÎδèνα µετρ σει.

�Οτι µàν οÞν οÉ Α, Β, Γ, ∆, Ε ác¨̋ �λλ λου̋ οÎ µετροÜσιν, φανερìν: οÎδà γ�ρ å
Α τäν Β µετρεØ. λèγω δ , íτι οÎδà �λλο̋ οÎδεÈ̋ οÎδèνα µετρ σει. εÊ γ�ρ δυνατìν,
µετρεÐτω å Α τäν Γ. καÈ íσοι εÊσÈν οÉ Α, Β, Γ, τοσοÜτοι εÊλ φθωσαν âλ�χιστοι �ριθµοÈ
τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Β, Γ οÉ Ζ, Η, Θ. καÈ âπεÈ οÉ Ζ, Η, Θ âν τÀú
αÎτÀú λìγωú εÊσÈ τοØ̋ Α, Β, Γ, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν Α, Β, Γ τÀú πλ θει τÀν Ζ,
Η, Θ, δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Θ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋
å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Η, οÎ µετρεØ δà å Α τäν Β, οÎ µετρεØ �ρα οÎδà
å Ζ τäν Η: οÎκ �ρα µον�̋ âστιν å Ζ: � γ�ρ µον�̋ π�ντα �ριθµäν µετρεØ. καÐ εÊσιν οÉ
Ζ, Θ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ [οÎδà å Ζ �ρα τäν Θ µετρεØ]. καÐ âστιν ±̋ å Ζ πρä̋ τäν
Θ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Γ: οÎδà å Α �ρα τäν Γ µετρεØ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà
�λλο̋ οÎδεÈ̋ οÎδèνα µετρ σει: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.7

ÇΕ�ν Âσιν åποσοιοÜν �ριθµοÈ [ác¨̋] �ν�λογον, å δà πρÀτο̋ τäν êσχατον µετρ¨ù, καÈ
τäν δεÔτερον µετρ σει.

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, å δà Α τäν ∆ µετρεÐτω:
λèγω, íτι καÈ å Α τäν Β µετρεØ.

Α

Β

Γ

∆

εÊ γ�ρ οÎ µετρεØ å Α τäν Β, οÎδà �λλο̋ οÎδεÈ̋ οÎδèνα µετρ σει: µετρεØ δà å Α
τäν ∆. µετρεØ �ρα καÈ å Α τäν Β: íπερ êδει δεØcαι.
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VIII.8

ÇΕ�ν δÔο �ριθµÀν µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπÐπτωσιν �ριθµοÐ, íσοι εÊ̋
αÎτοÌ̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋
τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ [αÎτοØ̋] µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεσοÜνται.

∆Ôο γ�ρ �ριθµÀν τÀν Α, Β µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπιπτèτωσαν

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

�ριθµοÈ οÉ Γ, ∆, καÈ πεποι σθω ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ: λèγω,
íτι íσοι εÊ̋ τοÌ̋ Α, Β µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ,
τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋ Ε, Ζ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεσοÜνται.

�Οσοι γ�ρ εÊσι τÀú πλ θει οÉ Α, Β, Γ, ∆, τοσοÜτοι εÊλ φθωσαν âλ�χιστοι �ριθµοÈ
τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Γ, ∆, Β οÉ Η, Θ, Κ, Λ: οÉ �ρα �κροι αÎτÀν
οÉ Η, Λ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ οÉ Α, Γ, ∆, Β τοØ̋ Η, Θ, Κ, Λ âν τÀú
αÎτÀú λìγωú εÊσÐν, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν Α, Γ, ∆, Β τÀú πλ θει τÀν Η, Θ, Κ,
Λ, δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Λ. ±̋ δà å Α πρä̋ τäν
Β, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ: καÈ ±̋ �ρα å Η πρä̋ τäν Λ, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ. οÉ δà
Η, Λ πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι �ριθµοÈ µετροÜσι τοÌ̋ τäν
αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ å âλ�σσων τäν âλ�σσονα,
τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον. Êσ�κι̋ �ρα å
Η τäν Ε µετρεØ καÈ å Λ τäν Ζ. åσ�κι̋ δ� å Η τäν Ε µετρεØ, τοσαυτ�κι̋ καÈ áκ�τερο̋
τÀν Θ, Κ áκ�τερον τÀν Μ, Ν µετρεÐτω: οÉ Η, Θ, Κ, Λ �ρα τοÌ̋ Ε, Μ, Ν, Ζ Êσ�κι̋
µετροÜσιν. οÉ Η, Θ, Κ, Λ �ρα τοØ̋ Ε, Μ, Ν, Ζ âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÐν. �λλ� οÉ Η, Θ,
Κ, Λ τοØ̋ Α, Γ, ∆, Β âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÐν: καÈ οÉ Α, Γ, ∆, Β �ρα τοØ̋ Ε, Μ, Ν,
Ζ âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÐν. οÉ δà Α, Γ, ∆, Β ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν: καÈ οÉ Ε, Μ, Ν, Ζ
�ρα ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν. íσοι �ρα εÊ̋ τοÌ̋ Α, Β µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον
âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋ Ε, Ζ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον
âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ: íπερ êδει δεØcαι.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 211

VIII.9

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, καÈ εÊ̋ αÎτοÌ̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋
�ν�λογον âµπÐπτωσιν �ριθµοÐ, íσοι εÊ̋ αÎτοÌ̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον
âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ áκατèρου αÎτÀν καÈ µον�δο̋ µεταcÌ κατ� τä
συνεχà̋ �ν�λογον âµπεσοÜνται.

^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ οÉ Α, Β καÈ εÊ̋ αÎτοÌ̋ µεταcÌ κατ�
τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπιπτèτωσαν οÉ Γ, ∆, καÈ âκκεÐσθω � Ε µον�̋: λèγω, íτι íσοι
εÊ̋ τοÌ̋ Α, Β µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ
áκατèρου τÀν Α, Β καÈ τ¨̋ µον�δο̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεσοÜνται.

ΕÊλ φθωσαν γ�ρ δÔο µàν �ριθµοÈ âλ�χιστοι âν τÀú τÀν Α, Γ, ∆, Β λìγωú îντε̋ οÉ
Ζ, Η, τρεØ̋ δà οÉ Θ, Κ, Λ, καÈ �εÈ ác¨̋ áνÈ πλεÐου̋, éω̋ �ν Òσον γèνηται τä πλ¨θο̋
αÎτÀν τÀú πλ θει τÀν Α, Γ, ∆, Β. εÊλ φθωσαν, καÈ êστωσαν οÉ Μ, Ν, C, Ο. φανερäν
δ , íτι å µàν Ζ áαυτäν

Α

Β

Γ

∆
Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

C

Ο

πολλαπλασι�σα̋ τäν Θ πεποÐηκεν, τäν δà Θ πολλαπλασι�σα̋ τäν Μ πεποÐηκεν, καÈ
å Η áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν Λ πεποÐηκεν, τäν δà Λ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ο
πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ οÉ Μ, Ν, C, Ο âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋
Ζ, Η, εÊσÈ δà καÈ οÉ Α, Γ, ∆, Β âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Ζ, Η,
καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋ τÀν Μ, Ν, C, Ο τÀú πλ θει τÀν Α, Γ, ∆, Β, éκαστο̋ �ρα τÀν
Μ, Ν, C, Ο áκ�στωú τÀν Α, Γ, ∆, Β Òσο̋ âστÐν: Òσο̋ �ρα âστÈν å µàν Μ τÀú Α, å δà Ο
τÀú Β. καÈ âπεÈ å Ζ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Θ πεποÐηκεν, å Ζ �ρα τäν Θ µετρεØ
κατ� τ�̋ âν τÀú Ζ µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ � Ε µον�̋ τäν Ζ κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋:
Êσ�κι̋ �ρα � Ε µον�̋ τäν Ζ �ριθµäν µετρεØ καÈ å Ζ τäν Θ. êστιν �ρα ±̋ � Ε µον�̋
πρä̋ τäν Ζ �ριθµìν, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Θ. π�λιν, âπεÈ å Ζ τäν Θ πολλαπλασι�σα̋
τäν Μ πεποÐηκεν, å Θ �ρα τäν Μ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Ζ µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ � Ε
µον�̋ τäν Ζ �ριθµäν κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: Êσ�κι̋ �ρα � Ε µον�̋ τäν Ζ �ριθµäν
µετρεØ καÈ å Θ τäν Μ. êστιν �ρα ±̋ � Ε µον�̋ πρä̋ τäν Ζ �ριθµìν, οÕτω̋ å Θ πρä̋
τäν Μ. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ � Ε µον�̋ πρä̋ τäν Ζ �ριθµìν, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Θ: καÈ
±̋ �ρα � Ε µον�̋ πρä̋ τäν Ζ �ριθµìν, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Θ καÈ å Θ πρä̋ τäν Μ.
Òσο̋ δà å Μ τÀú Α: êστιν �ρα ±̋ � Ε µον�̋ πρä̋ τäν Ζ �ριθµìν, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν
Θ καÈ å Θ πρä̋ τäν Α. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ � Ε µον�̋ πρä̋ τäν Η �ριθµìν, οÕτω̋
å Η πρä̋ τäν Λ καÈ å Λ πρä̋ τäν Β. íσοι �ρα εÊ̋ τοÌ̋ Α, Β µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋
�ν�λογον âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ áκατèρου τÀν Α, Β καÈ µον�δο̋ τ¨̋
Ε µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ: íπερ êδει δεØcαι.
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VIII.10

ÇΕ�ν δÔο �ριθµÀν áκατèρου καÈ µον�δο̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπÐπτωσιν
�ριθµοÐ, íσοι áκατèρου αÎτÀν καÈ µον�δο̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπÐπτουσιν
�ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ αÎτοÌ̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεσοÜνται.

∆Ôο γ�ρ �ριθµÀν τÀν Α, Β

Α

Β

Γ
∆

Ε

Ζ
Η

Θ
Κ

Λ

καÈ µον�δο̋ τ¨̋ Γ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπιπτèτωσαν �ριθµοÈ οÑ τε
∆, Ε καÈ οÉ Ζ, Η: λèγω, íτι íσοι áκατèρου τÀν Α, Β καÈ µον�δο̋ τ¨̋ Γ µεταcÌ κατ�
τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋ Α, Β µεταcÌ κατ�
τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπεσοÜνται.

ÃΟ ∆ γ�ρ τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Θ ποιεÐτω, áκ�τερο̋ δà τÀν ∆, Ζ τäν Θ
πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Κ, Λ ποιεÐτω.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ � Γ µον�̋ πρä̋ τäν ∆ �ριθµìν, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, Êσ�κι̋
�ρα � Γ µον�̋ τäν ∆ �ριθµäν µετρεØ καÈ å ∆ τäν Ε. � δà Γ µον�̋ τäν ∆ �ριθµäν
µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú ∆ µον�δα̋: καÈ å ∆ �ρα �ριθµä̋ τäν Ε µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú
∆ µον�δα̋: å ∆ �ρα áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε πεποÐηκεν. π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋
� Γ [µον�̋] πρä̋ τäν ∆ �ριθµäν, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Α, Êσ�κι̋ �ρα � Γ µον�̋ τäν
∆ �ριθµäν µετρεØ καÈ å Ε τäν Α. � δà Γ µον�̋ τäν ∆ �ριθµäν µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú
∆ µον�δα̋: καÈ å Ε �ρα τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú ∆ µον�δα̋: å ∆ �ρα τäν Ε
πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å µàν Ζ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Η πεποÐηκεν, τäν δà Η πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ å ∆ áαυτäν µàν
πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε πεποÐηκεν, τäν δà Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Θ πεποÐηκεν, êστιν
�ρα ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Θ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ å ∆ πρä̋ τäν
Ζ, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Η. καÈ ±̋ �ρα å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Η. π�λιν,
âπεÈ å ∆ áκ�τερον τÀν Ε, Θ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Α, Κ πεποÐηκεν, êστιν
�ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Κ. �λλ' ±̋ å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å ∆
πρä̋ τäν Ζ: καÈ ±̋ �ρα å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Κ. π�λιν, âπεÈ áκ�τερο̋
τÀν ∆, Ζ τäν Θ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Κ, Λ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å ∆
πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Λ. �λλ' ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Κ:
καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Κ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Λ. êτι âπεÈ å Ζ áκ�τερον τÀν Θ, Η
πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Λ, Β πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Θ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋
å Λ πρä̋ τäν Β. ±̋ δà å Θ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ: καÈ ±̋ �ρα å ∆ πρä̋
τäν Ζ, οÕτω̋ å Λ πρä̋ τäν Β. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ í τε Α πρä̋
τäν Κ καÈ å Κ πρä̋ τäν Λ: καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Κ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Λ καÈ
å Λ πρä̋ τäν Β. οÉ Α, Κ, Λ, Β �ρα κατ� τä συνεχà̋ ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον. íσοι �ρα
áκατèρου τÀν Α, Β καÈ τ¨̋ Γ µον�δο̋ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπÐπτουσιν
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�ριθµοÐ, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋ Α, Β µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ âµπεσοÜνται: íπερ êδει
δεØcαι.

VIII.11

∆Ôο τετραγ¸νων �ριθµÀν εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋, καÈ å τετρ�γωνο̋ πρä̋
τäν τετρ�γωνον διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � πλευρ� πρä̋ τ�ν πλευρ�ν.

^Εστωσαν τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ τοÜ µàν Α πλευρ� êστω å Γ, τοÜ δà Β
å ∆:

Α

Β

Γ ∆

Ε

λèγω, íτι τÀν Α, Β εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋, καÈ å Α πρä̋ τäν Β
διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν ∆.

ÃΟ Γ γ�ρ τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω. καÈ âπεÈ τετρ�γωνì̋ âστιν å Α,
πλευρ� δà αÎτοÜ âστιν å Γ, å Γ �ρα áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. δι�
τ� αÎτ� δ� καÈ å ∆ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. âπεÈ οÞν å Γ áκ�τερον
τÀν Γ, ∆ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Α, Ε πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν
∆, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Ε. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Ε πρä̋
τäν Β. καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Β. τÀν Α, Β �ρα εÙ̋ µèσο̋
�ν�λογìν âστιν �ριθµì̋.

Λèγω δ , íτι καÈ å Α πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν ∆. âπεÈ
γ�ρ τρεØ̋ �ριθµοÈ �ν�λογìν εÊσιν οÉ Α, Ε, Β, å Α �ρα πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον
êχει ¢περ å Α πρä̋ τäν Ε. ±̋ δà å Α πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆. å Α �ρα
πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � Γ πλευρ� πρä̋ τ�ν ∆: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.12

∆Ôο κÔβων �ριθµÀν δÔο µèσοι �ν�λογìν εÊσιν �ριθµοÐ, καÈ å κÔβο̋ πρä̋ τäν κÔβον
τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � πλευρ� πρä̋ τ�ν πλευρ�ν.

^Εστωσαν κÔβοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β καÈ τοÜ µàν Α πλευρ�
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

êστω å Γ, τοÜ δà Β å ∆: λèγω, íτι τÀν Α, Β δÔο µèσοι �ν�λογìν εÊσιν �ριθµοÐ,
καÈ å Α πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν ∆.

ÃΟ γ�ρ Γ áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω, τäν δà ∆ πολλαπλασι�σα̋
τäν Ζ ποιεÐτω, å δà ∆ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Η ποιεÐτω, áκ�τερο̋ δà τÀν Γ, ∆
τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Θ, Κ ποιεÐτω.

ΚαÈ âπεÈ κÔβο̋ âστÈν å Α, πλευρ� δà αÎτοÜ å Γ, καÈ å Γ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Ε πεποÐηκεν, å Γ �ρα áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε πεποÐηκεν, τäν δà Ε
πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å ∆ áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋
τäν Η πεποÐηκεν, τäν δà Η πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ å Γ áκ�τερον
τÀν Γ, ∆ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Ε, Ζ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν
∆, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν
Η. π�λιν, âπεÈ å Γ áκ�τερον τÀν Ε, Ζ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Α, Θ πεποÐηκεν,
êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Θ. ±̋ δà å Ε πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Γ
πρä̋ τäν ∆: καÈ ±̋ �ρα å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Θ. π�λιν, âπεÈ áκ�τερο̋
τÀν Γ, ∆ τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Θ, Κ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋
τäν ∆, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ. π�λιν, âπεÈ å ∆ áκ�τερον τÀν Ζ, Η πολλαπλασι�σα̋
áκ�τερον τÀν Κ, Β πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Ζ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Β.
±̋ δà å Ζ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆: καÈ ±̋ �ρα å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ í
τε Α πρä̋ τäν Θ καÈ å Θ πρä̋ τäν Κ καÈ å Κ πρä̋ τäν Β. τÀν Α, Β �ρα δÔο µèσοι
�ν�λογìν εÊσιν οÉ Θ, Κ.

Λèγω δ , íτι καÈ å Α πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν ∆. âπεÈ
γ�ρ τèσσαρε̋ �ριθµοÈ �ν�λογìν εÊσιν οÉ Α, Θ, Κ, Β, å Α �ρα πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ å Α πρä̋ τäν Θ. ±̋ δà å Α πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆: καÈ
å Α [�ρα] πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν ∆. íπερ êδει δεØcαι.

VIII.13

ÇΕ�ν Âσιν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, καÈ πολλαπλασι�σα̋ éκαστο̋ áαυτäν
ποι¨ù τινα, οÉ γενìµενοι âc αÎτÀν �ν�λογον êσονται: καÈ â�ν οÉ âc �ρχ¨̋ τοÌ̋
γενοµèνου̋ πολλαπλασι�σαντε̋ ποιÀσÐ τινα̋, καÈ αÎτοÈ �ν�λογον êσονται [καÈ �εÈ
περÈ τοÌ̋ �κρου̋ τοÜτο συµβαÐνει].

^Εστωσαν åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, οÉ Α, Β, Γ, ±̋ å Α πρä̋ τäν Β,
οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν Γ, καÈ οÉ Α, Β, Γ áαυτοÌ̋ µàν πολλαπλασι�σαντε̋ τοÌ̋ ∆, Ε,
Ζ ποιεÐτωσαν, τοÌ̋ δà ∆, Ε, Ζ πολλαπλασι�σαντε̋ τοÌ̋ Η, Θ, Κ ποιεÐτωσαν: λèγω,
íτι οÑ τε ∆, Ε, Ζ καÈ οÉ Η, Θ, Κ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν.

ÃΟ µàν γ�ρ Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Λ ποιεÐτω, áκ�τερο̋ δà τÀν Α, Β τäν
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Λ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Μ, Ν ποιεÐτω. καÈ π�λιν å µàν Β τäν Γ πολ-
λαπλασι�σα̋

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

C Ο

Π

τäν C ποιεÐτω, áκ�τερο̋ δà τÀν Β, Γ τäν C πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Ο, Π
ποιεÐτω.

ÃΟµοÐω̋ δ� τοØ̋ âπ�νω δεÐcοµεν, íτι οÉ ∆, Λ, Ε καÈ οÉ Η, Μ, Ν, Θ ác¨̋ εÊσιν
�ν�λογον âν τÀú τοÜ Α πρä̋ τäν Β λìγωú, καÈ êτι οÉ Ε, C, Ζ καÈ οÉ Θ, Ο, Π, Κ ác¨̋
εÊσιν �ν�λογον âν τÀú τοÜ Β πρä̋ τäν Γ λìγωú. καÐ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋
å Β πρä̋ τäν Γ: καÈ οÉ ∆, Λ, Ε �ρα τοØ̋ Ε, C, Ζ âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÈ καÈ êτι οÉ Η,
Μ, Ν, Θ τοØ̋ Θ, Ο, Π, Κ. καÐ âστιν Òσον τä µàν τÀν ∆, Λ, Ε πλ¨θο̋ τÀú τÀν Ε, C,
Ζ πλ θει, τä δà τÀν Η, Μ, Ν, Θ τÀú τÀν Θ, Ο, Π, Κ: δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ µàν å ∆
πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ, ±̋ δà å Η πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ:
íπερ êδει δεØcαι.

VIII.14

ÇΕ�ν τετρ�γωνο̋ τετρ�γωνον µετρ¨ù, καÈ � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ σει: καÈ â�ν �
πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ¨ù, καÈ å τετρ�γωνο̋ τäν τετρ�γωνον µετρ σει.

^Εστωσαν τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ

Α

Β

Γ ∆

Ε
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Α, Β, πλευραÈ δà αÎτÀν êστωσαν οÉ Γ, ∆, å δà Α τäν Β µετρεÐτω: λèγω, íτι καÈ
å Γ τäν ∆ µετρεØ.

ÃΟ Γ γ�ρ τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω: οÉ Α, Ε, Β �ρα ác¨̋ �ν�λογìν
εÊσιν âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ λìγωú. καÈ âπεÈ οÉ Α, Ε, Β ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, καÈ
µετρεØ å Α τäν Β, µετρεØ �ρα καÈ å Α τäν Ε. καÐ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å
Γ πρä̋ τäν ∆: µετρεØ �ρα καÈ å Γ τäν ∆.

Π�λιν δ� å Γ τäν ∆ µετρεÐτω: λèγω, íτι καÈ å Α τäν Β µετρεØ.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι οÉ Α, Ε, Β ác¨̋ �ν�λογìν
εÊσιν âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ λìγωú. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Α
πρä̋ τäν Ε, µετρεØ δà å Γ τäν ∆, µετρεØ �ρα καÈ å Α τäν Ε. καÐ εÊσιν οÉ Α, Ε, Β ác¨̋
�ν�λογον: µετρεØ �ρα καÈ å Α τäν Β.

ÇΕ�ν �ρα τετρ�γωνο̋ τετρ�γωνον µετρ¨ù, καÈ � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ σει: καÈ
â�ν � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ¨ù, καÈ å τετρ�γωνο̋ τäν τετρ�γωνον µετρ σει: íπερ
êδει δεØcαι.

VIII.15

ÇΕ�ν κÔβο̋ �ριθµä̋ κÔβον �ριθµäν µετρ¨ù, καÈ � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ σει: καÈ
â�ν � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ¨ù, καÈ å κÔβο̋ τäν κÔβον µετρ σει.

ΚÔβο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α κÔβον τäν Β µετρεÐτω, καÈ τοÜ µàν Α πλευρ� êστω å Γ,
τοÜ δà Β å ∆: λèγω, íτι å Γ τäν ∆ µετρεØ.

ÃΟ Γ γ�ρ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Ε ποιεÐτω, å δà ∆ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Η ποιεÐτω, καÈ êτι å Γ τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ζ [ποιεÐτω], áκ�τερο̋ δà τÀν
Γ, ∆ τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Θ, Κ ποιεÐτω. φανερäν δ , íτι οÉ Ε, Ζ,

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Η καÈ οÉ Α, Θ, Κ, Β ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ λìγωú. καÈ âπεÈ
οÉ Α, Θ, Κ, Β ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, καÈ µετρεØ å Α τäν Β, µετρεØ �ρα καÈ τäν Θ. καÐ
âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆: µετρεØ �ρα καÈ å Γ τäν ∆.

ÇΑλλ� δ� µετρεÐτω å Γ τäν ∆: λèγω, íτι καÈ å Α τäν Β µετρ σει.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÉ Α, Θ, Κ, Β ác¨̋
�ν�λογìν εÊσιν âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν ∆ λìγωú. καÈ âπεÈ å Γ τäν ∆ µετρεØ, καÐ âστιν
±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Θ, καÈ å Α �ρα τäν Θ µετρεØ: ¹στε καÈ τäν
Β µετρεØ å Α: íπερ êδει δεØcαι.
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VIII.16

ÇΕ�ν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ τετρ�γωνον �ριθµäν µ� µετρ¨ù, οÎδà � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν
µετρ σει: κ�ν � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µ� µετρ¨ù, οÎδà å τετρ�γωνο̋ τäν τετρ�γωνον
µετρ σει.

Α

Β

Γ

∆

^εστωσαν τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, πλευραÈ δà αÎτÀν êστωσαν οÉ Γ, ∆, καÈ µ�
µετρεÐτω å Α τäν Β: λèγω, íτι οÎδà å Γ τäν ∆ µετρεØ.

ΕÊ γ�ρ µετρεØ å Γ τäν ∆, µετρ σει καÈ å Α τäν Β. οÎ µετρεØ δà å Α τäν Β: οÎδà
�ρα å Γ τäν ∆ µετρ σει.

Μ� µετρεÐτω [δ�] π�λιν å Γ τäν ∆: λèγω, íτι οÎδà å Α τäν Β µετρ σει.
ΕÊ γ�ρ µετρεØ å Α τäν Β, µετρ σει καÈ å Γ τäν ∆. οÎ µετρεØ δà å Γ τäν ∆: οÎδ'

�ρα å Α τäν Β µετρ σει: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.17

ÇΕ�ν κÔβο̋ �ριθµä̋ κÔβον �ριθµäν µ� µετρ¨ù, οÎδà � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µετρ σει:
κ�ν � πλευρ� τ�ν πλευρ�ν µ� µετρ¨ù, οÎδà å κÔβο̋ τäν κÔβον µετρ σει.

Α

Β

Γ

∆

ΚÔβο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α κÔβον �ριθµäν τäν Β µ� µετρεÐτω, καÈ τοÜ µàν Α πλευρ�
êστω å Γ, τοÜ δà Β å ∆: λèγω, íτι å Γ τäν ∆ οÎ µετρ σει.

ΕÊ γ�ρ µετρεØ å Γ τäν ∆, καÈ å Α τäν Β µετρ σει. οÎ µετρεØ δà å Α τäν Β: οÎδ'
�ρα å Γ τäν ∆ µετρεØ.

ÇΑλλ� δ� µ� µετρεÐτω å Γ τäν ∆: λèγω, íτι οÎδà å Α τäν Β µετρ σει.
ΕÊ γ�ρ å Α τäν Β µετρεØ, καÈ å Γ τäν ∆ µετρ σει. οÎ µετρεØ δà å Γ τäν ∆: οÎδ'

�ρα å Α τäν Β µετρ σει: íπερ êδει δεØcαι.
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VIII.18

∆Ôο åµοÐων âπιπèδων �ριθµÀν εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋: καÈ å âπÐπεδο̋
πρä̋ τäν âπÐπεδον διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν åµìλογον
πλευρ�ν.

^Εστωσαν δÔο íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ τοÜ µàν Α πλευραÈ êστωσαν οÉ
Γ, ∆ �ριθµοÐ, τοÜ δà Β οÉ Ε, Ζ. καÈ âπεÈ íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν οÉ �ν�λογον êχοντε̋
τ�̋ πλευρ�̋, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ. λèγω οÞν, íτι τÀν
Α, Β εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋, καÈ å Α πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον êχει
¢περ å Γ πρä̋ τäν Ε £ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, τουτèστιν ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν
åµìλογον [πλευρ�ν].

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ, âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋
å Γ πρä̋ τäν Ε, å ∆ πρä̋ τäν Ζ. καÈ âπεÈ âπÐπεδì̋ âστιν å Α, πλευραÈ δà αÎτοÜ οÉ Γ,
∆, å ∆ �ρα τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. δι�

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

τ� αÎτ� δ� καÈ å Ε τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. å ∆ δ� τäν Ε
πολλαπλασι�σα̋ τäν Η ποιεÐτω. καÈ âπεÈ å ∆ τäν µàν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α
πεποÐηκεν, τäν δà Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Η πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν Ε,
οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Η. �λλ' ±̋ å Γ πρä̋ τäν Ε, [οÕτω̋] å ∆ πρä̋ τäν Ζ: καÈ ±̋ �ρα
å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Η. π�λιν, âπεÈ å Ε τäν µàν ∆ πολλαπλασι�σα̋
τäν Η πεποÐηκεν, τäν δà Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å ∆ πρä̋
τäν Ζ, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Β. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν
Η: καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Β. οÉ Α, Η, Β �ρα ác¨̋ �ν�λογìν
εÊσιν. τÀν Α, Β �ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋.

Λèγω δ , íτι καÈ å Α πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ�
πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν ¢περ å Γ πρä̋ τäν Ε £ å ∆ πρä̋ τäν Ζ. âπεÈ
γ�ρ οÉ Α, Η, Β ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, å Α πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ
πρä̋ τäν Η. καÐ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ í τε Γ πρä̋ τäν Ε καÈ å ∆ πρä̋ τäν
Ζ. καÈ å Α �ρα πρä̋ τäν Β διπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν Ε £ å ∆ πρä̋
τäν Ζ: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.19

∆Ôο åµοÐων στερεÀν �ριθµÀν δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ: καÈ å στερεä̋
πρä̋ τäν íµοιον στερεäν τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν
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åµìλογον πλευρ�ν.
^Εστωσαν δÔο íµοιοι στερεοÈ οÉ Α, Β, καÈ τοÜ µàν Α πλευραÈ êστωσαν οÉ Γ, ∆, Ε,

τοÜ δà Β οÉ Ζ, Η, Θ. καÈ âπεÈ íµοιοι στερεοÐ εÊσιν οÉ �ν�λογον êχοντε̋ τ�̋ πλευρ�̋,
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∆
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êστιν �ρα ±̋ µàν å Γ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Η, ±̋ δà å ∆ πρä̋ τäν Ε,
οÕτω̋ å Η πρä̋ τäν Θ. λèγω, íτι τÀν Α, Β δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ,
καÈ å Α πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Γ πρä̋ τäν Ζ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Η
καÈ êτι å Ε πρä̋ τäν Θ.

ÃΟ Γ γ�ρ τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Κ ποιεÐτω, å δà Ζ τäν Η πολλαπλασι�σα̋ τäν
Λ ποιεÐτω. καÈ âπεÈ οÉ Γ, ∆ τοØ̋ Ζ, Η âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÐν, καÈ âκ µàν τÀν Γ, ∆
âστιν å Κ, âκ δà τÀν Ζ, Η å Λ, οÉ Κ, Λ [�ρα] íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν �ριθµοÐ: τÀν Κ, Λ
�ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋. êστω å Μ. å Μ �ρα âστÈν å âκ τÀν ∆, Ζ, ±̋
âν τÀú πρä τοÔτου θεωρ µατι âδεÐχθη. καÈ âπεÈ å ∆ τäν µàν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν
Κ πεποÐηκεν, τäν δà Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν Μ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Γ πρä̋ τäν
Ζ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Μ. �λλ' ±̋ å Κ πρä̋ τäν Μ, å Μ πρä̋ τäν Λ. οÉ Κ, Μ, Λ
�ρα ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον âν τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν Ζ λìγωú. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å Γ πρä̋
τäν ∆, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Η, âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ å Γ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å ∆
πρä̋ τäν Η. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ å Ε πρä̋ τäν Θ. οÉ Κ,
Μ, Λ �ρα ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον êν τε τÀú τοÜ Γ πρä̋ τäν Ζ λìγωú καÈ τÀú τοÜ ∆ πρä̋
τäν Η καÈ êτι τÀú τοÜ Ε πρä̋ τäν Θ. áκ�τερο̋ δ� τÀν Ε, Θ τäν Μ πολλαπλασι�σα̋
áκ�τερον τÀν Ν, C ποιεÐτω. καÈ âπεÈ στερεì̋ âστιν å Α, πλευραÈ δà αÎτοÜ εÊσιν οÉ Γ,
∆, Ε, å Ε �ρα τäν âκ τÀν Γ, ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. å δà âκ τÀν Γ, ∆
âστιν å Κ: å Ε �ρα τäν Κ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Θ
τäν Λ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ å Ε τäν Κ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α
πεποÐηκεν, �λλ� µ�ν καÈ τäν Μ πολλαπλασι�σα̋ τäν Ν πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Κ
πρä̋ τäν Μ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Ν. ±̋ δà å Κ πρä̋ τäν Μ, οÕτω̋ í τε Γ πρä̋ τäν
Ζ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Η καÈ êτι å Ε πρä̋ τäν Θ: καÈ ±̋ �ρα å Γ πρä̋ τäν Ζ καÈ å ∆
πρä̋ τäν Η καÈ å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Ν. π�λιν, âπεÈ áκ�τερο̋ τÀν Ε,
Θ τäν Μ πολλαπλασι�σα̋ áκ�τερον τÀν Ν, C πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν
Θ, οÕτω̋ å Ν πρä̋ τäν C. �λλ' ±̋ å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ í τε Γ πρä̋ τäν Ζ καÈ å
∆ πρä̋ τäν Η: καÈ ±̋ �ρα å Γ πρä̋ τäν Ζ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Η καÈ å Ε πρä̋ τäν Θ,
οÕτω̋ í τε Α πρä̋ τäν Ν καÈ å Ν πρä̋ τäν C. π�λιν, âπεÈ å Θ τäν Μ πολλαπλασι�σα̋
τäν C πεποÐηκεν, �λλ� µ�ν καÈ τäν Λ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋
å Μ πρä̋ τäν Λ, οÕτω̋ å C πρä̋ τäν Β. �λλ' ±̋ å Μ πρä̋ τäν Λ, οÕτω̋ í τε Γ πρä̋
τäν Ζ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Η καÈ å Ε πρä̋ τäν Θ. καÈ ±̋ �ρα å Γ πρä̋ τäν Ζ καÈ å ∆
πρä̋ τäν Η καÈ å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ οÎ µìνον å C πρä̋ τäν Β, �λλ� καÈ å Α πρä̋
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τäν Ν καÈ å Ν πρä̋ τäν C. οÉ Α, Ν, C, Β �ρα ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον âν τοØ̋ εÊρηµèνοι̋
τÀν πλευρÀν λìγοι̋.

Λèγω, íτι καÈ å Α πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ�
πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν ¢περ å Γ �ριθµä̋ πρä̋ τäν Ζ £ å ∆ πρä̋ τäν
Η καÈ êτι å Ε πρä̋ τäν Θ. âπεÈ γ�ρ τèσσαρε̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν οÉ Α, Ν,
C, Β, å Α �ρα πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ å Α πρä̋ τäν Ν. �λλ' ±̋ å Α
πρä̋ τäν Ν, οÕτω̋ âδεÐχθη í τε Γ πρä̋ τäν Ζ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Η καÈ êτι å Ε πρä̋
τäν Θ. καÈ å Α �ρα πρä̋ τäν Β τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋
τ�ν åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν ¢περ å Γ �ριθµä̋ πρä̋ τäν Ζ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Η
καÈ êτι å Ε πρä̋ τäν Θ: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.20

ÇΕ�ν δÔο �ριθµÀν εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτηù �ριθµì̋, íµοιοι âπÐπεδοι êσονται οÉ
�ριθµοÐ.

∆Ôο γ�ρ �ριθµÀν τÀν Α, Β εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπιπτèτω �ριθµä̋ å Γ: λèγω, íτι
οÉ Α, Β íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν �ριθµοÐ.

ΕÊλ φθωσαν [γ�ρ] âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Γ οÉ
∆, Ε: Êσ�κι̋ �ρα å ∆ τäν Α µετρεØ καÈ å Ε τäν Γ. åσ�κι̋ δ� å ∆ τäν Α µετρεØ,
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τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ζ: å Ζ �ρα τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α
πεποÐηκεν. ¹στε å Α âπÐπεδì̋ âστιν, πλευραÈ δà αÎτοÜ οÉ ∆, Ζ. π�λιν, âπεÈ οÉ ∆,
Ε âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Γ, Β, Êσ�κι̋ �ρα å ∆ τäν Γ
µετρεØ καÈ å Ε τäν Β. åσ�κι̋ δ� å Ε τäν Β µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú
Η. å Ε �ρα τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Η µον�δα̋: å Η �ρα τäν Ε πολλαπλασι�σα̋
τäν Β πεποÐηκεν. å Β �ρα âπÐπεδì̋ âστι, πλευραÈ δà αÎτοÜ εÊσιν οÉ Ε, Η. οÉ Α, Β
�ρα âπÐπεδοÐ εÊσιν �ριθµοÐ. λèγω δ , íτι καÈ íµοιοι. âπεÈ γ�ρ å Ζ τäν µàν ∆ πολ-
λαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν, τäν δà Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, êστιν �ρα
±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Γ, τουτèστιν å Γ πρä̋ τäν Β. π�λιν, âπεÈ å
Ε áκ�τερον τÀν Ζ, Η πολλαπλασι�σα̋ τοÌ̋ Γ, Β πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Ζ πρä̋
τäν Η, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν Β. ±̋ δà å Γ πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε: καÈ ±̋
�ρα å ∆ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Η. καÈ âναλλ�c ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋
å Ε πρä̋ τäν Η. οÉ Α, Β �ρα íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν �ριθµοÐ: αÉ γ�ρ πλευραÈ αÎτÀν
�ν�λογìν εÊσιν: íπερ êδει δεØcαι.
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VIII.21

ÇΕ�ν δÔο �ριθµÀν δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτωσιν �ριθµοÐ, íµοιοι στερεοÐ εÊσιν οÉ
�ριθµοÐ.

∆Ôο γ�ρ �ριθµÀν τÀν Α, Β δÔο µèσοι �ν�λογον âµπιπτèτωσαν �ριθµοÈ οÉ Γ, ∆:
λèγω, íτι οÉ Α, Β íµοιοι στερεοÐ εÊσιν.

ΕÊλ φθωσαν γ�ρ âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Γ, ∆
τρεØ̋ οÉ Ε, Ζ, Η: οÉ �ρα �κροι αÎτÀν οÉ Ε, Η πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ
τÀν Ε, Η εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπèπτωκεν �ριθµä̋
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å Ζ, οÉ Ε, Η �ρα �ριθµοÈ íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν. êστωσαν οÞν τοÜ µàν Ε πλευραÈ οÉ
Θ, Κ, τοÜ δà Η οÉ Λ, Μ. φανερäν �ρα âστÈν âκ τοÜ πρä τοÔτου, íτι οÉ Ε, Ζ, Η ác¨̋
εÊσιν �ν�λογον êν τε τÀú τοÜ Θ πρä̋ τäν Λ λìγωú καÈ τÀú τοÜ Κ πρä̋ τäν Μ. καÈ âπεÈ
οÉ Ε, Ζ, Η âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Γ, ∆, καÐ âστιν Òσον
τä πλ¨θο̋ τÀν Ε, Ζ, Η τÀú πλ θει τÀν Α, Γ, ∆, δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å Ε πρä̋ τäν Η,
οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν ∆. οÉ δà Ε, Η πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι
µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ αÎτοØ̋ Êσ�κι̋ í τε µεÐζων τäν µεÐζονα καÈ
å âλ�σσων τäν âλ�σσονα, τουτèστιν í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋
τäν áπìµενον: Êσ�κι̋ �ρα å Ε τäν Α µετρεØ καÈ å Η τäν ∆. åσ�κι̋ δ� å Ε τäν Α
µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ν. å Ν �ρα τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν Α
πεποÐηκεν. å δà Ε âστιν å âκ τÀν Θ, Κ: å Ν �ρα τäν âκ τÀν Θ, Κ πολλαπλασι�σα̋
τäν Α πεποÐηκεν. στερεä̋ �ρα âστÈν å Α, πλευραÈ δà αÎτοÜ εÊσιν οÉ Θ, Κ, Ν. π�λιν,
âπεÈ οÉ Ε, Ζ, Η âλ�χιστοÐ εÊσι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Γ, ∆, Β, Êσ�κι̋
�ρα å Ε τäν Γ µετρεØ καÈ å Η τäν Β. åσ�κι̋ δ� å Ε τäν Γ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋
êστωσαν âν τÀú C. å Η �ρα τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú C µον�δα̋: å C �ρα τäν Η
πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. å δà Η âστιν å âκ τÀν Λ, Μ: å C �ρα τäν âκ τÀν
Λ, Μ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. στερεä̋ �ρα âστÈν å Β, πλευραÈ δà αÎτοÜ
εÊσιν οÉ Λ, Μ, C: οÉ Α, Β �ρα στερεοÐ εÊσιν.

Λèγω [δ ], íτι καÈ íµοιοι. âπεÈ γ�ρ οÉ Ν, C τäν Ε πολλαπλασι�σαντε̋ τοÌ̋ Α, Γ
πεποι κασιν, êστιν �ρα ±̋ å Ν πρä̋ τäν C, å Α πρä̋ τäν Γ, τουτèστιν å Ε πρä̋ τäν
Ζ. �λλ' ±̋ å Ε πρä̋ τäν Ζ, å Θ πρä̋ τäν Λ καÈ å Κ πρä̋ τäν Μ: καÈ ±̋ �ρα å Θ πρä̋
τäν Λ, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Μ καÈ å Ν πρä̋ τäν C. καÐ εÊσιν οÉ µàν Θ, Κ, Ν πλευραÈ
τοÜ Α, οÉ δà C, Λ, Μ πλευραÈ τοÜ Β. οÉ Α, Β �ρα �ριθµοÈ íµοιοι στερεοÐ εÊσιν: íπερ
êδει δεØcαι.
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VIII.22

ÇΕ�ν τρεØ̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν, å δà πρÀτο̋ τετρ�γωνο̋ ªù, καÈ å τρÐτο̋
τετρ�γωνο̋ êσται.

Α

Β

Γ

^Εστωσαν τρεØ̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, å δà πρÀτο̋ å Α τετρ�γωνο̋
êστω: λèγω, íτι καÈ å τρÐτο̋ å Γ τετρ�γωνì̋ âστιν.

ÇΕπεÈ γ�ρ τÀν Α, Γ εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµä̋ å Β, οÉ Α, Γ �ρα íµοιοι
âπÐπεδοÐ εÊσιν. τετρ�γωνο̋ δà å Α: τετρ�γωνο̋ �ρα καÈ å Γ: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.23

ÇΕ�ν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν, å δà πρÀτο̋ κÔβο̋ ªù, καÈ å τèταρτο̋
κÔβο̋ êσται.
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^Εστωσαν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, å δà Α κÔβο̋ êστω:
λèγω, íτι καÈ å ∆ κÔβο̋ âστÐν.

ÇΕπεÈ γ�ρ τÀν Α, ∆ δÔο µèσοι �ν�λογìν εÊσιν �ριθµοÈ οÉ Β, Γ, οÉ Α, ∆ �ρα íµοιοÐ
εÊσι στερεοÈ �ριθµοÐ. κÔβο̋ δà å Α: κÔβο̋ �ρα καÈ å ∆: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.24

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχωσιν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν, å δà πρÀτο̋ τετρ�γωνο̋ ªù, καÈ å δεÔτερο̋ τετρ�γωνο̋ êσται.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β πρä̋ �λλ λου̋ λìγον âχèτωσαν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
å Γ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµäν τäν ∆, å δà Α τετρ�γωνο̋ êστω: λèγω, íτι καÈ å Β
τετρ�γωνì̋ âστιν.

ÇΕπεÈ γ�ρ οÉ Γ, ∆ τετρ�γωνοÐ εÊσιν, οÉ Γ, ∆ �ρα íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν. τÀν Γ, ∆
�ρα εÙ̋ µèσο̋
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Α

Β

Γ

∆

�ν�λογον âµπÐπτει �ριθµì̋. καÐ âστιν ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, å Α πρä̋ τäν Β: καÈ
τÀν Α, Β �ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτει �ριθµì̋. καÐ âστιν å Α τετρ�γωνο̋: καÈ
å Β �ρα τετρ�γωνì̋ âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.25

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχωσιν, çν κÔβο̋ �ριθµä̋ πρä̋ κÔβον �ριθµìν,
å δà πρÀτο̋ κÔβο̋ ªù, καÈ å δεÔτερο̋ κÔβο̋ êσται.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β πρä̋ �λλ λου̋ λìγον âχèτωσαν, çν κÔβο̋ �ριθµä̋ å Γ
πρä̋ κÔβον �ριθµäν τäν ∆, κÔβο̋ δà êστω å Α: λèγω [δ ], íτι καÈ å Β κÔβο̋ âστÐν.

ÇΕπεÈ γ�ρ οÉ Γ, ∆ κÔβοι εÊσÐν, οÉ Γ, ∆ íµοιοι στερεοÐ εÊσιν: τÀν Γ, ∆ �ρα δÔο
µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ. íσοι δà εÊ̋ τοÌ̋ Γ, ∆ µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

�ν�λογον âµπÐπτουσιν, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ αÎτοØ̋:
¹στε καÈ τÀν Α, Β δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ. âµπιπτèτωσαν οÉ Ε, Ζ.
âπεÈ οÞν τèσσαρε̋ �ριθµοÈ οÉ Α, Ε, Ζ, Β ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, καÐ âστι κÔβο̋ å Α,
κÔβο̋ �ρα καÈ å Β: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.26

ΟÉ íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÈ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχουσιν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν.

^Εστωσαν íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β: λèγω, íτι å Α πρä̋ τäν Β λìγον êχει,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν.

ÇΕπεÈ γ�ρ οÉ Α, Β íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν, τÀν Α, Β �ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτει
�ριθµì̋. âµπιπτèτω καÈ
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Α Β

Γ

∆ Ε Ζ

êστω å Γ, καÈ εÊλ φθωσαν âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋
Α, Γ, Β οÉ ∆, Ε, Ζ: οÉ �ρα �κροι αÎτÀν οÉ ∆, Ζ τετρ�γωνοÐ εÊσιν. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å
∆ πρä̋ τäν Ζ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β, καÐ εÊσιν οÉ ∆, Ζ τετρ�γωνοι, å Α �ρα πρä̋ τäν
Β λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: íπερ êδει δεØcαι.

VIII.27

ΟÉ íµοιοι στερεοÈ �ριθµοÈ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχουσιν, çν κÔβο̋ �ριθµä̋ πρä̋ κÔβον
�ριθµìν.

^Εστωσαν íµοιοι στερεοÈ �ριθµοÈ οÉ Α, Β: λèγω, íτι å Α πρä̋ τäν Β λìγον êχει,
çν κÔβο̋ �ριθµä̋ πρä̋ κÔβον �ριθµìν.

ÇΕπεÈ γ�ρ οÉ Α, Β íµοιοι στερεοÐ εÊσιν, τÀν Α, Β �ρα δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν
�ριθµοÐ. âµπιπτèτωσαν

Α

Β

Γ

∆

Ε Ζ Η Θ

οÉ Γ, ∆, καÈ εÊλ φθωσαν âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α,
Γ, ∆, Β Òσοι αÎτοØ̋ τä πλ¨θο̋ οÉ Ε, Ζ, Η, Θ: οÉ �ρα �κροι αÎτÀν οÉ Ε, Θ κÔβοι εÊσÐν.
καÐ âστιν ±̋ å Ε πρä̋ τäν Θ, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β: καÈ å Α �ρα πρä̋ τäν Β λìγον
êχει, çν κÔβο̋ �ριθµä̋ πρä̋ κÔβον �ριθµìν: íπερ êδει δεØcαι.



BIBΛION IX

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

IX.1

ÇΕ�ν δÔο íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÈ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα, å γενìµενο̋
τετρ�γωνο̋ êσται.

Α

Β

Γ

∆

^Εστωσαν δÔο íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν
Γ ποιεÐτω: λèγω, íτι å Γ τετρ�γωνì̋ âστιν.

ÃΟ γ�ρ Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω. å ∆ �ρα τετρ�γωνì̋ âστιν. âπεÈ
οÞν å Α áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, τäν δà Β πολλαπλασι�σα̋ τäν
Γ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Γ. καÈ âπεÈ οÉ Α,
Β íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν �ριθµοÐ, τÀν Α, Β �ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτει �ριθµì̋.
â�ν δà δÔο �ριθµÀν µεταcÌ κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον âµπÐπτωσιν �ριθµοÐ, íσοι εÊ̋
αÎτοÌ̋ âµπÐπτουσι, τοσοÜτοι καÈ εÊ̋ τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋: ¹στε καÈ τÀν
∆, Γ εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτει �ριθµì̋. καÐ âστι τετρ�γωνο̋ å ∆: τετρ�γωνο̋
�ρα καÈ å Γ: íπερ êδει δεØcαι.

IX.2

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πολλαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσι τετρ�γωνον, íµοιοι âπÐπεδοÐ
εÊσιν �ριθµοÐ.

^Εστωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τετρ�γωνον τäν Γ
ποιεÐτω: λèγω, íτι οÉ Α, Β íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν �ριθµοÐ.

ÃΟ γ�ρ Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω: å ∆ �ρα τετρ�γωνì̋ âστιν. καÈ
âπεÈ å Α áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, τäν δà Β

225
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Α

Β

Γ

∆

πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, å ∆ πρä̋ τäν Γ.
καÈ âπεÈ å ∆ τετρ�γωνì̋ âστιν, �λλ� καÈ å Γ, οÉ ∆, Γ �ρα íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν. τÀν
∆, Γ �ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτει. καÐ âστιν ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å Α
πρä̋ τäν Β: καÈ τÀν Α, Β �ρα εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτει. â�ν δà δÔο �ριθµÀν εÙ̋
µèσο̋ �ν�λογον âµπÐπτηù, íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν [οÉ] �ριθµοÐ: οÉ �ρα Α, Β íµοιοÐ εÊσιν
âπÐπεδοι: íπερ êδει δεØcαι.

IX.3

ÇΕ�ν κÔβο̋ �ριθµä̋ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù τινα, å γενìµενο̋ κÔβο̋ êσται.
ΚÔβο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Β ποιεÐτω: λèγω, íτι å Β

κÔβο̋ âστÐν.
ΕÊλ φθω γ�ρ τοÜ Α πλευρ� å Γ, καÈ å Γ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω.

φανερäν δ  âστιν, íτι å Γ τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ å Γ
áαυτäν

Α

Β

Γ ∆

πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν, å Γ �ρα τäν ∆ µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÍτÀú µον�δα̋.
�λλ� µ�ν καÈ � µον�̋ τäν Γ µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: êστιν �ρα ±̋ � µον�̋
πρä̋ τäν Γ, å Γ πρä̋ τäν ∆. π�λιν, âπεÈ å Γ τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν,
å ∆ �ρα τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Γ µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ � µον�̋ τäν Γ κατ�
τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: êστιν �ρα ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Γ, å ∆ πρä̋ τäν Α. �λλ' ±̋ �
µον�̋ πρä̋ τäν Γ, å Γ πρä̋ τäν ∆: καÈ ±̋ �ρα � µον�̋ πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν
∆ καÈ å ∆ πρä̋ τäν Α. τ¨̋ �ρα µον�δο̋ καÈ τοÜ Α �ριθµοÜ δÔο µèσοι �ν�λογον κατ�
τä συνεχà̋ âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÈ οÉ Γ, ∆. π�λιν, âπεÈ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Β πεποÐηκεν, å Α �ρα τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÍτÀú µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ �
µον�̋ τäν Α κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: êστιν �ρα ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, å Α πρä̋
τäν Β. τ¨̋ δà µον�δο̋ καÈ τοÜ Α δÔο µèσοι �ν�λογον âµπεπτ¸κασιν �ριθµοÐ: καÈ τÀν
Α, Β �ρα δÔο µèσοι �ν�λογον âµπεσοÜνται �ριθµοÐ. â�ν δà δÔο �ριθµÀν δÔο µèσοι
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�ν�λογον âµπÐπτωσιν, å δà πρÀτο̋ κÔβο̋ ªù, καÈ å δεÔτερο̋ κÔβο̋ êσται. καÐ âστιν å
Α κÔβο̋: καÈ å Β �ρα κÔβο̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

IX.4

ÇΕ�ν κÔβο̋ �ριθµä̋ κÔβον �ριθµäν πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù τινα, å γενìµενο̋ κÔβο̋
êσται.

ΚÔβο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α κÔβον �ριθµäν τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω:
λèγω, íτι å Γ κÔβο̋ âστÐν.

ÃΟ γ�ρ Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋

Α

Β

Γ

∆

τäν ∆ ποιεÐτω: å ∆ �ρα κÔβο̋ âστÐν. καÈ âπεÈ å Α áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋
τäν ∆ πεποÐηκεν, τäν δà Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋
τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Γ. καÈ âπεÈ οÉ Α, Β κÔβοι εÊσÐν, íµοιοι στερεοÐ εÊσιν οÉ Α,
Β. τÀν Α, Β �ρα δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ: ¹στε καÈ τÀν ∆, Γ δÔο
µèσοι �ν�λογον âµπεσοÜνται �ριθµοÐ. καÐ âστι κÔβο̋ å ∆: κÔβο̋ �ρα καÈ å Γ: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.5

ÇΕ�ν κÔβο̋ �ριθµä̋ �ριθµìν τινα πολλαπλασι�σα̋ κÔβον ποι¨ù, καÈ å πολλαπλασιασθεÈ̋
κÔβο̋ êσται.

ΚÔβο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α �ριθµìν τινα τäν Β πολλαπλασι�σα̋ κÔβον τäν Γ ποιεÐτω:
λèγω, íτι å Β κÔβο̋ âστÐν.

ÃΟ γ�ρ Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω: κÔβο̋ �ρα âστÐν å ∆. καÈ âπεÈ å
Α áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋

Α

Β

Γ

∆
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τäν ∆ πεποÐηκεν, τäν δà Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, êστιν �ρα ±̋ å Α
πρä̋ τäν Β, å ∆ πρä̋ τäν Γ. καÈ âπεÈ οÉ ∆, Γ κÔβοι εÊσÐν, íµοιοι στερεοÐ εÊσιν. τÀν
∆, Γ �ρα δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ. καÐ âστιν ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Γ,
οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β: καÈ τÀν Α, Β �ρα δÔο µèσοι �ν�λογον âµπÐπτουσιν �ριθµοÐ.
καÐ âστι κÔβο̋ å Α: κÔβο̋ �ρα âστÈ καÈ å Β: íπερ êδει δεØcαι.

IX.6

ÇΕ�ν �ριθµä̋ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ κÔβον ποι¨ù, καÈ αÎτä̋ κÔβο̋ êσται.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ κÔβον τäν Β ποιεÐτω: λèγω, íτι καÈ å Α
κÔβο̋ âστÐν.

Α

Β

Γ

(ο γ�ρ Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω. âπεÈ οÞν å Α áαυτäν µàν πολ-
λαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, τäν δà Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, å Γ �ρα
κÔβο̋ âστÐν. καÈ âπεÈ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, å Α �ρα τäν Β
µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÍτÀú µον�δα̋. µετρεØ δà καÈ � µον�̋ τäν Α κατ� τ�̋ âν αÎτÀú
µον�δα̋. êστιν �ρα ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β. καÈ âπεÈ å Α τäν
Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, å Β �ρα τäν Γ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋.
µετρεØ δà καÈ � µον�̋ τäν Α κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋. êστιν �ρα ±̋ � µον�̋ πρä̋
τäν Α, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν Γ. �λλ' ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β:
καÈ ±̋ �ρα å Α πρä̋ τäν Β, å Β πρä̋ τäν Γ. καÈ âπεÈ οÉ Β, Γ κÔβοι εÊσÐν, íµοιοι
στερεοÐ εÊσιν. τÀν Β, Γ �ρα δÔο µèσοι �ν�λογìν εÊσιν �ριθµοÐ. καÐ âστιν ±̋ å Β πρä̋
τäν Γ, å Α πρä̋ τäν Β. καÈ τÀν Α, Β �ρα δÔο µèσοι �ν�λογìν εÊσιν �ριθµοÐ. καÐ âστι
κÔβο̋ å Β: κÔβο̋ �ρα âστÈ καÈ å Α: íπερ êδει δεØcαι.

IX.7

ÇΕ�ν σÔνθετο̋ �ριθµä̋ �ριθµìν τινα πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù τινα, å γενìµενο̋ στερεä̋
êσται.

ΣÔνθετο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α �ριθµìν τινα τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω:
λèγω, íτι å Γ στερεì̋ âστιν.

ÇΕπεÈ γ�ρ å Α σÔνθετì̋ âστιν, Íπä
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Α

Β

Γ

∆ Ε

�ριθµοÜ τινο̋ µετρηθ σεται. µετρεÐσθω Íπä τοÜ ∆, καÈ åσ�κι̋ å ∆ τäν Α µετρεØ,
τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ε. âπεÈ οÞν å ∆ τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Ε
µον�δα̋, å Ε �ρα τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ å Α τäν Β
πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, å δà Α âστιν å âκ τÀν ∆, Ε, å �ρα âκ τÀν ∆, Ε
τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν. å Γ �ρα στερεì̋ âστιν, πλευραÈ δà αÎτοÜ
εÊσιν οÉ ∆, Ε, Β: íπερ êδει δεØcαι.

IX.8

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν, å µàν τρÐτο̋ �πä τ¨̋
µον�δο̋ τετρ�γωνο̋ êσται καÈ οÉ éνα διαλεÐποντε̋, å δà τèταρτο̋ κÔβο̋ καÈ οÉ δÔο δι-
αλεÐποντε̋ π�ντε̋, å δà éβδοµο̋ κÔβο̋ �µα καÈ τετρ�γωνο̋ καÈ οÉ πèντε διαλεÐποντε̋.

^Εστωσαν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ:
λèγω, íτι å µàν τρÐτο̋ �πä τ¨̋

Α

Β

Γ

∆

Ε

Φ

µον�δο̋ å Β τετρ�γωνì̋ âστι καÈ οÉ éνα διαλεÐποντε̋ π�ντε̋, å δà τèταρτο̋ å Γ
κÔβο̋ καÈ οÉ δÔο διαλεÐποντε̋ π�ντε̋, å δà éβδοµο̋ å Ζ κÔβο̋ �µα καÈ τετρ�γωνο̋
καÈ οÉ πèντε διαλεÐποντε̋ π�ντε̋.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β, Êσ�κι̋ �ρα � µον�̋
τäν Α �ριθµäν µετρεØ καÈ å Α τäν Β. � δà µον�̋ τäν Α �ριθµäν µετρεØ κατ� τ�̋ âν
αÎτÀú µον�δα̋: καÈ å Α �ρα τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋. å Α �ρα áαυτäν
πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν: τετρ�γωνο̋ �ρα âστÈν å Β. καÈ âπεÈ οÉ Β, Γ, ∆
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ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, å δà Β τετρ�γωνì̋ âστιν, καÈ å ∆ �ρα τετρ�γωνì̋ âστιν. δι� τ�
αÎτ� δ� καÈ å Ζ τετρ�γωνì̋ âστιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ οÉ éνα διαλεÐποντε̋
π�ντε̋ τετρ�γωνοÐ εÊσιν. λèγω δ , íτι καÈ å τèταρτο̋ �πä τ¨̋ µον�δο̋ å Γ κÔβο̋
âστÈ καÈ οÉ δÔο διαλεÐποντε̋ π�ντε̋. âπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å
Β πρä̋ τäν Γ, Êσ�κι̋ �ρα � µον�̋ τäν Α �ριθµäν µετρεØ καÈ å Β τäν Γ. � δà µον�̋
τäν Α �ριθµäν µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋: καÈ å Β �ρα τäν Γ µετρεØ κατ�
τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋: å Α �ρα τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν. âπεÈ οÞν
å Α áαυτäν µàν πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, τäν δà Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ
πεποÐηκεν, κÔβο̋ �ρα âστÈν å Γ. καÈ âπεÈ οÉ Γ, ∆, Ε, Ζ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, å δà Γ
κÔβο̋ âστÐν, καÈ å Ζ �ρα κÔβο̋ âστÐν. âδεÐχθη δà καÈ τετρ�γωνο̋: å �ρα éβδοµο̋
�πä τ¨̋ µον�δο̋ κÔβο̋ τè âστι καÈ τετρ�γωνο̋. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ οÉ πèντε
διαλεÐποντε̋ π�ντε̋ κÔβοι τè εÊσι καÈ τετρ�γωνοι: íπερ êδει δεØcαι.

IX.9

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν ác¨̋ κατ� τä συνεχà̋ �ριθµοÈ �ν�λογον Âσιν, å δà µετ�
τ�ν µον�δα τετρ�γωνο̋ ªù, καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ τετρ�γωνοι êσονται. καÈ â�ν å µετ�
τ�ν µον�δα κÔβο̋ ªù, καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ κÔβοι êσονται.

^Εστωσαν �πä µον�δο̋ ác¨̋ �ν�λογον åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, å
δà µετ� τ�ν µον�δα å Α τετρ�γωνο̋ êστω: λèγω, íτι καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ τετρ�γωνοι
êσονται.
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�Οτι µàν οÞν å τρÐτο̋ �πä τ¨̋ µον�δο̋ å Β τετρ�γωνì̋ âστι καÈ οÉ éνα διαλεÐποντε̋
π�ντε̋, δèδεικται: λèγω [δ ], íτι καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ τετρ�γωνοÐ εÊσιν. âπεÈ γ�ρ οÉ
Α, Β, Γ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, καÐ âστιν å Α τετρ�γωνο̋, καÈ å Γ [�ρα] τετρ�γωνì̋
âστιν. π�λιν, âπεÈ [καÈ] οÉ Β, Γ, ∆ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, καÐ âστιν å Β τετρ�γωνο̋, καÈ
å ∆ [�ρα] τετρ�γωνì̋ âστιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ τετρ�γωνοÐ
εÊσιν.

ÇΑλλ� δ� êστω å Α κÔβο̋: λèγω, íτι καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ κÔβοι εÊσÐν.
�Οτι µàν οÞν å τèταρτο̋ �πä τ¨̋ µον�δο̋ å Γ κÔβο̋ âστÈ καÈ οÉ δÔο διαλεÐποντε̋

π�ντε̋, δèδεικται: λèγω [δ ], íτι καÈ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ κÔβοι εÊσÐν. âπεÈ γ�ρ âστιν
±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å Α πρä̋ τäν Β, Êσ�κι̋ �ρα � µον�̋ τäν Α µετρεØ
καÈ å Α τäν Β. � δà µον�̋ τäν Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: καÈ å Α �ρα
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τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÍτÀú µον�δα̋: å Α �ρα áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Β
πεποÐηκεν. καÐ âστιν å Α κÔβο̋. â�ν δà κÔβο̋ �ριθµä̋ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù
τινα, å γενìµενο̋ κÔβο̋ âστÐν: καÈ å Β �ρα κÔβο̋ âστÐν. καÈ âπεÈ τèσσαρε̋ �ριθµοÈ
οÉ Α, Β, Γ, ∆ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, καÐ âστιν å Α κÔβο̋, καÈ å ∆ �ρα κÔβο̋ âστÐν.
δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Ε κÔβο̋ âστÐν, καÈ åµοÐω̋ οÉ λοιποÈ π�ντε̋ κÔβοι εÊσÐν: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.10

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ [ác¨̋] �ν�λογον Âσιν, å δà µετ� τ�ν µον�δα µ�
ªù τετρ�γωνο̋, οÎδ' �λλο̋ οÎδεÈ̋ τετρ�γωνο̋ êσται χωρÈ̋ τοÜ τρÐτου �πä τ¨̋ µον�δο̋
καÈ τÀν éνα διαλειπìντων π�ντων. καÈ â�ν å µετ� τ�ν µον�δα κÔβο̋ µ� ªù, οÎδà �λλο̋
οÎδεÈ̋ κÔβο̋ êσται χωρÈ̋ τοÜ τετ�ρτου �πä τ¨̋ µον�δο̋ καÈ τÀν δÔο διαλειπìντων
π�ντων.

^Εστωσαν �πä µον�δο̋ ác¨̋ �ν�λογον åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ, ∆, Ε,
Ζ, å δà µετ� τ�ν µον�δα å Α µ� êστω τετρ�γωνο̋: λèγω, íτι οÎδà �λλο̋ οÎδεÈ̋
τετρ�γωνο̋ êσται χωρÈ̋ τοÜ τρÐτου �πä τ¨̋ µον�δο̋ [καÈ τÀν éνα διαλειπìντων].
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω å Γ τετρ�γωνο̋. êστι δà καÈ å Β τετρ�γωνο̋: οÉ Β, Γ �ρα
πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχουσιν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. καÐ
âστιν ±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, å Α πρä̋ τäν Β: οÉ Α, Β �ρα πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχουσιν,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: ¹στε οÉ Α, Β íµοιοι âπÐπεδοÐ εÊσιν.
καÐ âστι τετρ�γωνο̋ å Β: τετρ�γωνο̋ �ρα âστÈ καÈ å Α: íπερ οÎχ Íπèκειτο. οÎκ �ρα
å Γ τετρ�γωνì̋ âστιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλο̋ οÎδεÈ̋ τετρ�γωνì̋ âστι
χωρÈ̋ τοÜ τρÐτου �πä τ¨̋ µον�δο̋ καÈ τÀν éνα διαλειπìντων.

ÇΑλλ� δ� µ� êστω å Α κÔβο̋. λèγω, íτι οÎδ' �λλο̋ οÎδεÈ̋ κÔβο̋ êσται χωρÈ̋ τοÜ
τετ�ρτου �πä τ¨̋ µον�δο̋ καÈ τÀν δÔο διαλειπìντων.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω å ∆ κÔβο̋. êστι δà καÈ å Γ κÔβο̋: τèταρτο̋ γ�ρ âστιν �πä
τ¨̋ µον�δο̋. καÐ âστιν ±̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, å Β πρä̋ τäν Γ: καÈ å Β �ρα πρä̋ τäν
Γ λìγον êχει, çν κÔβο̋ πρä̋ κÔβον. καÐ âστιν å Γ κÔβο̋: καÈ å Β �ρα κÔβο̋ âστÐν.
καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Α, å Α πρä̋ τäν Β, � δà µον�̋ τäν Α µετρεØ
κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋, καÈ å Α �ρα τäν Β µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÍτÀú µον�δα̋:
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å Α �ρα áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ κÔβον τäν Β πεποÐηκεν. â�ν δà �ριθµä̋ áαυτäν
πολλαπλασι�σα̋ κÔβον ποι¨ù, καÈ αÎτä̋ κÔβο̋ êσται. κÔβο̋ �ρα καÈ å Α: íπερ οÎχ
Íπìκειται. οÎκ �ρα å ∆ κÔβο̋ âστÐν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδ' �λλο̋ οÎδεÈ̋
κÔβο̋ âστÈ χωρÈ̋ τοÜ τετ�ρτου �πä τ¨̋ µον�δο̋ καÈ τÀν δÔο διαλειπìντων: íπερ êδει
δεØcαι.

IX.11

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν, å âλ�ττων τäν µεÐζονα
µετρεØ κατ� τινα τÀν Íπαρχìντων âν τοØ̋ �ν�λογον �ριθµοØ̋.

^Εστωσαν �πä µον�δο̋ τ¨̋ Α åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Β, Γ, ∆, Ε:
λèγω, íτι τÀν Β, Γ, ∆, Ε å âλ�χιστο̋ å Β τäν Ε µετρεØ κατ� τινα τÀν Γ, ∆.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � Α µον�̋

Α
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Ε

πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, Êσ�κι̋ �ρα � Α µον�̋ τäν Β �ριθµäν µετρεØ
καÈ å ∆ τäν Ε: âναλλ�c �ρα Êσ�κι̋ � Α µον�̋ τäν ∆ µετρεØ καÈ å Β τäν Ε. � δà Α
µον�̋ τäν ∆ µετρεØ κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋: καÈ å Β �ρα τäν Ε µετρεØ κατ� τ�̋
âν τÀú ∆ µον�δα̋: ¹στε å âλ�σσων å Β τäν µεÐζονα τäν Ε µετρεØ κατ� τινα �ριθµäν
τÀν Íπαρχìντων âν τοØ̋ �ν�λογον �ριθµοØ̋.

Πìρισµα

ΚαÈ φανερìν, íτι �ν êχει τ�cιν å µετρÀν �πä µον�δο̋, τ�ν αÎτ�ν êχει καÈ å καθ'
çν µετρεØ �πä τοÜ µετρουµèνου âπÈ τä πρä αÎτοÜ. ̥íπερ êδει δεØcαι.

IX.12

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν, Íφ' íσων �ν å êσχατο̋
πρ¸των �ριθµÀν µετρ¨ται, Íπä τÀν αÎτÀν καÈ å παρ� τ�ν µον�δα µετρηθ σεται.

^Εστωσαν �πä µον�δο̋ åποσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆: λèγω,
íτι Íφ' íσων �ν å ∆ πρ¸των �ριθµÀν µετρ¨ται, Íπä τÀν αÎτÀν καÈ å Α µετρηθ σεται.
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ΜετρεÐσθω γ�ρ å ∆ Íπì τινο̋ πρ¸του �ριθµοÜ τοÜ Ε: λèγω, íτι å Ε τäν Α µετρεØ.
µ� γ�ρ: καÐ âστιν å Ε πρÀτο̋, �πα̋ δà πρÀτο̋ �ριθµä̋ πρä̋ �παντα, çν µ� µετρεØ,
πρÀτì̋ âστιν: οÉ Ε, Α �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ å Ε τäν ∆ µετρεØ,
µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Ζ: å Ε �ρα τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν. π�λιν,
âπεÈ å Α τäν ∆ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Γ µον�δα̋, å Α �ρα τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν
∆ πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Ε τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν: å �ρα âκ
τÀν Α, Γ Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν Ε, Ζ. êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Ε, å Ζ πρä̋ τäν Γ. οÉ
δà Α, Ε πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν
λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον:
µετρεØ �ρα å Ε τäν Γ. µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Η: å Ε �ρα τäν Η πολλαπλασι�σα̋
τäν Γ πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν δι� τä πρä τοÔτου καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ
πεποÐηκεν. å �ρα âκ τÀν Α, Β Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν Ε, Η. êστιν �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν
Ε, å Η πρä̋ τäν Β. οÉ δà Α, Ε πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι
�ριθµοÈ µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ αÎτοØ̋ Êσ�κι̋ í τε �γοÔµενο̋ τäν
�γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον: µετρεØ �ρα å Ε τäν Β. µετρεÐτω αÎτäν
κατ� τäν Θ: å Ε �ρα τäν Θ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Α
áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν: å �ρα âκ τÀν Ε, Θ Òσο̋ âστÈ τÀú �πä τοÜ
Α. êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν Α, å Α πρä̋ τäν Θ. οÉ δà Α, Ε πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι
καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε
�γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον: µετρεØ �ρα å Ε τäν Α ±̋
�γοÔµενο̋ �γοÔµενον. �λλ� µ�ν καÈ οÎ µετρεØ: íπερ �δÔνατον. οÎκ �ρα οÉ Ε, Α
πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. σÔνθετοι �ρα. οÉ δà σÔνθετοι Íπä [πρ¸του] �ριθµοÜ
τινο̋ µετροÜνται. καÈ âπεÈ å Ε πρÀτο̋ Íπìκειται, å δà πρÀτο̋ Íπä áτèρου �ριθµοÜ
οÎ µετρεØται £ Íφ' áαυτοÜ, å Ε �ρα τοÌ̋ Α, Ε µετρεØ: ¹στε å Ε τäν Α µετρεØ. µετρεØ
δà καÈ τäν ∆: å Ε �ρα τοÌ̋ Α, ∆ µετρεØ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι Íφ' íσων �ν å ∆
πρ¸των �ριθµÀν µετρ¨ται, Íπä τÀν αÎτÀν καÈ å Α µετρηθ σεται: íπερ êδει δεØcαι.

IX.13

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν, å δà µετ� τ�ν µον�δα
πρÀτο̋ ªù, å µèγιστο̋ Íπ' οÎδενä̋ [�λλου] µετρηθ σεται παρàc τÀν Íπαρχìντων âν
τοØ̋ �ν�λογον �ριθµοØ̋.
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^Εστωσαν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, å δà µετ�
τ�ν µον�δα å Α πρÀτο̋ êστω: λèγω, íτι å µèγιστο̋ αÎτÀν å ∆ Íπ' οÎδενä̋ �λλου
µετρηθ σεται παρàc τÀν Α, Β, Γ.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, µετρεÐσθω Íπä τοÜ Ε, καÈ å Ε µηδενÈ τÀν Α, Β, Γ êστω å αÎτì̋.
φανερäν δ , íτι å Ε πρÀτο̋ οÖκ âστιν. εÊ γ�ρ å Ε πρÀτì̋ âστι καÈ µετρεØ τäν ∆, καÈ
τäν Α µετρ σει πρÀτον îντα µ� »ν αÎτÀú å αÎτì̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα å
Ε πρÀτì̋ âστιν. σÔνθετο̋ �ρα. π�̋ δà σÔνθετο̋ �ριθµä̋ Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ
µετρεØται: å Ε �ρα Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται. λèγω δ , íτι Íπ' οÎδενä̋
�λλου πρ¸του µετρηθ σεται πλ�ν τοÜ Α. εÊ γ�ρ Íφ' áτèρου µετρεØται å Ε, å δà Ε τäν
∆ µετρεØ, κ�κεØνο̋ �ρα τäν ∆ µετρ σει: ¹στε καÈ τäν Α µετρ σει πρÀτον îντα µ�
»ν αÎτÀú å αÎτì̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. å Α �ρα τäν Ε µετρεØ. καÈ âπεÈ å Ε τäν ∆
µετρεØ, µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Ζ. λèγω, íτι å Ζ οÎδενÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å αÎτì̋.
εÊ γ�ρ å Ζ áνÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å αÎτä̋ καÈ µετρεØ τäν ∆ κατ� τäν Ε, καÈ εÙ̋ �ρα
τÀν Α, Β, Γ τäν ∆ µετρεØ κατ� τäν Ε. �λλ� εÙ̋ τÀν Α, Β, Γ τäν ∆ µετρεØ κατ�
τινα τÀν Α, Β, Γ: καÈ å Ε �ρα áνÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å αÎτì̋: íπερ οÎχ Íπìκειται.
οÎκ �ρα å Ζ áνÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å αÎτì̋. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι µετρεØται å Ζ
Íπä τοÜ Α, δεικνÔντε̋ π�λιν, íτι å Ζ οÖκ âστι πρÀτο̋. εÊ γ�ρ, καÈ µετρεØ τäν ∆,
καÈ τäν Α µετρ σει πρÀτον îντα µ� »ν αÎτÀú å αÎτì̋: íπερ âστÈν �δÔνατον: οÎκ
�ρα πρÀτì̋ âστιν å Ζ: σÔνθετο̋ �ρα. �πα̋ δà σÔνθετο̋ �ριθµä̋ Íπä πρ¸του τινä̋
�ριθµοÜ µετρεØται: å Ζ �ρα Íπä πρ¸του τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται. λèγω δ , íτι Íφ'
áτèρου πρ¸του οÎ µετρηθ σεται πλ�ν τοÜ Α. εÊ γ�ρ éτερì̋ τι̋ πρÀτο̋ τäν Ζ µετρεØ,
å δà Ζ τäν ∆ µετρεØ, κ�κεØνο̋ �ρα τäν ∆ µετρ σει: ¹στε καÈ τäν Α µετρ σει πρÀτον
îντα µ� »ν αÎτÀú å αÎτì̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. å Α �ρα τäν Ζ µετρεØ. καÈ âπεÈ å
Ε τäν ∆ µετρεØ κατ� τäν Ζ, å Ε �ρα τäν Ζ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν. �λλ�
µ�ν καÈ å Α τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν: å �ρα âκ τÀν Α, Γ Òσο̋ âστÈ
τÀú âκ τÀν Ε, Ζ. �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Γ. å δà
Α τäν Ε µετρεØ: καÈ å Ζ �ρα τäν Γ µετρεØ. µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Η. åµοÐω̋ δ�
δεÐcοµεν, íτι å Η οÎδενÈ τÀν Α, Β âστιν å αÎτì̋, καÈ íτι µετρεØται Íπä τοÜ Α. καÈ
âπεÈ å Ζ τäν Γ µετρεØ κατ� τäν Η, å Ζ �ρα τäν Η πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν.
�λλ� µ�ν καÈ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν: å �ρα âκ τÀν Α, Β Òσο̋
âστÈ τÀú âκ τÀν Ζ, Η. �ν�λογον �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Ζ, å Η πρä̋ τäν Β. µετρεØ δà å
Α τäν Ζ: µετρεØ �ρα καÈ å Η τäν Β. µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Θ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν,
íτι å Θ τÀú Α οÎκ êστιν å αÎτì̋. καÈ âπεÈ å Η τäν Β µετρεØ κατ� τäν Θ, å Η �ρα τäν
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Θ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Α áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν
Β πεποÐηκεν: å �ρα Íπä Θ, Η Òσο̋ âστÈ τÀú �πä τοÜ Α τετραγ¸νωú. êστιν �ρα ±̋ å Θ
πρä̋ τäν Α, å Α πρä̋ τäν Η. µετρεØ δà å Α τäν Η: µετρεØ �ρα καÈ å Θ τäν Α πρÀτον
îντα µ� »ν αÎτÀú å αÎτì̋: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα å µèγιστο̋ å ∆ Íπä áτèρου �ριθµοÜ
µετρηθ σεται παρàc τÀν Α, Β, Γ: íπερ êδει δεØcαι.

IX.14

ÇΕ�ν âλ�χιστο̋ �ριθµä̋ Íπä πρ¸των �ριθµÀν µετρ¨ται, Íπ' οÎδενä̋ �λλου πρ¸του
�ριθµοÜ µετρηθ σεται παρàc τÀν âc �ρχ¨̋ µετροÔντων.

ÇΕλ�χιστο̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α Íπä πρ¸των �ριθµÀν τÀν Β, Γ, ∆ µετρεÐσθω: λèγω,
íτι å Α Íπ' οÎδενä̋ �λλου πρ¸του �ριθµοÜ µετρηθ σεται παρàc τÀν Β, Γ, ∆.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, µετρεÐσθω Íπä πρ¸του τοÜ Ε, καÈ å Ε µηδενÈ τÀν Β, Γ, ∆ êστω
å αÎτì̋. καÈ âπεÈ å Ε τäν Α µετρεØ, µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Ζ: å Ε �ρα τäν Ζ
πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν.

Α Β

Γ

∆

Ε

Ζ

καÈ µετρεØται å Α Íπä πρ¸των �ριθµÀν τÀν Β, Γ, ∆. â�ν δà δÔο �ριθµοÈ πολ-
λαπλασι�σαντε̋ �λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα, τäν δà γενìµενον âc αÎτÀν µετρ¨ù τι̋ πρÀτο̋
�ριθµì̋, καÈ éνα τÀν âc �ρχ¨̋ µετρ σει: οÉ Β, Γ, ∆ �ρα éνα τÀν Ε, Ζ µετρ σουσιν.
τäν µàν οÞν Ε οÎ µετρ σουσιν: å γ�ρ Ε πρÀτì̋ âστι καÈ οÎδενÈ τÀν Β, Γ, ∆ å αÎτì̋.
τäν Ζ �ρα µετροÜσιν âλ�σσονα îντα τοÜ Α: íπερ �δÔνατον. å γ�ρ Α Íπìκειται
âλ�χιστο̋ Íπä τÀν Β, Γ, ∆ µετροÔµενο̋. οÎκ �ρα τäν Α µετρ σει πρÀτο̋ �ριθµä̋
παρàc τÀν Β, Γ, ∆: íπερ êδει δεØcαι.

IX.15

ÇΕ�ν τρεØ̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον Âσιν âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων αÎτοØ̋,
δÔο åποιοιοÜν συντεθèντε̋ πρä̋ τäν λοιπäν πρÀτοÐ εÊσιν.

^Εστωσαν τρεØ̋ �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον âλ�χιστοι τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων
αÎτοØ̋ οÉ Α, Β, Γ: λèγω, íτι τÀν Α, Β, Γ δÔο åποιοιοÜν συντεθèντε̋ πρä̋ τäν λοιπäν
πρÀτοÐ εÊσιν, οÉ µàν Α, Β πρä̋ τäν Γ, οÉ δà Β, Γ πρä̋ τäν Α καÈ êτι οÉ Α, Γ πρä̋ τäν
Β.

ΕÊλ φθωσαν γ�ρ âλ�χιστοι �ριθµοÈ τÀν τäν αÎτäν λìγον âχìντων τοØ̋ Α, Β, Γ δÔο
οÉ ∆Ε, ΕΖ. φανερäν δ , íτι å µàν ∆Ε áαυτäν πολλαπλασι�σα̋ τäν Α πεποÐηκεν,
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b b b

Α Β

Γ

∆ Ε Ζ

τäν δà ΕΖ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν, καÈ êτι å ΕΖ áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Γ πεποÐηκεν. καÈ âπεÈ οÉ ∆Ε, ΕΖ âλ�χιστοÐ εÊσιν, πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.
â�ν δà δÔο �ριθµοÐ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, καÈ συναµφìτερο̋ πρä̋ áκ�τερον
πρÀτì̋ âστιν: καÈ å ∆Ζ �ρα πρä̋ áκ�τερον τÀν ∆Ε, ΕΖ πρÀτì̋ âστιν. �λλ� µ�ν
καÈ å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ πρÀτì̋ âστιν: οÉ ∆Ζ, ∆Ε �ρα πρä̋ τäν ΕΖ πρÀτοÐ εÊσιν. â�ν
δà δÔο �ριθµοÈ πρì̋ τινα �ριθµäν πρÀτοι Âσιν, καÈ å âc αÎτÀν γενìµενο̋ πρä̋ τäν
λοιπäν πρÀτì̋ âστιν: ¹στε å âκ τÀν Ζ∆, ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ πρÀτì̋ âστιν: ¹στε καÈ
å âκ τÀν Ζ∆, ∆Ε πρä̋ τäν �πä τοÜ ΕΖ πρÀτì̋ âστιν. [â�ν γ�ρ δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, å âκ τοÜ áνä̋ αÎτÀν γενìµενο̋ πρä̋ τäν λοιπäν πρÀτì̋ âστιν].
�λλ' å âκ τÀν Ζ∆, ∆Ε å �πä τοÜ ∆Ε âστι µετ� τοÜ âκ τÀν ∆Ε, ΕΖ: å �ρα �πä
τοÜ ∆Ε µετ� τοÜ âκ τÀν ∆Ε, ΕΖ πρä̋ τäν �πä τοÜ ΕΖ πρÀτì̋ âστιν. καÐ âστιν å
µàν �πä τοÜ ∆Ε å Α, å δà âκ τÀν ∆Ε, ΕΖ å Β, å δà �πä τοÜ ΕΖ å Γ: οÉ Α, Β �ρα
συντεθèντε̋ πρä̋ τäν Γ πρÀτοÐ εÊσιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ οÉ Β, Γ πρä̋ τäν
Α πρÀτοÐ εÊσιν. λèγω δ , íτι καÈ οÉ Α, Γ πρä̋ τäν Β πρÀτοÐ εÊσιν. âπεÈ γ�ρ å ∆Ζ
πρä̋ áκ�τερον τÀν ∆Ε, ΕΖ πρÀτì̋ âστιν, καÈ å �πä τοÜ ∆Ζ πρä̋ τäν âκ τÀν ∆Ε,
ΕΖ πρÀτì̋ âστιν. �λλ� τÀú �πä τοÜ ∆Ζ Òσοι εÊσÈν οÉ �πä τÀν ∆Ε, ΕΖ µετ� τοÜ δÈ̋
âκ τÀν ∆Ε, ΕΖ: καÈ οÉ �πä τÀν ∆Ε, ΕΖ �ρα µετ� τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ∆Ε, ΕΖ πρä̋ τäν
Íπä τÀν ∆Ε, ΕΖ πρÀτοÐ [εÊσι]. διελìντι οÉ �πä τÀν ∆Ε, ΕΖ µετ� τοÜ �παc Íπä ∆Ε,
ΕΖ πρä̋ τäν Íπä ∆Ε, ΕΖ πρÀτοÐ εÊσιν. êτι διελìντι οÉ �πä τÀν ∆Ε, ΕΖ �ρα πρä̋ τäν
Íπä ∆Ε, ΕΖ πρÀτοÐ εÊσιν. καÐ âστιν å µàν �πä τοÜ ∆Ε å Α, å δà Íπä τÀν ∆Ε, ΕΖ å
Β, å δà �πä τοÜ ΕΖ å Γ. οÉ Α, Γ �ρα συντεθèντε̋ πρä̋ τäν Β πρÀτοÐ εÊσιν: íπερ êδει
δεØcαι.

IX.16

ÇΕ�ν δÔο �ριθµοÈ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ Âσιν, οÎκ êσται ±̋ å πρÀτο̋ πρä̋ τäν
δεÔτερον, οÕτω̋ å δεÔτερο̋ πρä̋ �λλον τιν�.

∆Ôο γ�ρ �ριθµοÈ οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êστωσαν: λèγω, íτι οÎκ êστιν ±̋
å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Β πρä̋ �λλον τιν�.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, å Β πρä̋ τäν Γ. οÉ δà Α, Β πρÀτοι, οÉ
δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ
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Α

Β

Γ

δà âλ�χιστοι �ριθµοÈ µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε �γοÔµενο̋
τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον: µετρεØ �ρα å Α τäν Β ±̋ �γοÔµενο̋
�γοÔµενον. µετρεØ δà καÈ áαυτìν: å Α �ρα τοÌ̋ Α, Β µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋
�λλ λου̋: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα êσται ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å Β πρä̋ τäν Γ:
íπερ êδει δεØcαι.

IX.17

ÇΕ�ν Âσιν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, οÉ δà �κροι αÎτÀν πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ Âσιν, οÎκ êσται ±̋ å πρÀτο̋ πρä̋ τäν δεÔτερον, οÕτω̋ å êσχατο̋ πρä̋
�λλον τιν�.

^Εστωσαν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, Β, Γ, ∆, οÉ δà �κροι αÎτÀν
οÉ Α, ∆ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ êστωσαν: λèγω, íτι οÎκ êστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β,
οÕτω̋ å ∆ πρä̋ �λλον τιν�.

Α

Β

Γ

∆

Ε

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε: âναλλ�c �ρα
âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν ∆, å Β πρä̋ τäν Ε. οÉ δà Α, ∆ πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ
âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι �ριθµοÈ µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í
τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν áπìµενον. µετρεØ �ρα å Α τäν Β.
καÐ âστιν ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, å Β πρä̋ τäν Γ. καÈ å Β �ρα τäν Γ µετρεØ: ¹στε καÈ å
Α τäν Γ µετρεØ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, å Γ πρä̋ τäν ∆, µετρεØ δà å Β τäν
Γ, µετρεØ �ρα καÈ å Γ τäν ∆. �λλ' å Α τäν Γ âµèτρει: ¹στε å Α καÈ τäν ∆ µετρεØ.
µετρεØ δà καÈ áαυτìν. å Α �ρα τοÌ̋ Α, ∆ µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋ �λλ λου̋: íπερ
âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα êσται ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ �λλον τιν�: íπερ
êδει δεØcαι.
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IX.18

∆Ôο �ριθµÀν δοθèντων âπισκèψασθαι, εÊ δυνατìν âστιν αÎτοØ̋ τρÐτον �ν�λογον προσευρεØν.
^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ δÔο �ριθµοÈ οÉ Α, Β, καÈ δèον êστω âπισκèψασθαι, εÊ δυνατìν

âστιν αÎτοØ̋ τρÐτον �ν�λογον προσευρεØν.

Α

Β

Γ

∆

ΟÉ δ� Α, Β ¢τοι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν £ οÖ. καÈ εÊ πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋
εÊσÐν, δèδεικται, íτι �δÔνατìν âστιν αÎτοØ̋ τρÐτον �ν�λογον προσευρεØν.

ÇΑλλ� δ� µ� êστωσαν οÉ Α, Β πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, καÈ å Β áαυτäν πολλαπλασι�σα̋
τäν Γ ποιεÐτω: å Α δ� τäν Γ ¢τοι µετρεØ £ οÎ µετρεØ. µετρεÐτω πρìτερον κατ� τäν
∆: å Α �ρα τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Β áαυτäν πολ-
λαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν: å �ρα âκ τÀν Α, ∆ Òσο̋ âστÈ τÀú �πä τοÜ Β. êστιν
�ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, å Β πρä̋ τäν ∆: τοØ̋ Α, Β �ρα τρÐτο̋ �ριθµä̋ �ν�λογον
προσηÔρηται å ∆.

ÇΑλλ� δ� µ� µετρεÐτω å Α τäν Γ: λèγω, íτι τοØ̋ Α, Β �δÔνατìν âστι τρÐτον �ν�λογον
προσευρεØν �ριθµìν. εÊ γ�ρ δυνατìν, προσηυρ σθω å ∆. å �ρα âκ τÀν Α, ∆ Òσο̋ âστÈ
τÀú �πä τοÜ Β. å δà �πä τοÜ Β âστιν å Γ: å �ρα âκ τÀν Α, ∆ Òσο̋ âστÈ τÀú Γ. ¹στε å
Α τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν: å Α �ρα τäν Γ µετρεØ κατ� τäν ∆. �λλ�
µ�ν Íπìκειται καÈ µ� µετρÀν: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα δυνατìν âστι τοØ̋ Α, Β τρÐτον
�ν�λογον προσευρεØν �ριθµìν, íταν å Α τäν Γ µ� µετρ¨ù: íπερ êδει δεØcαι.

IX.19

ΤριÀν �ριθµÀν δοθèντων âπισκèψασθαι, πìτε δυνατìν âστιν αÎτοØ̋ τèταρτον �ν�λογον
προσευρεØν.

^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ τρεØ̋ �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ, καÈ δèον êστω âπισκèψασθαι, πìτε
δυνατìν âστιν αÎτοØ̋ τèταρτον �ν�λογον προσευρεØν.

^Ητοι οÞν οÖκ εÊσιν ác¨̋ �ν�λογον, καÈ οÉ �κροι αÎτÀν πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋
εÊσÐν, £ ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον, καÈ οÉ �κροι αÎτÀν οÖκ εÊσι πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋, £
οÖτε ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον, οÖτε οÉ �κροι αÎτÀν πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν, £ καÈ
ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον, καÈ οÉ �κροι αÎτÀν πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν.

ΕÊ µàν οÞν οÉ Α, Β, Γ ác¨̋ εÊσιν �ν�λογον, καÈ οÉ �κροι αÎτÀν οÉ Α, Γ πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋ εÊσÐν, δèδεικται, íτι �δÔνατìν âστιν αÎτοØ̋ τèταρτον �ν�λογον προσευρεØν
�ριθµìν. µ� êστωσαν δ� οÉ Α, Β, Γ ác¨̋ �ν�λογον τÀν �κρων π�λιν îντων πρ¸των
πρä̋ �λλ λου̋. λèγω, íτι καÈ οÕτω̋ �δÔνατìν âστιν αÎτοØ̋ τèταρτον �ν�λογον
προσευρεØν. εÊ γ�ρ δυνατìν, προσευρ σθω å ∆, ¹στε εÚναι ±̋ τäν Α πρä̋ τäν Β,
τäν Γ πρä̋ τäν ∆, καÈ γεγονèτω ±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, å ∆ πρä̋ τäν Ε. καÈ âπεÐ âστιν
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±̋ µàν å Α πρä̋ τäν Β, å Γ πρä̋ τäν ∆, ±̋ δà å Β πρä̋ τäν Γ, å ∆ πρä̋ τäν Ε, δÐ
Òσου �ρα ±̋ å Α πρä̋ τäν Γ, å Γ

Α

Β

Γ

πρä̋ τäν Ε. οÉ δà Α, Γ πρÀτοι, οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι µετροÜσι
τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å áπìµενο̋ τäν
áπìµενον. µετρεØ �ρα å Α τäν Γ ±̋ �γοÔµενο̋ �γοÔµενον. µετρεØ δà καÈ áαυτìν: å
Α �ρα τοÌ̋ Α, Γ µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋ �λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ
�ρα τοØ̋ Α, Β, Γ δυνατìν âστι τèταρτον �ν�λογον προσευρεØν.

ÇΑλλ� δ� π�λιν êστωσαν οÉ Α, Β, Γ ác¨̋ �ν�λογον, οÉ δà Α, Γ µ� êστωσαν πρÀτοι
πρä̋ �λλ λου̋. λèγω, íτι δυνατìν âστιν αÎτοØ̋ τèταρτον �ν�λογον προσευρεØν. å
γ�ρ Β τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω: å Α �ρα τäν ∆ ¢τοι µετρεØ £ οÎ
µετρεØ. µετρεÐτω αÎτäν πρìτερον κατ� τäν Ε: å Α �ρα τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆
πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Β τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν: å �ρα âκ τÀν
Α, Ε Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν Β, Γ. �ν�λογον �ρα [âστÈν] ±̋ å Α πρä̋ τäν Β, å Γ πρä̋
τäν Ε: τοØ̋ Α, Β, Γ �ρα τèταρτο̋ �ν�λογον προσηÔρηται å Ε.

ÇΑλλ� δ� µ� µετρεÐτω å Α τäν ∆: λèγω, íτι �δÔνατìν âστι τοØ̋ Α, Β, Γ τèταρτον
�ν�λογον προσευρεØν �ριθµìν. εÊ γ�ρ δυνατìν, προσευρ σθω å Ε: å �ρα âκ τÀν Α, Ε
Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν Β, Γ. �λλ� å âκ τÀν Β, Γ âστιν å ∆: καÈ å âκ τÀν Α, Ε �ρα Òσο̋
âστÈ τÀú ∆. å Α �ρα τäν Ε πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ πεποÐηκεν: å Α �ρα τäν ∆ µετρεØ
κατ� τäν Ε: ¹στε µετρεØ å Α τäν ∆. �λλ� καÈ οÎ µετρεØ: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα
δυνατìν âστι τοØ̋ Α, Β, Γ τèταρτον �ν�λογον προσευρεØν �ριθµìν, íταν å Α τäν ∆
µ� µετρ¨ù. �λλ� δ� οÉ Α, Β, Γ µ τε ác¨̋ êστωσαν �ν�λογον µ τε οÉ �κροι πρÀτοι πρä̋
�λλ λου̋. καÈ å Β τäν Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν ∆ ποιεÐτω. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι
εÊ µàν µετρεØ å Α τäν ∆, δυνατìν âστιν αÎτοØ̋ �ν�λογον προσευρεØν, εÊ δà οÎ µετρεØ,
�δÔνατον: íπερ êδει δεØcαι.

IX.20

ΟÉ πρÀτοι �ριθµοÈ πλεÐου̋ εÊσÈ παντä̋ τοÜ προτεθèντο̋ πλ θου̋ πρ¸των �ριθµÀν.

^Εστωσαν οÉ προτεθèντε̋ πρÀτοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ: λèγω, íτι τÀν Α, Β, Γ πλεÐου̋
εÊσÈ πρÀτοι �ριθµοÐ.
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bb b

Α

Β

Γ

∆Ε Ζ

ΕÊλ φθω γ�ρ å Íπä τÀν Α, Β, Γ âλ�χιστο̋ µετροÔµενο̋ καÈ êστω å ∆Ε, καÈ
προσκεÐσθω τÀú ∆Ε µον�̋ � ∆Ζ. å δ� ΕΖ ¢τοι πρÀτì̋ âστιν £ οÖ. êστω πρìτερον
πρÀτο̋: εÍρηµèνοι �ρα εÊσÈ πρÀτοι �ριθµοÈ οÉ Α, Β, Γ, ΕΖ πλεÐου̋ τÀν Α, Β, Γ.

ÇΑλλ� δ� µ� êστω å ΕΖ πρÀτο̋: Íπä πρ¸του �ρα τινä̋ �ριθµοÜ µετρεØται. µετρεÐσθω
Íπä πρ¸του τοÜ Η: λèγω, íτι å Η οÎδενÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å αÎτì̋. εÊ γ�ρ δυνατìν,
êστω. οÉ δà Α, Β, Γ τäν ∆Ε µετροÜσιν: καÈ å Η �ρα τäν ∆Ε µετρ σει. µετρεØ δà
καÈ τäν ΕΖ: καÈ λοιπ�ν τ�ν ∆Ζ µον�δα µετρ σει å Η �ριθµä̋ ºν: íπερ �τοπον. οÎκ
�ρα å Η áνÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å αÎτì̋. καÈ Íπìκειται πρÀτο̋. εÍρηµèνοι �ρα εÊσÈ
πρÀτοι �ριθµοÈ πλεÐου̋ τοÜ προτεθèντο̋ πλ θου̋ τÀν Α, Β, Γ οÉ Α, Β, Γ, Η: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.21

ÇΕ�ν �ρτιοι �ριθµοÈ åποσοιοÜν συντεθÀσιν, å íλο̋ �ρτιì̋ âστιν.
ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ �ρτιοι �ριθµοÈ åποσοιοÜν οÉ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε: λèγω, íτι íλο̋

å ΑΕ �ρτιì̋ âστιν.

b b b b b
Α Β Γ ∆ Ε

ÇΕπεÈ γ�ρ éκαστο̋ τÀν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε �ρτιì̋ âστιν, êχει µèρο̋ ¡µισυ: ¹στε καÈ
íλο̋ å ΑΕ êχει µèρο̋ ¡µισυ. �ρτιο̋ δà �ριθµì̋ âστιν å δÐχα διαιροÔµενο̋: �ρτιο̋
�ρα âστÈν å ΑΕ: íπερ êδει δεØcαι.

IX.22

ÇΕ�ν περισσοÈ �ριθµοÈ åποσοιοÜν συντεθÀσιν, τä δà πλ¨θο̋ αÎτÀν �ρτιον ªù, å íλο̋
�ρτιο̋ êσται.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ περισσοÈ �ριθµοÈ åσοιδηποτοÜν �ρτιοι τä πλ¨θο̋ οÉ ΑΒ, ΒΓ,
Γ∆, ∆Ε: λèγω, íτι íλο̋ å ΑΕ �ρτιì̋ âστιν.

b b b b b
Α Β Γ ∆ Ε
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ÇΕπεÈ γ�ρ éκαστο̋ τÀν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε περιττì̋ âστιν, �φαιρεθεÐση̋ µον�δο̋ �φ'
áκ�στου éκαστο̋ τÀν λοιπÀν �ρτιο̋ êσται: ¹στε καÈ å συγκεÐµενο̋ âc αÎτÀν �ρτιο̋
êσται. êστι δà καÈ τä πλ¨θο̋ τÀν µον�δων �ρτιον. καÈ íλο̋ �ρα å ΑΕ �ρτιì̋ âστιν:
íπερ êδει δεØcαι.

IX.23

ÇΕ�ν περισσοÈ �ριθµοÈ åποσοιοÜν συντεθÀσιν, τä δà πλ¨θο̋ αÎτÀν περισσäν ªù, καÈ å
íλο̋ περισσä̋ êσται.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ åποσοιοÜν περισσοÈ �ριθµοÐ, Áν τä πλ¨θο̋ περισσäν êστω, οÉ
ΑΒ, ΒΓ, Γ∆: λèγω, íτι καÈ íλο̋ å Α∆ περισσì̋ âστιν.

b b b bb
Α Β Γ ∆Ε

ÇΑφηùρ σθω �πä τοÜ Γ∆ µον�̋ � ∆Ε: λοιπä̋ �ρα å ΓΕ �ρτιì̋ âστιν. êστι δà καÈ
å ΓΑ �ρτιο̋: καÈ íλο̋ �ρα å ΑΕ �ρτιì̋ âστιν. καÐ âστι µον�̋ � ∆Ε. περισσä̋ �ρα
âστÈν å Α∆: íπερ êδει δεØcαι.

IX.24

ÇΕ�ν �πä �ρτÐου �ριθµοÜ �ρτιο̋ �φαιρεθ¨ù, å λοιπä̋ �ρτιο̋ êσται.
ÇΑπä γ�ρ �ρτÐου τοÜ ΑΒ �ρτιο̋ �φηùρ σθω å ΒΓ: λèγω, íτι å λοιπä̋ å ΓΑ �ρτιì̋

âστιν.

b bb
Α ΒΓ

ÇΕπεÈ γ�ρ å ΑΒ �ρτιì̋ âστιν, êχει µèρο̋ ¡µισυ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å ΒΓ êχει
µèρο̋ ¡µισυ: ¹στε καÈ λοιπä̋ [å ΓΑ êχει µèρο̋ ¡µισυ] �ρτιο̋ [�ρα] âστÈν å ΑΓ: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.25

ÇΕ�ν �πä �ρτÐου �ριθµοÜ περισσä̋ �φαιρεθ¨ù, å λοιπä̋ περισσä̋ êσται.
ÇΑπä γ�ρ �ρτÐου τοÜ ΑΒ περισσä̋ �φηùρ σθω å ΒΓ: λèγω, íτι å λοιπä̋ å ΓΑ

περισσì̋ âστιν.

b bb b
Α ΒΓ∆

ÇΑφηùρ σθω γ�ρ �πä τοÜ ΒΓ µον�̋ � Γ∆: å ∆Β �ρα �ρτιì̋ âστιν. êστι δà καÈ å ΑΒ
�ρτιο̋: καÈ λοιπä̋ �ρα å Α∆ �ρτιì̋ âστιν. καÐ âστι µον�̋ � Γ∆: å ΓΑ �ρα περισσì̋
âστιν: íπερ êδει δεØcαι.
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IX.26

ÇΕ�ν �πä περισσοÜ �ριθµοÜ περισσä̋ �φαιρεθ¨ù, å λοιπä̋ �ρτιο̋ êσται.
ÇΑπä γ�ρ περισσοÜ τοÜ ΑΒ περισσä̋ �φηùρ σθω å ΒΓ: λèγω, íτι å λοιπä̋ å ΓΑ

�ρτιì̋ âστιν.

b bb b
Α ΒΓ ∆

ÇΕπεÈ γ�ρ å ΑΒ περισσì̋ âστιν, �φηùρ σθω µον�̋ � Β∆: λοιπä̋ �ρα å Α∆ �ρτιì̋
âστιν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ å Γ∆ �ρτιì̋ âστιν: ¹στε καÈ λοιπä̋ å ΓΑ �ρτιì̋ âστιν:
íπερ êδει δεØcαι.

IX.27

ÇΕ�ν �πä περισσοÜ �ριθµοÜ �ρτιο̋ �φαιρεθ¨ù, å λοιπä̋ περισσä̋ êσται.
ÇΑπä γ�ρ περισσοÜ τοÜ ΑΒ �ρτιο̋ �φηùρ σθω å ΒΓ: λèγω, íτι å λοιπä̋ å ΓΑ

περισσì̋ âστιν.

b bbb
Α ΒΓ∆

ÇΑφηùρ σθω [γ�ρ] µον�̋ � Α∆: å ∆Β �ρα �ρτιì̋ âστιν. êστι δà καÈ å ΒΓ �ρτιο̋:
καÈ λοιπä̋ �ρα å Γ∆ �ρτιì̋ âστιν. περισσä̋ �ρα å ΓΑ: íπερ êδει δεØcαι.

IX.28

ÇΕ�ν περισσä̋ �ριθµä̋ �ρτιον πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù τινα, å γενìµενο̋ �ρτιο̋ êσται.
Περισσä̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α �ρτιον τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω: λèγω,

íτι å Γ �ρτιì̋ âστιν.

Α

Β

Γ

)επεÈ γ�ρ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, å Γ �ρα σÔγκειται âκ
τοσοÔτων Òσων τÀú Β, íσαι εÊσÈν âν τÀú Α µον�δε̋. καÐ âστιν å Β �ρτιο̋: å Γ �ρα
σÔγκειται âc �ρτÐων. â�ν δà �ρτιοι �ριθµοÈ åποσοιοÜν συντεθÀσιν, å íλο̋ �ρτιì̋
âστιν. �ρτιο̋ �ρα âστÈν å Γ: íπερ êδει δεØcαι.
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IX.29

ÇΕ�ν περισσä̋ �ριθµä̋ περισσäν �ριθµäν πολλαπλασι�σα̋ ποι¨ù τινα, å γενìµενο̋
περισσä̋ êσται.

Α

Β

Γ

Περισσä̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α περισσäν τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ ποιεÐτω: λèγω,
íτι å Γ περισσì̋ âστιν.

ÇΕπεÈ γ�ρ å Α τäν Β πολλαπλασι�σα̋ τäν Γ πεποÐηκεν, å Γ �ρα σÔγκειται âκ
τοσοÔτων Òσων τÀú Β, íσαι εÊσÈν âν τÀú Α µον�δε̋. καÐ âστιν áκ�τερο̋ τÀν Α, Β
περισσì̋: å Γ �ρα σÔγκειται âκ περισσÀν �ριθµÀν, Áν τä πλ¨θο̋ περισσìν âστιν.
¹στε å Γ περισσì̋ âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

IX.30

ÇΕ�ν περισσä̋ �ριθµä̋ �ρτιον �ριθµäν µετρ¨ù, καÈ τäν ¡µισυν αÎτοÜ µετρ σει.
Περισσä̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α �ρτιον τäν Β µετρεÐτω: λèγω, íτι καÈ τäν ¡µισυν αÎτοÜ

µετρ σει.
ÇΕπεÈ γ�ρ å Α τäν Β µετρεØ, µετρεÐτω αÎτäν κατ� τäν Γ: λèγω, íτι å Γ οÎκ êστι

περισσì̋. εÊ γ�ρ δυνατìν, êστω. καÈ âπεÈ å Α τäν Β µετρεØ κατ� τäν Γ, å Α �ρα τäν
Γ πολλαπλασι�σα̋ τäν Β πεποÐηκεν. å Β �ρα σÔγκειται

Α

Β

Γ

âκ περισσÀν �ριθµÀν, Áν τä πλ¨θο̋ περισσìν âστιν. å Β �ρα περισσì̋ âστιν: íπερ
�τοπον: Íπìκειται γ�ρ �ρτιο̋. οÎκ �ρα å Γ περισσì̋ âστιν: �ρτιο̋ �ρα âστÈν å Γ.
¹στε å Α τäν Β µετρεØ �ρτι�κι̋. δι� δ� τοÜτο καÈ τäν ¡µισυν αÎτοÜ µετρ σει: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.31

ÇΕ�ν περισσä̋ �ριθµä̋ πρì̋ τινα �ριθµäν πρÀτο̋ ªù, καÈ πρä̋ τäν διπλασÐονα αÎτοÜ
πρÀτο̋ êσται.

Περισσä̋ γ�ρ �ριθµä̋ å Α πρì̋ τινα �ριθµäν τäν Β πρÀτο̋ êστω, τοÜ δà Β
διπλασÐων êστω å Γ: λèγω, íτι å Α [καÈ] πρä̋ τäν Γ πρÀτì̋ âστιν.
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Α

Β

Γ

∆

ΕÊ γ�ρ µ  εÊσιν [οÉ Α, Γ] πρÀτοι, µετρ σει τι̋ αÎτοÌ̋ �ριθµì̋. µετρεÐτω, καÈ êστω
å ∆. καÐ âστιν å Α περισσì̋: περισσä̋ �ρα καÈ å ∆. καÈ âπεÈ å ∆ περισσä̋ »ν τäν
Γ µετρεØ, καÐ âστιν å Γ �ρτιο̋, καÈ τäν ¡µισυν �ρα τοÜ Γ µετρ σει [å ∆]. τοÜ δà Γ
¡µισÔ âστιν å Β: å ∆ �ρα τäν Β µετρεØ. µετρεØ δà καÈ τäν Α. å ∆ �ρα τοÌ̋ Α, Β
µετρεØ πρ¸του̋ îντα̋ πρä̋ �λλ λου̋: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα å Α πρä̋ τäν Γ
πρÀτο̋ οÖκ âστιν. οÉ Α, Γ �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν: íπερ êδει δεØcαι.

IX.32

ΤÀν �πä δυ�δο̋ διπλασιαζοµèνων �ριθµÀν éκαστο̋ �ρτι�κι̋ �ρτιì̋ âστι µìνον.
ÇΑπä γ�ρ δυ�δο̋ τ¨̋ Α δεδιπλασι�σθωσαν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ οÉ Β, Γ, ∆: λèγω,

íτι οÉ Β, Γ, ∆ �ρτι�κι̋ �ρτιοÐ εÊσι µìνον.

Α

Β

Γ

∆

�Οτι µàν οÞν éκαστο̋ [τÀν Β, Γ, ∆] �ρτι�κι̋ �ρτιì̋ âστιν, φανερìν: �πä γ�ρ
δυ�δο̋ âστÈ διπλασιασθεÐ̋. λèγω, íτι καÈ µìνον. âκκεÐσθω γ�ρ µον�̋. âπεÈ οÞν �πä
µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν, å δà µετ� τ�ν µον�δα å Α πρÀτì̋
âστιν, å µèγιστο̋ τÀν Α, Β, Γ, ∆ å ∆ Íπ' οÎδενä̋ �λλου µετρηθ σεται παρàc τÀν Α,
Β, Γ. καÐ âστιν éκαστο̋ τÀν Α, Β, Γ �ρτιο̋: å ∆ �ρα �ρτι�κι̋ �ρτιì̋ âστι µìνον.
åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι [καÈ] áκ�τερο̋ τÀν Β, Γ �ρτι�κι̋ �ρτιì̋ âστι µìνον: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.33

ÇΕ�ν �ριθµä̋ τäν ¡µισυν êχηù περισσìν, �ρτι�κι̋ περισσì̋ âστι µìνον.
ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α τäν ¡µισυν âχèτω περισσìν: λèγω, íτι å Α �ρτι�κι̋ περισσì̋

âστι µìνον.
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Α

�Οτι µàν οÞν �ρτι�κι̋ περισσì̋ âστιν, φανερìν: å γ�ρ ¡µισυ̋ αÎτοÜ περισσä̋ »ν
µετρεØ αÎτäν �ρτι�κι̋. λèγω δ , íτι καÈ µìνον. εÊ γ�ρ êσται å Α καÈ �ρτι�κι̋ �ρτιο̋,
µετρηθ σεται Íπä �ρτÐου κατ� �ρτιον �ριθµìν: ¹στε καÈ å ¡µισυ̋ αÎτοÜ µετρηθ σεται
Íπä �ρτÐου �ριθµοÜ περισσä̋ ºν: íπερ âστÈν �τοπον. å Α �ρα �ρτι�κι̋ περισσì̋ âστι
µìνον: íπερ êδει δεØcαι.

IX.34

ÇΕ�ν �ριθµä̋ µ τε τÀν �πä δυ�δο̋ διπλασιαζοµèνων ªù µ τε τäν ¡µισυν êχηù περισσìν,
�ρτι�κι̋ τε �ρτιì̋ âστι καÈ �ρτι�κι̋ περισσì̋.

ÇΑριθµä̋ γ�ρ å Α µ τε τÀν �πä δυ�δο̋ διπλασιαζοµèνων êστω µ τε τäν ¡µισυν
âχèτω περισσìν: λèγω, íτι å Α �ρτι�κι̋ τè âστιν �ρτιο̋ καÈ �ρτι�κι̋ περισσì̋.

Α

�Οτι µàν οÞν å Α �ρτι�κι̋ âστÈν �ρτιο̋, φανερìν: τäν γ�ρ ¡µισυν οÎκ êχει
περισσìν. λèγω δ , íτι καÈ �ρτι�κι̋ περισσì̋ âστιν. â�ν γ�ρ τäν Α τèµνωµεν δÐχα
καÈ τäν ¡µισυν αÎτοÜ δÐχα καÈ τοÜτο �εÈ ποιÀµεν, καταντ σοµεν εÒ̋ τινα �ριθµäν
περισσìν, ç̋ µετρ σει τäν Α κατ� �ρτιον �ριθµìν. εÊ γ�ρ οÖ, καταντ σοµεν εÊ̋
δυ�δα, καÈ êσται å Α τÀν �πä δυ�δο̋ διπλασιαζοµèνων: íπερ οÎχ Íπìκειται. ¹στε
å Α �ρτι�κι̋ περισσì̋ âστιν. âδεÐχθη δà καÈ �ρτι�κι̋ �ρτιο̋. å Α �ρα �ρτι�κι̋ τε
�ρτιì̋ âστι καÈ �ρτι�κι̋ περισσì̋: íπερ êδει δεØcαι.

IX.35

ÇΕ�ν Âσιν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον, �φαιρεθÀσι δà �πì τε τοÜ δευτèρου
καÈ τοÜ âσχ�του Òσοι τÀú πρ¸τωú, êσται ±̋ � τοÜ δευτèρου Íπεροχ� πρä̋ τäν πρÀτον,
οÕτω̋ � τοÜ âσχ�του Íπεροχ� πρä̋ τοÌ̋ πρä áαυτοÜ π�ντα̋.

^Εστωσαν åποσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ �ν�λογον οÉ Α, ΒΓ, ∆, ΕΖ �ρχìµενοι �πä
âλαχÐστου τοÜ Α, καÈ

b b

b b

b

bbb

Α

Β Γ

∆

Ε Ζ

Η

ΘΚΛ
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�φηùρ σθω �πä τοÜ ΒΓ καÈ τοÜ ΕΖ τÀú Α Òσο̋ áκ�τερο̋ τÀν ΒΗ, ΖΘ: λèγω, íτι
âστÈν ±̋ å ΗΓ πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å ΕΘ πρä̋ τοÌ̋ Α, ΒΓ, ∆.

ΚεÐσθω γ�ρ τÀú µàν ΒΓ Òσο̋ å ΖΚ, τÀú δà ∆ Òσο̋ å ΖΛ. καÈ âπεÈ å ΖΚ τÀú ΒΓ Òσο̋
âστÐν, Áν å ΖΘ τÀú ΒΗ Òσο̋ âστÐν, λοιπä̋ �ρα å ΘΚ λοιπÀú τÀú ΗΓ âστιν Òσο̋. καÈ âπεÐ
âστιν ±̋ å ΕΖ πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν ΒΓ καÈ å ΒΓ πρä̋ τäν Α, Òσο̋ δà å
µàν ∆ τÀú ΖΛ, å δà ΒΓ τÀú ΖΚ, å δà Α τÀú ΖΘ, êστιν �ρα ±̋ å ΕΖ πρä̋ τäν ΖΛ, οÕτω̋
å ΛΖ πρä̋ τäν ΖΚ καÈ å ΖΚ πρä̋ τäν ΖΘ. διελìντι, ±̋ å ΕΛ πρä̋ τäν ΛΖ, οÕτω̋ å
ΛΚ πρä̋ τäν ΖΚ καÈ å ΚΘ πρä̋ τäν ΖΘ. êστιν �ρα καÈ ±̋ εÙ̋ τÀν �γουµèνων πρä̋
éνα τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντε̋ οÉ �γοÔµενοι πρä̋ �παντα̋ τοÌ̋ áποµèνου̋: êστιν
�ρα ±̋ å ΚΘ πρä̋ τäν ΖΘ, οÕτω̋ οÉ ΕΛ, ΛΚ, ΚΘ πρä̋ τοÌ̋ ΛΖ, ΖΚ, ΘΖ. Òσο̋ δà å
µàν ΚΘ τÀú ΓΗ, å δà ΖΘ τÀú Α, οÉ δà ΛΖ, ΖΚ, ΘΖ τοØ̋ ∆, ΒΓ, Α: êστιν �ρα ±̋ å ΓΗ
πρä̋ τäν Α, οÕτω̋ å ΕΘ πρä̋ τοÌ̋ ∆, ΒΓ, Α. êστιν �ρα ±̋ � τοÜ δευτèρου Íπεροχ�
πρä̋ τäν πρÀτον, οÕτω̋ � τοÜ âσχ�του Íπεροχ� πρä̋ τοÌ̋ πρä áαυτοÜ π�ντα̋: íπερ
êδει δεØcαι.

IX.36

ÇΕ�ν �πä µον�δο̋ åποσοιοÜν �ριθµοÈ ác¨̋ âκτεθÀσιν âν τ¨ù διπλασÐονι �ναλογÐαø, éω̋
οÝ å σÔµπα̋ συντεθεÈ̋ πρÀτο̋ γèνηται, καÈ å σÔµπα̋ âπÈ τäν êσχατον πολλαπλασι-
ασθεÈ̋ ποι¨ù τινα, å γενìµενο̋ τèλειο̋ êσται.

ÇΑπä γ�ρ µον�δο̋ âκκεÐσθωσαν åσοιδηποτοÜν �ριθµοÈ âν τ¨ù διπλασÐονι �ναλογÐαø,
éω̋ οÝ å σÔµπα̋ συντεθεÈ̋ πρÀτο̋ γèνηται, οÉ Α, Β, Γ, ∆, καÈ τÀú σÔµπαντι Òσο̋
êστω å Ε, καÈ å Ε τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν ΖΗ ποιεÐτω. λèγω, íτι å ΖΗ τèλειì̋
âστιν.

b

b

Α Β Γ ∆

Ε
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Μ
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Ο Π

�Οσοι γ�ρ εÊσιν οÉ Α, Β, Γ, ∆ τÀú πλ θει, τοσοÜτοι �πä τοÜ Ε εÊλ φθωσαν âν τ¨ù
διπλασÐονι �ναλογÐαø οÉ Ε, ΘΚ, Λ, Μ: δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å Α πρä̋ τäν ∆, οÕτω̋
å Ε πρä̋ τäν Μ. å �ρα âκ τÀν Ε, ∆ Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν Α, Μ. καÐ âστιν å âκ τÀν
Ε, ∆ å ΖΗ: καÈ å âκ τÀν Α, Μ �ρα âστÈν å ΖΗ. å Α �ρα τäν Μ πολλαπλασι�σα̋ τäν
ΖΗ πεποÐηκεν: å Μ �ρα τäν ΖΗ µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú Α µον�δα̋. καÐ âστι δυ�̋
å Α: διπλ�σιο̋ �ρα âστÈν å ΖΗ τοÜ Μ. εÊσÈ δà καÈ οÉ Μ, Λ, ΘΚ, Ε ác¨̋ διπλ�σιοι
�λλ λων: οÉ Ε, ΘΚ, Λ, Μ, ΖΗ �ρα ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν âν τ¨ù διπλασÐονι �ναλογÐαø.
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�φηùρ σθω δ� �πä τοÜ δευτèρου τοÜ ΘΚ καÈ τοÜ âσχ�του τοÜ ΖΗ τÀú πρ¸τωú τÀú Ε
Òσο̋ áκ�τερο̋ τÀν ΘΝ, ΖC: êστιν �ρα ±̋ � τοÜ δευτèρου �ριθµοÜ Íπεροχ� πρä̋ τäν
πρÀτον, οÕτω̋ � τοÜ âσχ�του Íπεροχ� πρä̋ τοÌ̋ πρä áαυτοÜ π�ντα̋. êστιν �ρα ±̋ å
ΝΚ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ å CΗ πρä̋ τοÌ̋ Μ, Λ, ΚΘ, Ε. καÐ âστιν å ΝΚ Òσο̋ τÀú Ε: καÈ
å CΗ �ρα Òσο̋ âστÈ τοØ̋ Μ, Λ, ΘΚ, Ε. êστι δà καÈ å ΖC τÀú Ε Òσο̋, å δà Ε τοØ̋ Α,
Β, Γ, ∆ καÈ τ¨ù µον�δι. íλο̋ �ρα å ΖΗ Òσο̋ âστÈ τοØ̋ τε Ε, ΘΚ, Λ, Μ καÈ τοØ̋ Α, Β,
Γ, ∆ καÈ τ¨ù µον�δι: καÈ µετρεØται Íπ' αÎτÀν. λèγω, íτι καÈ å ΖΗ Íπ' οÎδενä̋ �λλου
µετρηθ σεται παρàc τÀν Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ καÈ τ¨̋ µον�δο̋. εÊ γ�ρ δυνατìν,
µετρεÐτω τι̋ τäν ΖΗ å Ο, καÈ å Ο µηδενÈ τÀν Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ êστω å αÎτì̋.
καÈ åσ�κι̋ å Ο τäν ΖΗ µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Π: å Π �ρα τäν Ο
πολλαπλασι�σα̋ τäν ΖΗ πεποÐηκεν. �λλ� µ�ν καÈ å Ε τäν ∆ πολλαπλασι�σα̋ τäν
ΖΗ πεποÐηκεν: êστιν �ρα ±̋ å Ε πρä̋ τäν Π, å Ο πρä̋ τäν ∆. καÈ âπεÈ �πä µον�δο̋
ác¨̋ �ν�λογìν εÊσιν οÉ Α, Β, Γ, ∆, å ∆ �ρα Íπ' οÎδενä̋ �λλου �ριθµοÜ µετρηθ σεται
παρàc τÀν Α, Β, Γ. καÈ Íπìκειται å Ο οÎδενÈ τÀν Α, Β, Γ å αÎτì̋: οÎκ �ρα µετρ σει
å Ο τäν ∆. �λλ' ±̋ å Ο πρä̋ τäν ∆, å Ε πρä̋ τäν Π: οÎδà å Ε �ρα τäν Π µετρεØ. καÐ
âστιν å Ε πρÀτο̋: π�̋ δà πρÀτο̋ �ριθµä̋ πρä̋ �παντα, çν µ� µετρεØ, πρÀτο̋ [âστιν].
οÉ Ε, Π �ρα πρÀτοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÐν. οÉ δà πρÀτοι καÈ âλ�χιστοι, οÉ δà âλ�χιστοι
µετροÜσι τοÌ̋ τäν αÎτäν λìγον êχοντα̋ Êσ�κι̋ í τε �γοÔµενο̋ τäν �γοÔµενον καÈ å
áπìµενο̋ τäν áπìµενον: καÐ âστιν ±̋ å Ε πρä̋ τäν Π, å Ο πρä̋ τäν ∆: Êσ�κι̋ �ρα
å Ε τäν Ο µετρεØ καÈ å Π τäν ∆: Êσ�κι̋ �ρα å Ε τäν Ο µετρεØ καÈ å Π τäν ∆. å δà
∆ Íπ' οÎδενä̋ �λλου µετρεØται παρàc τÀν Α, Β, Γ: å Π �ρα áνÈ τÀν Α, Β, Γ âστιν å
αÎτì̋. êστω τÀú Β å αÎτì̋. καÈ íσοι εÊσÈν οÉ Β, Γ, ∆ τÀú πλ θει τοσοÜτοι εÊλ φθωσαν
�πä τοÜ Ε οÉ Ε, ΘΚ, Λ. καÐ εÊσιν οÉ Ε, ΘΚ, Λ τοØ̋ Β, Γ, ∆ âν τÀú αÎτÀú λìγωú: δÐ Òσου
�ρα âστÈν ±̋ å Β πρä̋ τäν ∆, å Ε πρä̋ τäν Λ. å �ρα âκ τÀν Β, Λ Òσο̋ âστÈ τÀú âκ
τÀν ∆, Ε: �λλ' å âκ τÀν ∆, Ε Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν Π, Ο: καÈ å âκ τÀν Π, Ο �ρα Òσο̋
âστÈ τÀú âκ τÀν Β, Λ. êστιν �ρα ±̋ å Π πρä̋ τäν Β, å Λ πρä̋ τäν Ο. καÐ âστιν å Π
τÀú Β å αÎτì̋: καÈ å Λ �ρα τÀú Ο âστιν å αÎτì̋: íπερ �δÔνατον: å γ�ρ Ο Íπìκειται
µηδενÈ τÀν âκκειµèνων å αÎτì̋. οÎκ �ρα τäν ΖΗ µετρ σει τι̋ �ριθµä̋ παρàc τÀν Α,
Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ καÈ τ¨̋ µον�δο̋. καÈ âδεÐχθη å ΖΗ τοØ̋ Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ,
Λ, Μ καÈ τ¨ù µον�δι Òσο̋. τèλειο̋ δà �ριθµì̋ âστιν å τοØ̋ áαυτοÜ µèρεσιν Òσο̋ ºν:
τèλειο̋ �ρα âστÈν å ΖΗ: íπερ êδει δεØcαι.



248 BIBΛION IX.



BIBΛION X

ΟΡΟΙ ΠΡΩΤΟΙ

1. ΣÔµµετρα µεγèθη λèγεται τ� τÀú αÎτÀú µèτρωú µετροÔµενα, �σÔµµετρα δè, Áν
µηδàν âνδèχεται κοινäν µèτρον γενèσθαι.

2. ΕÎθεØαι δυν�µει σÔµµετροÐ εÊσιν, íταν τ� �π' αÎτÀν τετρ�γωνα τÀú αÎτÀú χωρÐωú
µετρ¨ται, �σÔµµετροι δè, íταν τοØ̋ �π' αÎτÀν τετραγ¸νοι̋ µηδàν âνδèχηται
χωρÐον κοινäν µèτρον γενèσθαι.

3. ΤοÔτων Íποκειµèνων δεÐκνυται, íτι τ¨ù προτεθεÐσηù εÎθεÐαø Íπ�ρχουσιν εÎθεØαι
πλ θει �πειροι σÔµµετροÐ τε καÈ �σÔµµετροι αÉ µàν µ κει µìνον, αÉ δà καÈ
δυν�µει. καλεÐσθω οÞν � µàν προτεθεØσα εÎθεØα ûητ , καÈ αÉ ταÔτηù σÔµµετροι
εÒτε µ κει καÈ δυν�µει εÒτε δυν�µει µìνον ûηταÐ, αÉ δà ταÔτηù �σÔµµετροι �λογοι
καλεÐσθωσαν.

4. ΚαÈ τä µàν �πä τ¨̋ προτεθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τετρ�γωνον ûητìν, καÈ τ� τοÔτωú σÔµµετρα
ûητ�, τ� δà τοÔτωú �σÔµµετρα �λογα καλεÐσθω, καÈ αÉ δυν�µεναι αÎτ� �λογοι, εÊ
µàν τετρ�γωνα εÒη, αÎταÈ αÉ πλευραÐ, εÊ δà éτερ� τινα εÎθÔγραµµα, αÉ Òσα αÎτοØ̋
τετρ�γωνα �ναγρ�φουσαι.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

X.1

∆Ôο µεγεθÀν �νÐσων âκκειµèνων, â�ν �πä τοÜ µεÐζονο̋ �φαιρεθ¨ù µεØζον £ τä ¡µισυ
καÈ τοÜ καταλειποµèνου µεØζον £ τä ¡µισυ, καÈ τοÜτο �εÈ γÐγνηται, λειφθ σεταÐ τι
µèγεθο̋, ç êσται êλασσον τοÜ âκκειµèνου âλ�σσονο̋ µεγèθου̋.

^Εστω δÔο µεγèθη �νισα τ� ΑΒ, Γ, Áν µεØζον τä ΑΒ: λèγω, íτι, â�ν �πä τοÜ ΑΒ
�φαιρεθ¨ù µεØζον £ τä ¡µισυ καÈ τοÜ καταλειποµèνου µεØζον £ τä ¡µισυ, καÈ τοÜτο �εÈ
γÐγνηται, λειφθ σεταÐ τι µèγεθο̋, ç êσται êλασσον τοÜ Γ µεγèθου̋.

b b b b

b bb b

bb

Α Β Γ

∆ ΕΖ Η

ΘΚ

Τä Γ γ�ρ πολλαπλασιαζìµενον êσται ποτà τοÜ ΑΒ µεØζον. πεπολλαπλασι�σθω,
καÈ êστω τä ∆Ε τοÜ µàν Γ πολλαπλ�σιον, τοÜ δà ΑΒ µεØζον, καÈ διηùρ σθω τä ∆Ε
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εÊ̋ τ� τÀú Γ Òσα τ� ∆Ζ, ΖΗ, ΗΕ, καÈ �φηùρ σθω �πä µàν τοÜ ΑΒ µεØζον £ τä ¡µισυ
τä ΒΘ, �πä δà τοÜ ΑΘ µεØζον £ τä ¡µισυ τä ΘΚ, καÈ τοÜτο �εÈ γιγνèσθω, éω̋ �ν αÉ
âν τÀú ΑΒ διαιρèσει̋ ÊσοπληθεØ̋ γèνωνται ταØ̋ âν τÀú ∆Ε διαιρèσεσιν.

^Εστωσαν οÞν αÉ ΑΚ, ΚΘ, ΘΒ διαιρèσει̋ ÊσοπληθεØ̋ οÞσαι ταØ̋ ∆Ζ, ΖΗ, ΗΕ: καÈ
âπεÈ µεØζìν âστι τä ∆Ε τοÜ ΑΒ, καÈ �φ ùρηται �πä µàν τοÜ ∆Ε êλασσον τοÜ �µÐσεο̋
τä ΕΗ, �πä δà τοÜ ΑΒ µεØζον £ τä ¡µισυ τä ΒΘ, λοιπäν �ρα τä Η∆ λοιποÜ τοÜ ΘΑ
µεØζìν âστιν. καÈ âπεÈ µεØζìν âστι τä Η∆ τοÜ ΘΑ, καÈ �φ ùρηται τοÜ µàν Η∆ ¡µισυ
τä ΗΖ, τοÜ δà ΘΑ µεØζον £ τä ¡µισυ τä ΘΚ, λοιπäν �ρα τä ∆Ζ λοιποÜ τοÜ ΑΚ µεØζìν
âστιν. Òσον δà τä ∆Ζ τÀú Γ: καÈ τä Γ �ρα τοÜ ΑΚ µεØζìν âστιν. êλασσον �ρα τä ΑΚ
τοÜ Γ.

ΚαταλεÐπεται �ρα �πä τοÜ ΑΒ µεγèθου̋ τä ΑΚ µèγεθο̋ êλασσον ïν τοÜ âκκειµèνου
âλ�σσονο̋ µεγèθου̋ τοÜ Γ: íπερ êδει δεØcαι. ̥åµοÐω̋ δà δειχθ σεται, κ�ν �µÐση ªù
τ� �φαιροÔµενα.

X.2

ÇΕ�ν δÔο µεγεθÀν [âκκειµèνων] �νÐσων �νθυφαιρουµèνου �εÈ τοÜ âλ�σσονο̋ �πä τοÜ
µεÐζονο̋ τä καταλειπìµενον µηδèποτε καταµετρ¨ù τä πρä áαυτοÜ, �σÔµµετρα êσται
τ� µεγèθη. ∆Ôο γ�ρ µεγεθÀν îντων �νÐσων τÀν ΑΒ, Γ∆ καÈ âλ�σσονο̋ τοÜ ΑΒ
�νθυφαιρουµèνου �εÈ τοÜ âλ�σσονο̋ �πä τοÜ µεÐζονο̋ τä περιλειπìµενον µηδèποτε
καταµετρεÐτω τä πρä áαυτοÜ: λèγω, íτι �σÔµµετρ� âστι τ� ΑΒ, Γ∆ µεγèθη.

b b b bb
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ΕÊ γ�ρ âστι σÔµµετρα, µετρ σει τι αÎτ� µèγεθο̋. µετρεÐτω, εÊ δυνατìν, καÈ êστω
τä Ε: καÈ τä µàν ΑΒ τä Ζ∆ καταµετροÜν λειπèτω áαυτοÜ êλασσον τä ΓΖ, τä δà ΓΖ
τä ΒΗ καταµετροÜν λειπèτω áαυτοÜ êλασσον τä ΑΗ, καÈ τοÜτο �εÈ γινèσθω, éω̋ οÝ
λειφθ¨ù τι µèγεθο̋, í âστιν êλασσον τοÜ Ε. γεγονèτω, καÈ λελεÐφθω τä ΑΗ êλασσον
τοÜ Ε. âπεÈ οÞν τä Ε τä ΑΒ µετρεØ, �λλ� τä ΑΒ τä ∆Ζ µετρεØ, καÈ τä Ε �ρα τä Ζ∆
µετρ σει. µετρεØ δà καÈ íλον τä Γ∆: καÈ λοιπäν �ρα τä ΓΖ µετρ σει. �λλ� τä ΓΖ τä
ΒΗ µετρεØ: καÈ τä Ε �ρα τä ΒΗ µετρεØ. µετρεØ δà καÈ íλον τä ΑΒ: καÈ λοιπäν �ρα
τä ΑΗ µετρ σει, τä µεØζον τä êλασσον. íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τ� ΑΒ, Γ∆
µεγèθη µετρ σει τι µèγεθο̋: �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� ΑΒ, Γ∆ µεγèθη. ÇΕ�ν �ρα δÔο
µεγεθÀν �νÐσων, καÈ τ� ác¨̋.

X.3

∆Ôο µεγεθÀν συµµèτρων δοθèντων τä µèγιστον αÎτÀν κοινäν µèτρον εÍρεØν.
^Εστω τ� δοθèντα δÔο µεγèθη σÔµµετρα τ� ΑΒ, Γ∆, Áν êλασσον τä ΑΒ: δεØ δ�

τÀν ΑΒ, Γ∆ τä µèγιστον κοινäν µèτρον εÍρεØν. Τä ΑΒ γ�ρ µèγεθο̋ ¢τοι µετρεØ τä
Γ∆ £ οÖ. εÊ µàν οÞν µετρεØ, µετρεØ δà καÈ áαυτì, τä ΑΒ �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ κοινäν
µèτρον âστÐν: καÈ φανερìν, íτι καÈ µèγιστον. µεØζον γ�ρ τοÜ ΑΒ µεγèθου̋ τä ΑΒ
οÎ µετρ σει.
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b bb
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Γ ∆Ε

ΖΗ

Μ� µετρεÐτω δ� τä ΑΒ τä Γ∆. καÈ �νθυφαιρουµèνου �εÈ τοÜ âλ�σσονο̋ �πä τοÜ
µεÐζονο̋, τä περιλειπìµενον µετρ σει ποτà τä πρä áαυτοÜ δι� τä µ� εÚναι �σÔµµετρα
τ� ΑΒ, Γ∆: καÈ τä µàν ΑΒ τä Ε∆ καταµετροÜν λειπèτω áαυτοÜ êλασσον τä ΕΓ, τä
δà ΕΓ τä ΖΒ καταµετροÜν λειπèτω áαυτοÜ êλασσον τä ΑΖ, τä δà ΑΖ τä ΓΕ µετρεÐτω.

ÇΕπεÈ οÞν τä ΑΖ τä ΓΕ µετρεØ, �λλ� τä ΓΕ τä ΖΒ µετρεØ, καÈ τä ΑΖ �ρα τä ΖΒ
µετρ σει. µετρεØ δà καÈ áαυτì: καÈ íλον �ρα τä ΑΒ µετρ σει τä ΑΖ. �λλ� τä ΑΒ τä
∆Ε µετρεØ: καÈ τä ΑΖ �ρα τä Ε∆ µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τä ΓΕ: καÈ íλον �ρα τä
Γ∆ µετρεØ: τä ΑΖ �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ κοινäν µèτρον âστÐν. λèγω δ , íτι καÈ µèγιστον.
εÊ γ�ρ µ , êσται τι µèγεθο̋ µεØζον τοÜ ΑΖ, ç µετρ σει τ� ΑΒ, Γ∆. êστω τä Η. âπεÈ
οÞν τä Η τä ΑΒ µετρεØ, �λλ� τä ΑΒ τä Ε∆ µετρεØ, καÈ τä Η �ρα τä Ε∆ µετρ σει.
µετρεØ δà καÈ íλον τä Γ∆: καÈ λοιπäν �ρα τä ΓΕ µετρ σει τä Η. �λλ� τä ΓΕ τä ΖΒ
µετρεØ: καÈ τä Η �ρα τä ΖΒ µετρ σει. µετρεØ δà καÈ íλον τä ΑΒ, καÈ λοιπäν τä ΑΖ
µετρ σει, τä µεØζον τä êλασσον: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα µεØζìν τι µèγεθο̋
τοÜ ΑΖ τ� ΑΒ, Γ∆ µετρ σει: τä ΑΖ �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ τä µèγιστον κοινäν µèτρον
âστÐν.

∆Ôο �ρα µεγεθÀν συµµèτρων δοθèντων τÀν ΑΒ, Γ∆ τä µèγιστον κοινäν µèτρον
ηÕρηται: íπερ êδει δεØcαι.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι, â�ν µèγεθο̋ δÔο µεγèθη µετρ¨ù, καÈ τä µèγιστον αÎτÀν
κοινäν µèτρον µετρ σει.

X.4

ΤριÀν µεγεθÀν συµµèτρων δοθèντων τä µèγιστον αÎτÀν κοινäν µèτρον εÍρεØν.
^Εστω τ� δοθèντα τρÐα µεγèθη σÔµµετρα τ� Α, Β, Γ: δεØ δ� τÀν Α, Β, Γ τä µèγιστον

κοινäν µèτρον εÍρεØν.

Α

Β

Γ

∆ Ε Ζ



252 BIBΛION X.

ΕÊλ φθω γ�ρ δÔο τÀν Α, Β τä µèγιστον κοινäν µèτρον, καÈ êστω τä ∆: τä δ� ∆
τä Γ ¢τοι µετρεØ £ οÖ [µετρεØ]. µετρεÐτω πρìτερον. âπεÈ οÞν τä ∆ τä Γ µετρεØ, µετρεØ
δà καÈ τ� Α, Β, τä ∆ �ρα τ� Α, Β, Γ µετρεØ: τä ∆ �ρα τÀν Α, Β, Γ κοινäν µèτρον
âστÐν. καÈ φανερìν, íτι καÈ µèγιστον: µεØζον γ�ρ τοÜ ∆ µεγèθου̋ τ� Α, Β οÎ µετρεØ.

Μ� µετρεÐτω δ� τä ∆ τä Γ. λèγω πρÀτον, íτι σÔµµετρ� âστι τ� Γ, ∆. âπεÈ γ�ρ
σÔµµετρ� âστι τ� Α, Β, Γ, µετρ σει τι αÎτ� µèγεθο̋, ç δηλαδ� καÈ τ� Α, Β µετρ σει:
¹στε καÈ τä τÀν Α, Β µèγιστον κοινäν µèτρον τä ∆ µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τä Γ:
¹στε τä εÊρηµèνον µèγεθο̋ µετρ σει τ� Γ, ∆: σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� Γ, ∆. εÊλ φθω
οÞν αÎτÀν τä µèγιστον κοινäν µèτρον, καÈ êστω τä Ε. âπεÈ οÞν τä Ε τä ∆ µετρεØ,
�λλ� τä ∆ τ� Α, Β µετρεØ, καÈ τä Ε �ρα τ� Α, Β µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τä Γ. τä
Ε �ρα τ� Α, Β, Γ µετρεØ: τä Ε �ρα τÀν Α, Β, Γ κοινìν âστι µèτρον. λèγω δ , íτι
καÈ µèγιστον. εÊ γ�ρ δυνατìν, êστω τι τοÜ Ε µεØζον µèγεθο̋ τä Ζ, καÈ µετρεÐτω τ�
Α, Β, Γ. καÈ âπεÈ τä Ζ τ� Α, Β, Γ µετρεØ, καÈ τ� Α, Β �ρα µετρ σει καÈ τä τÀν Α,
Β µèγιστον κοινäν µèτρον µετρ σει. τä δà τÀν Α, Β µèγιστον κοινäν µèτρον âστÈ
τä ∆: τä Ζ �ρα τä ∆ µετρεØ. µετρεØ δà καÈ τä Γ: τä Ζ �ρα τ� Γ, ∆ µετρεØ: καÈ
τä τÀν Γ, ∆ �ρα µèγιστον κοινäν µèτρον µετρ σει τä Ζ. êστι δà τä Ε: τä Ζ �ρα τä
Ε µετρ σει, τä µεØζον τä êλασσον: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα µεØζìν τι τοÜ Ε
µεγèθου̋ [µèγεθο̋] τ� Α, Β, Γ µετρεØ: τä Ε �ρα τÀν Α, Β, Γ τä µèγιστον κοινäν
µèτρον âστÐν, â�ν µ� µετρ¨ù τä ∆ τä Γ, â�ν δà µετρ¨ù, αÎτä τä ∆.

ΤριÀν �ρα µεγεθÀν συµµèτρων δοθèντων τä µèγιστον κοινäν µèτρον ηÕρηται [íπερ
êδει δεØcαι].

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι, â�ν µèγεθο̋ τρÐα µεγèθη µετρ¨ù, καÈ τä µèγιστον αÎτÀν
κοινäν µèτρον µετρ σει.

ÃΟµοÐω̋ δ� καÈ âπÈ πλειìνων τä µèγιστον κοινäν µèτρον ληφθ σεται, καÈ τä πìρισµα
προχωρ σει. íπερ êδει δεØcαι.

X.5

Τ� σÔµµετρα µεγèθη πρä̋ �λληλα λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν.
^Εστω σÔµµετρα µεγèθη τ� Α, Β: λèγω, íτι τä Α πρä̋ τä Β λìγον êχει, çν �ριθµä̋

πρä̋ �ριθµìν.
ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρ� âστι τ� Α, Β, µετρ σει τι αÎτ� µèγεθο̋. µετρεÐτω, καÈ êστω

τä Γ. καÈ åσ�κι̋ τä Γ τä Α µετρεØ τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú ∆, åσ�κι̋ δà
τä Γ τä Β µετρεØ, τοσαÜται µον�δε̋ êστωσαν âν τÀú Ε.

Α Β Γ

∆ Ε

ÇΕπεÈ οÞν τä Γ τä Α µετρεØ κατ� τ�̋ âν τÀú ∆ µον�δα̋, µετρεØ δà καÈ � µον�̋ τäν
∆ κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋, Êσ�κι̋ �ρα � µον�̋ τäν ∆ µετρεØ �ριθµäν καÈ τä Γ
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µèγεθο̋ τä Α: êστιν �ρα ±̋ τä Γ πρä̋ τä Α, οÕτω̋ � µον�̋ πρä̋ τäν ∆: �ν�παλιν
�ρα, ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τ�ν µον�δα. π�λιν âπεÈ τä Γ τä Β µετρεØ
κατ� τ�̋ âν τÀú Ε µον�δα̋, µετρεØ δà καÈ � µον�̋ τäν Ε κατ� τ�̋ âν αÎτÀú µον�δα̋,
Êσ�κι̋ �ρα � µον�̋ τäν Ε µετρεØ καÈ τä Γ τä Β: êστιν �ρα ±̋ τä Γ πρä̋ τä Β, οÕτω̋
� µον�̋ πρä̋ τäν Ε. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, å ∆ πρä̋ τ�ν µον�δα: δÐ Òσου
�ρα âστÈν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ å ∆ �ριθµä̋ πρä̋ τäν Ε.

Τ� �ρα σÔµµετρα µεγèθη τ� Α, Β πρä̋ �λληλα λìγον êχει, çν �ριθµä̋ å ∆ πρä̋
�ριθµäν τäν Ε: íπερ êδει δεØcαι.

X.6

ÇΕ�ν δÔο µεγèθη πρä̋ �λληλα λìγον êχηù, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν, σÔµµετρα êσται
τ� µεγèθη.

∆Ôο γ�ρ µεγèθη τ� Α, Β πρä̋ �λληλα λìγον âχèτω, çν �ριθµä̋ å ∆ πρä̋ �ριθµäν
τäν Ε: λèγω, íτι σÔµµετρ� âστι τ� Α, Β µεγèθη.

Α Β Γ

∆ Ε Ζ

�Οσαι γ�ρ εÊσιν âν τÀú ∆ µον�δε̋, εÊ̋ τοσαÜτα Òσα διηùρ σθω τä Α, καÈ áνÈ αÎτÀν
Òσον êστω τä Γ: íσαι δè εÊσιν âν τÀú Ε µον�δε̋, âκ τοσοÔτων µεγεθÀν Òσων τÀú Γ
συγκεÐσθω τä Ζ.

ÇΕπεÈ οÞν, íσαι εÊσÈν âν τÀú ∆ µον�δε̋, τοσαÜτ� εÊσι καÈ âν τÀú Α µεγèθη Òσα τÀú
Γ, ç �ρα µèρο̋ âστÈν � µον�̋ τοÜ ∆, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ τä Γ τοÜ Α: êστιν �ρα
±̋ τä Γ πρä̋ τä Α, οÕτω̋ � µον�̋ πρä̋ τäν ∆. µετρεØ δà � µον�̋ τäν ∆ �ριθµìν:
µετρεØ �ρα καÈ τä Γ τä Α. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Γ πρä̋ τä Α, οÕτω̋ � µον�̋ πρä̋ τäν
∆ [�ριθµìν], �ν�παλιν �ρα ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ å ∆ �ριθµä̋ πρä̋ τ�ν µον�δα.
π�λιν âπεÐ, íσαι εÊσÈν âν τÀú Ε µον�δε̋, τοσαÜτ� εÊσι καÈ âν τÀú Ζ Òσα τÀú Γ, êστιν �ρα
±̋ τä Γ πρä̋ τä Ζ, οÕτω̋ � µον�̋ πρä̋ τäν Ε [�ριθµìν]. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ τä Α πρä̋
τä Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τ�ν µον�δα: δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ τä Α πρä̋ τä Ζ, οÕτω̋ å ∆
πρä̋ τäν Ε. �λλ' ±̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ âστÈ τä Α πρä̋ τä Β: καÈ ±̋ �ρα τä Α
πρä̋ τä Β, οÕτω̋ καÈ πρä̋ τä Ζ. τä Α �ρα πρä̋ áκ�τερον τÀν Β, Ζ τäν αÎτäν êχει
λìγον: Òσον �ρα âστÈ τä Β τÀú Ζ. µετρεØ δà τä Γ τä Ζ: µετρεØ �ρα καÈ τä Β. �λλ� µ�ν
καÈ τä Α: τä Γ �ρα τ� Α, Β µετρεØ. σÔµµετρον �ρα âστÈ τä Α τÀú Β.

ÇΕ�ν �ρα δÔο µεγèθη πρä̋ �λληλα, καÈ τ� ác¨̋.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι, â�ν Âσι δÔο �ριθµοÐ, ±̋ οÉ ∆, Ε, καÈ εÎθεØα, ±̋ � Α,
δÔνατìν âστι ποι¨σαι ±̋ å ∆ �ριθµä̋ πρä̋ τäν Ε �ριθµìν, οÕτω̋ τ�ν εÎθεØαν πρä̋
εÎθεØαν. â�ν δà καÈ τÀν Α, Ζ µèση �ν�λογον ληφθ¨ù, ±̋ � Β, êσται ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Ζ,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β, τουτèστιν ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην, οÕτω̋
τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ δευτèρα̋ τä íµοιον καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενον.
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�λλ' ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Ζ, οÕτω̋ âστÈν å ∆ �ριθµä̋ πρä̋ τäν Ε �ριθµìν: γèγονεν �ρα
καÈ ±̋ å ∆ �ριθµä̋ πρä̋ τäν Ε �ριθµìν, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α εÎθεÐα̋ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ Β εÎθεÐα̋: íπερ êδει δεØcαι.

X.7

Τ� �σÔµµετρα µεγèθη πρä̋ �λληλα λìγον οÎκ êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν.
^Εστω �σÔµµετρα µεγèθη τ� Α, Β: λèγω, íτι τä Α πρä̋ τä Β λìγον οÎκ êχει, çν

�ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν.

Α

Β

εÊ γ�ρ êχει τä Α πρä̋ τä Β λìγον, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν, σÔµµετρον êσται τä
Α τÀú Β. οÎκ êστι δè: οÎκ �ρα τä Α πρä̋ τä Β λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν.

Τ� �ρα �σÔµµετρα µεγèθη πρä̋ �λληλα λìγον οÎκ êχει, καÈ τ� ác¨̋.

X.8

ÇΕ�ν δÔο µεγèθη πρä̋ �λληλα λìγον µ� êχηù, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν, �σÔµµετρα
êσται τ� µεγèθη.

Α

Β

∆Ôο γ�ρ µεγèθη τ� Α, Β πρä̋ �λληλα λìγον µ� âχèτω, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν:
λèγω, íτι �σÔµµετρ� âστι τ� Α, Β µεγèθη.

ΕÊ γ�ρ êσται σÔµµετρα, τä Α πρä̋ τä Β λìγον écει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν. οÎκ
êχει δè. �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� Α, Β µεγèθη.

ÇΕ�ν �ρα δÔο µεγèθη πρä̋ �λληλα, καÈ τ� ác¨̋.

X.9

Τ� �πä τÀν µ κει συµµèτρων εÎθειÀν τετρ�γωνα πρä̋ �λληλα λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ τ� τετρ�γωνα τ� πρä̋ �λληλα λìγον êχοντα,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, καÈ τ�̋ πλευρ�̋ écει µ κει συµµèτρου̋.
τ� δà �πä τÀν µ κει �συµµèτρων εÎθειÀν τετρ�γωνα πρä̋ �λληλα λìγον οÎκ êχει,
íνπερ τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ τ� τετρ�γωνα τ� πρä̋
�λληλα λìγον µ� êχοντα, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τ�̋
πλευρ�̋ écει µ κει συµµèτρου̋.
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^Εστωσαν γ�ρ αÉ Α, Β µ κει σÔµµετροι: λèγω, íτι τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον
πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β τετρ�γωνον λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν.

Α Β

Γ ∆

ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù Β µ κει, � Α �ρα πρä̋ τ�ν Β λìγον êχει, çν
�ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν. âχèτω, çν å Γ πρä̋ τäν ∆. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν
Β, οÕτω̋ å Γ πρä̋ τäν ∆, �λλ� τοÜ µàν τ¨̋ Α πρä̋ τ�ν Β λìγου διπλασÐων âστÈν å
τοÜ �πä τ¨̋ Α τετραγ¸νου πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β τετρ�γωνον: τ� γ�ρ íµοια σχ µατα
âν διπλασÐονι λìγωú âστÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν: τοÜ δà τοÜ Γ [�ριθµοÜ] πρä̋ τäν
∆ [�ριθµäν] λìγου διπλασÐων âστÈν å τοÜ �πä τοÜ Γ τετραγ¸νου πρä̋ τäν �πä τοÜ
∆ τετρ�γωνον: δÔο γ�ρ τετραγ¸νων �ριθµÀν εÙ̋ µèσο̋ �ν�λογìν âστιν �ριθµì̋, καÈ
å τετρ�γωνο̋ πρä̋ τäν τετρ�γωνον [�ριθµäν] διπλασÐονα λìγον êχει, ¢περ � πλευρ�
πρä̋ τ�ν πλευρ�ν: êστιν �ρα καÈ ±̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β
τετρ�γωνον, οÕτω̋ å �πä τοÜ Γ τετρ�γωνο̋ [�ριθµä̋] πρä̋ τäν �πä τοÜ ∆ [�ριθµοÜ]
τετρ�γωνον [�ριθµìν].

ÇΑλλ� δ� êστω ±̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β, οÕτω̋ å �πä τοÜ
Γ τετρ�γωνο̋ πρä̋ τäν �πä τοÜ ∆ [τετρ�γωνον]: λèγω, íτι σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù
Β µ κει.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β [τετρ�γωνον],
οÕτω̋ å �πä τοÜ Γ τετρ�γωνο̋ πρä̋ τäν �πä τοÜ ∆ [τετρ�γωνον], �λλ' å µàν τοÜ
�πä τ¨̋ Α τετραγ¸νου πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β [τετρ�γωνον] λìγο̋ διπλασÐων âστÈ τοÜ τ¨̋
Α πρä̋ τ�ν Β λìγου, å δà τοÜ �πä τοÜ Γ [�ριθµοÜ] τετραγ¸νου [�ριθµοÜ] πρä̋ τäν
�πä τοÜ ∆ [�ριθµοÜ] τετρ�γωνον [�ριθµäν] λìγο̋ διπλασÐων âστÈ τοÜ τοÜ Γ [�ριθµοÜ]
πρä̋ τäν ∆ [�ριθµäν] λìγου, êστιν �ρα καÈ ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ å Γ [�ριθµä̋]
πρä̋ τäν ∆ [�ριθµìν]. � Α �ρα πρä̋ τ�ν Β, λìγον êχει, çν �ριθµä̋ å Γ πρä̋ �ριθµäν
τäν ∆: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Α τ¨ù Β µ κει.

ÇΑλλ� δ� �σÔµµετρο̋ êστω � Α τ¨ù Β µ κει: λèγω, íτι τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋
τä �πä τ¨̋ Β [τετρ�γωνον] λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν.

ΕÊ γ�ρ êχει τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β [τετρ�γωνον] λìγον, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, σÔµµετρο̋ êσται � Α τ¨ù Β. οÎκ êστι
δè: οÎκ �ρα τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β [τετρ�γωνον] λìγον êχει,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν.

Π�λιν δ� τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β [τετρ�γωνον] λìγον µ� âχèτω,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: λèγω, íτι �σÔµµετρì̋ âστιν � Α
τ¨ù Β µ κει.

ΕÊ γ�ρ âστι σÔµµετρο̋ � Α τ¨ù Β, écει τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β λìγον,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. οÎκ êχει δè: οÎκ �ρα σÔµµετρì̋
âστιν � Α τ¨ù Β µ κει.

Τ� �ρα �πä τÀν µ κει συµµèτρων, καÈ τ� ác¨̋.
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Πìρισµα

ΚαÈ φανερäν âκ τÀν δεδειγµèνων êσται, íτι αÉ µ κει σÔµµετροι π�ντω̋ καÈ δυν�µει,
αÉ δà δυν�µει οÎ π�ντω̋ καÈ µ κει [εÒπερ τ� �πä τÀν µ κει συµµèτρων εÎθειÀν
τετρ�γωνα λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, τ� δà λìγον
êχοντα, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν, σÔµµετρ� âστιν. ¹στε αÉ µ κει σÔµµετροι εÎθεØαι
οÎ µìνον [εÊσÈ] µ κει σÔµµετροι, �λλ� καÈ δυν�µει.

π�λιν âπεÐ, íσα τετρ�γωνα πρä̋ �λληλα λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν, µ κει âδεÐχθη σÔµµετρα καÈ δυν�µει îντα σÔµµετρα τÀú τ�
τετρ�γωνα λìγον êχειν, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν, íσα �ρα τετρ�γωνα λìγον οÎκ
êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, �λλ� �πλÀ̋, çν �ριθµä̋ πρä̋
�ριθµìν, σÔµµετρα µàν êσται αÎτ� τ� τετρ�γωνα δυν�µει, οÎκèτι δà καÈ µ κει: ¹στε
τ� µàν µ κει σÔµµετρα π�ντω̋ καÈ δυν�µει, τ� δà δυν�µει οÎ π�ντω̋ καÈ µ κει, εÊ
µ� καÈ λìγον êχοιεν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν.

λèγω δ , íτι [καÈ] αÉ µ κει �σÔµµετροι οÎ π�ντω̋ καÈ δυν�µει, âπειδ περ αÉ δυν�µει
σÔµµετροι δÔνανται λìγον µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν,
καÈ δι� τοÜτο δυν�µει οÞσαι σÔµµετροι µ κει εÊσÈν �σÔµµετροι. ¹στε οÎχ αÉ τÀú µ κει
�σÔµµετροι π�ντω̋ καÈ δυν�µει, �λλ� δÔνανται µ κει οÞσαι �σÔµµετροι δυν�µει εÚναι
καÈ �σÔµµετροι καÈ σÔµµετροι.

αÉ δà δυν�µει �σÔµµετροι π�ντω̋ καÈ µ κει �σÔµµετροι: εÊ γ�ρ [εÊσι] µ κει
σÔµµετροι, êσονται καÈ δυν�µει σÔµµετροι. Íπìκεινται δà καÈ �σÔµµετροι: íπερ
�τοπον. αÉ �ρα δυν�µει �σÔµµετροι π�ντω̋ καÈ µ κει].

Λ¨µµα

∆èδεικται âν τοØ̋ �ριθµητικοØ̋, íτι οÉ íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÈ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον
êχουσιν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, καÈ íτι, â�ν δÔο �ριθµοÈ
πρä̋ �λλ λου̋ λìγον êχωσιν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν,
íµοιοÐ εÊσιν âπÐπεδοι. καÈ δ¨λον âκ τοÔτων, íτι οÉ µ� íµοιοι âπÐπεδοι �ριθµοÐ, τουτèστιν
οÉ µ� �ν�λογον êχοντε̋ τ�̋ πλευρ�̋, πρä̋ �λλ λου̋ λìγον οÎκ êχουσιν, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. εÊ γ�ρ écουσιν, íµοιοι âπÐπεδοι êσονται: íπερ
οÎχ Íπìκειται. οÉ �ρα µ� íµοιοι âπÐπεδοι πρä̋ �λλ λου̋ λìγον οÎκ êχουσιν, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν.

X.10

Τ¨ù προτεθεÐσηù εÎθεÐαø προσευρεØν δÔο εÎθεÐα̋ �συµµèτρου̋, τ�ν µàν µ κει µìνον, τ�ν
δà καÈ δυν�µει.

^Εστω � προτεθεØσα εÎθεØα � Α: δεØ δ� τ¨ù Α προσευρεØν δÔο εÎθεÐα̋ �συµµèτρου̋,
τ�ν µàν µ κει µìνον, τ�ν δà καÈ δυν�µει.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

ÇΕκκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο �ριθµοÈ οÉ Β, Γ πρä̋ �λλ λου̋ λìγον µ� êχοντε̋, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, τουτèστι µ� íµοιοι âπÐπεδοι, καÈ γεγονèτω
±̋ å Β πρä̋ τäν Γ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆ τετρ�γωνον:
âµ�θοµεν γ�ρ: σÔµµετρον �ρα τä �πä τ¨̋ Α τÀú �πä τ¨̋ ∆. καÈ âπεÈ å Β πρä̋ τäν
Γ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ' �ρα τä
�πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Α τ¨ù ∆ µ κει. εÊλ φθω τÀν Α, ∆ µèση �ν�λογον
� Ε: êστιν �ρα ±̋ � Α πρä̋ τ�ν ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä
τ¨̋ Ε. �σÔµµετρο̋ δè âστιν � Α τ¨ù ∆ µ κει: �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ Α
τετρ�γωνον τÀú �πä τ¨̋ Ε τετραγ¸νωú: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Α τ¨ù Ε δυν�µει.

Τ¨ù �ρα προτεθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù Α προσεÔρηνται δÔο εÎθεØαι �σÔµµετροι αÉ ∆, Ε,
µ κει µàν µìνον � ∆, δυν�µει δà καÈ µ κει δηλαδ� � Ε [íπερ êδει δεØcαι].

X.11

ÇΕ�ν τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον ªù, τä δà πρÀτον τÀú δευτèρωú σÔµµετρον ªù, καÈ τä
τρÐτον τÀú τετ�ρτωú σÔµµετρον êσται: κ�ν τä πρÀτον τÀú δευτèρωú �σÔµµετρον ªù, καÈ
τä τρÐτον τÀú τετ�ρτωú �σÔµµετρον êσται.

Α

Β

Γ

∆

^Εστωσαν τèσσαρα µεγèθη �ν�λογον τ� Α, Β, Γ, ∆, ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋
τä Γ πρä̋ τä ∆, τä Α δà τÀú Β σÔµµετρον êστω: λèγω, íτι καÈ τä Γ τÀú ∆ σÔµµετρον
êσται.

ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρìν âστι τä Α τÀú Β, τä Α �ρα πρä̋ τä Β λìγον êχει, çν �ριθµä̋
πρä̋ �ριθµìν. καÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆: καÈ τä Γ �ρα
πρä̋ τä ∆ λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä Γ τÀú ∆.

ÇΑλλ� δ� τä Α τÀú Β �σÔµµετρον êστω: λèγω, íτι καÈ τä Γ τÀú ∆ �σÔµµετρον êσται.
âπεÈ γ�ρ �σÔµµετρìν âστι τä Α τÀú Β, τä Α �ρα πρä̋ τä Β λìγον οÎκ êχει, çν �ριθµä̋
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πρä̋ �ριθµìν. καÐ âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β, οÕτω̋ τä Γ πρä̋ τä ∆: οÎδà τä Γ �ρα
πρä̋ τä ∆ λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä Γ τÀú ∆.

ÇΕ�ν �ρα τèσσαρα µεγèθη, καÈ τ� ác¨̋.

X.12

Τ� τÀú αÎτÀú µεγèθει σÔµµετρα καÈ �λλ λοι̋ âστÈ σÔµµετρα.
ÃΕκ�τερον γ�ρ τÀν Α, Β τÀú Γ êστω σÔµµετρον. λèγω, íτι καÈ τä Α τÀú Β âστι

σÔµµετρον.

Α Β Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρìν âστι τä Α τÀú Γ, τä Α �ρα πρä̋ τä Γ λìγον êχει, çν �ριθµä̋
πρä̋ �ριθµìν. âχèτω, çν å ∆ πρä̋ τäν Ε. π�λιν, âπεÈ σÔµµετρìν âστι τä Γ τÀú Β, τä
Γ �ρα πρä̋ τä Β λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν. âχèτω, çν å Ζ πρä̋ τäν Η.
καÈ λìγων δοθèντων åποσωνοÜν τοÜ τε, çν êχει å ∆ πρä̋ τäν Ε, καÈ å Ζ πρä̋ τäν
Η εÊλ φθωσαν �ριθµοÈ ác¨̋ âν τοØ̋ δοθεØσι λìγοι̋ οÉ Θ, Κ, Λ: ¹στε εÚναι ±̋ µàν τäν
∆ πρä̋ τäν Ε, οÕτω̋ τäν Θ πρä̋ τäν Κ, ±̋ δà τäν Ζ πρä̋ τäν Η, οÕτω̋ τäν Κ πρä̋
τäν Λ.

ÇΕπεÈ οÞν âστιν ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ å ∆ πρä̋ τäν Ε, �λλ' ±̋ å ∆ πρä̋ τäν
Ε, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ, êστιν �ρα καÈ ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ.
π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ τä Γ πρä̋ τä Β, οÕτω̋ å Ζ πρä̋ τäν Η, �λλ' ±̋ å Ζ πρä̋ τäν Η,
[οÕτω̋] å Κ πρä̋ τäν Λ, καÈ ±̋ �ρα τä Γ πρä̋ τä Β, οÕτω̋ å Κ πρä̋ τäν Λ. êστι δà
καÈ ±̋ τä Α πρä̋ τä Γ, οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Κ: δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ τä Α πρä̋ τä Β,
οÕτω̋ å Θ πρä̋ τäν Λ. τä Α �ρα πρä̋ τä Β λìγον êχει, çν �ριθµä̋ å Θ πρä̋ �ριθµäν
τäν Λ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä Α τÀú Β.

Τ� �ρα τÀú αÎτÀú µεγèθει σÔµµετρα καÈ �λλ λοι̋ âστÈ σÔµµετρα: íπερ êδει δεØcαι.

X.13

ÇΕ�ν ªù δÔο µεγèθη σÔµµετρα, τä δà éτερον αÎτÀν µεγèθει τινÈ �σÔµµετρον ªù, καÈ τä
λοιπäν τÀú αÎτÀú �σÔµµετρον êσται.

^Εστω δÔο µεγèθη σÔµµετρα τ� Α, Β, τä δà éτερον αÎτÀν τä Α �λλωú τινÈ τÀú Γ
�σÔµµετρον êστω: λèγω, íτι καÈ τä λοιπäν τä Β τÀú Γ �σÔµµετρìν âστιν.
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Α

Β

Γ

ΕÊ γ�ρ âστι σÔµµετρον τä Β τÀú Γ, �λλ� καÈ τä Α τÀú Β σÔµµετρìν âστιν, καÈ
τä Α �ρα τÀú Γ σÔµµετρìν âστιν. �λλ� καÈ �σÔµµετρον: íπερ �δÔνατον. οÎκ �ρα
σÔµµετρìν âστι τä Β τÀú Γ: �σÔµµετρον �ρα.

ÇΕ�ν �ρα ªù δÔο µεγèθη σÔµµετρα, καÈ τ� ác¨̋.

Λ¨µµα

∆Ôο δοθεισÀν εÎθειÀν �νÐσων εÍρεØν, τÐνι µεØζον δÔναται � µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋.
^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι δÔο �νισοι εÎθεØαι αÉ ΑΒ, Γ, Áν µεÐζων êστω � ΑΒ: δεØ δ�

εÍρεØν, τÐνι µεØζον δÔναται � ΑΒ τ¨̋ Γ.
Γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä Α∆Β, καÈ εÊ̋ αÎτä âνηρµìσθω τ¨ù Γ Òση �

Α∆, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Β. φανερäν δ , íτι æρθ  âστιν � Íπä Α∆Β γωνÐα, καÈ íτι

b

Α Β

Γ

∆

� ΑΒ τ¨̋ Α∆, τουτèστι τ¨̋ Γ, µεØζον δÔναται τ¨ù ∆Β.
ÃΟµοÐω̋ δà καÈ δÔο δοθεισÀν εÎθειÀν � δυναµèνη αÎτ�̋ εÍρÐσκεται οÕτω̋.
^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι δÔο εÎθεØαι αÉ Α∆, ∆Β, καÈ δèον êστω εÍρεØν τ�ν δυναµèνην

αÎτ�̋. κεÐσθωσαν γ�ρ, ¹στε æρθ�ν γωνÐαν περιèχειν τ�ν Íπä Α∆, ∆Β, καÈ âπεζεÔχθω
� ΑΒ: φανερäν π�λιν, íτι � τ�̋ Α∆, ∆Β δυναµèνη âστÈν � ΑΒ: íπερ êδει δεØcαι.

X.14

ÇΕ�ν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, δÔνηται δà � πρ¸τη τ¨̋ δευτèρα̋ µεØζον τÀú
�πä συµµèτρου áαυτ¨ù [µ κει], καÈ � τρÐτη τ¨̋ τετ�ρτη̋ µεØζον δυν σεται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù [µ κει]. καÈ â�ν � πρ¸τη τ¨̋ δευτèρα̋ µεØζον δÔνηται τÀú �πä
�συµµèτρου áαυτ¨ù [µ κει], καÈ � τρÐτη τ¨̋ τετ�ρτη̋ µεØζον δυν σεται τÀú �πä �συµµèτρου
áαυτ¨ù [µ κει].

^Εστωσαν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον αÉ Α, Β, Γ, ∆, ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ �
Γ πρä̋ τ�ν ∆, καÈ � Α µàν τ¨̋ Β µεØζον δυν�σθω τÀú �πä τ¨̋ Ε, � δà Γ τ¨̋ ∆ µεØζον
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δυν�σθω τÀú �πä τ¨̋ Ζ: λèγω, íτι, εÒτε σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù Ε, σÔµµετρì̋ âστι
καÈ � Γ τ¨ù Ζ, εÒτε �σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù Ε, �σÔµµετρì̋ âστι καÈ � Γ τ¨ù Ζ.

Α
Β

Γ

∆
Ε

Ζ

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β,
οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν ∆, êστιν �ρα καÈ ±̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β, οÕτω̋

τä �πä τ¨̋ Γ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ Α Òσα âστÈ τ� �πä τÀν Ε, Β,
τÀú δà �πä τ¨̋ Γ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ∆, Ζ. êστιν �ρα ±̋ τ� �πä τÀν Ε, Β πρä̋ τä
�πä τ¨̋ Β, οÕτω̋ τ� �πä τÀν ∆, Ζ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆: διελìντι �ρα âστÈν ±̋ τä �πä
τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ζ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆: êστιν �ρα καÈ ±̋ �
Ε πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Ζ πρä̋ τ�ν ∆: �ν�παλιν �ρα âστÈν ±̋ � Β πρä̋ τ�ν Ε, οÕτω̋
� ∆ πρä̋ τ�ν Ζ. êστι δà καÈ ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν ∆: δÐ Òσου �ρα
âστÈν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Ε, οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν Ζ. εÒτε οÞν σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù Ε,
σÔµµετρì̋ âστι καÈ � Γ τ¨ù Ζ, εÒτε �σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù Ε, �σÔµµετρì̋ âστι καÈ
� Γ τ¨ù Ζ.

ÇΕ�ν �ρα, καÈ τ� ác¨̋.

X.15

ÇΕ�ν δÔο µεγèθη σÔµµετρα συντεθ¨ù, καÈ τä íλον áκατèρωú αÎτÀν σÔµµετρον êσται:
κ�ν τä íλον áνÈ αÎτÀν σÔµµετρον ªù, καÈ τ� âc �ρχ¨̋ µεγèθη σÔµµετρα êσται.

ΣυγκεÐσθω γ�ρ δÔο µεγèθη σÔµµετρα τ� ΑΒ, ΒΓ: λèγω, íτι καÈ íλον τä ΑΓ
áκατèρωú τÀν ΑΒ, ΒΓ âστι σÔµµετρον.

b b b

Α Β Γ

∆

ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρ� âστι τ� ΑΒ, ΒΓ, µετρ σει τι αÎτ� µèγεθο̋. µετρεÐτω, καÈ
êστω τä ∆. âπεÈ οÞν τä ∆ τ� ΑΒ, ΒΓ µετρεØ, καÈ íλον τä ΑΓ µετρ σει. µετρεØ δà
καÈ
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τ� ΑΒ, ΒΓ. τä ∆ �ρα τ� ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ µετρεØ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΑΓ áκατèρωú
τÀν ΑΒ, ΒΓ.

ÇΑλλ� δ� τä ΑΓ êστω σÔµµετρον τÀú ΑΒ: λèγω δ , íτι καÈ τ� ΑΒ, ΒΓ σÔµµετρ�
âστιν.

ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρ� âστι τ� ΑΓ, ΑΒ, µετρ σει τι αÎτ� µèγεθο̋. µετρεÐτω, καÈ
êστω τä ∆. âπεÈ οÞν τä ∆ τ� ΓΑ, ΑΒ µετρεØ, καÈ λοιπäν �ρα τä ΒΓ µετρ σει. µετρεØ
δà καÈ τä ΑΒ: τä ∆ �ρα τ� ΑΒ, ΒΓ µετρ σει: σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� ΑΒ, ΒΓ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο µεγèθη, καÈ τ� ác¨̋.

X.16

ÇΕ�ν δÔο µεγèθη �σÔµµετρα συντεθ¨ù, καÈ τä íλον áκατèρωú αÎτÀν �σÔµµετρον êσται:
κ�ν τä íλον áνÈ αÎτÀν �σÔµµετρον ªù, καÈ τ� âc �ρχ¨̋ µεγèθη �σÔµµετρα êσται.

ΣυγκεÐσθω γ�ρ δÔο µεγèθη �σÔµµετρα τ� ΑΒ, ΒΓ: λèγω, íτι καÈ íλον τä ΑΓ
áκατèρωú τÀν ΑΒ, ΒΓ �σÔµµετρìν âστιν.

b

b

b

Α

Β

Γ

∆

ΕÊ γ�ρ µ  âστιν �σÔµµετρα τ� ΓΑ, ΑΒ, µετρ σει τι [αÎτ�] µèγεθο̋. µετρεÐτω, εÊ
δυνατìν, καÈ êστω τä ∆. âπεÈ οÞν τä ∆ τ� ΓΑ, ΑΒ µετρεØ, καÈ λοιπäν �ρα τä ΒΓ
µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τä ΑΒ: τä ∆ �ρα τ� ΑΒ, ΒΓ µετρεØ. σÔµµετρα �ρα âστÈ
τ� ΑΒ, ΒΓ: Íπèκειντο δà καÈ �σÔµµετρα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τ� ΓΑ, ΑΒ
µετρ σει τι µèγεθο̋: �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� ΓΑ, ΑΒ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ
τ� ΑΓ, ΓΒ �σÔµµετρ� âστιν. τä ΑΓ �ρα áκατèρωú τÀν ΑΒ, ΒΓ �σÔµµετρìν âστιν.

ÇΑλλ� δ� τä ΑΓ áνÈ τÀν ΑΒ, ΒΓ �σÔµµετρον êστω. êστω δ� πρìτερον τÀú ΑΒ:
λèγω, íτι καÈ τ� ΑΒ, ΒΓ �σÔµµετρ� âστιν. εÊ γ�ρ êσται σÔµµετρα, µετρ σει τι αÎτ�
µèγεθο̋. µετρεÐτω, καÈ êστω τä ∆. âπεÈ οÞν τä ∆ τ� ΑΒ, ΒΓ µετρεØ, καÈ íλον �ρα
τä ΑΓ µετρ σει. µετρεØ δà καÈ τä ΑΒ: τä ∆ �ρα τ� ΓΑ, ΑΒ µετρεØ. σÔµµετρα �ρα
âστÈ τ� ΓΑ, ΑΒ: Íπèκειτο δà καÈ �σÔµµετρα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τ� ΑΒ,
ΒΓ µετρ σει τι µèγεθο̋: �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� ΑΒ, ΒΓ.

ÇΕ�ν �ρα δÔο µεγèθη, καÈ τ� ác¨̋.
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Λ¨µµα

ÇΕ�ν παρ� τινα εÎθεØαν παραβληθ¨ù παραλληλìγραµµον âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú,
τä παραβληθàν Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν âκ τ¨̋ παραβολ¨̋ γενοµèνων τµηµ�των τ¨̋
εÎθεÐα̋.

b bb

b

Α Β
Γ

∆

Παρ� γ�ρ εÎθεØαν τ�ν ΑΒ παραβεβλ σθω παραλληλìγραµµον τä Α∆ âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú τÀú ∆Β: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä Α∆ τÀú Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ.

ΚαÐ âστιν αÎτìθεν φανερìν: âπεÈ γ�ρ τετρ�γωνìν âστι τä ∆Β, Òση âστÈν � ∆Γ τ¨ù
ΓΒ, καÐ âστι τä Α∆ τä Íπä τÀν ΑΓ, Γ∆, τουτèστι τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ.

ÇΕ�ν �ρα παρ� τινα εÎθεØαν, καÈ τ� ác¨̋.

X.17

ÇΕ�ν Âσι δÔο εÎθεØαι �νισοι, τÀú δà τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ Òσον παρ� τ�ν
µεÐζονα παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú καÈ εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρ¨ù µ κει, �
µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δυν σεται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù [µ κει]. καÈ â�ν �
µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔνηται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù [µ κει], τÀú δà τετ�ρτωú
τοÜ �πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ Òσον παρ� τ�ν µεÐζονα παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú,
εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ µ κει.

b bbbb

Α

Β Γ
∆ΕΖ

^Εστωσαν δÔο εÎθεØαι �νισοι αÉ Α, ΒΓ, Áν µεÐζων � ΒΓ, τÀú δà τετ�ρτωú µèρει τοÜ
�πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ τ¨̋ Α, τουτèστι τÀú �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τ¨̋ Α, Òσον παρ� τ�ν ΒΓ
παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä Íπä τÀν Β∆, ∆Γ, σÔµµετρο̋
δà êστω � Β∆ τ¨ù ∆Γ µ κει: λèγω, íτι � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου
áαυτ¨ù.
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Τετµ σθω γ�ρ � ΒΓ δÐχα κατ� τä Ε σηµεØον, καÈ κεÐσθω τ¨ù ∆Ε Òση � ΕΖ. λοιπ�
�ρα � ∆Γ Òση âστÈ τ¨ù ΒΖ. καÈ âπεÈ εÎθεØα � ΒΓ τèτµηται εÊ̋ µàν Òσα κατ� τä Ε, εÊ̋
δà �νισα κατ� τä ∆, τä �ρα Íπä Β∆, ∆Γ περιεχìµενον æρθογ¸νιον µετ� τοÜ �πä
τ¨̋ Ε∆ τετραγ¸νου Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΓ τετραγ¸νωú: καÈ τ� τετραπλ�σια: τä
�ρα τετρ�κι̋ Íπä τÀν Β∆, ∆Γ µετ� τοÜ τετραπλασÐου τοÜ �πä τ¨̋ ∆Ε Òσον âστÈ τÀú
τετρ�κι̋ �πä τ¨̋ ΕΓ τετραγ¸νωú. �λλ� τÀú µèν τετραπλασÐωú τοÜ Íπä τÀν Β∆, ∆Γ
Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον, τÀú δà τετραπλασÐωú τοÜ �πä τ¨̋ ∆Ε Òσον âστÈ
τä �πä τ¨̋ ∆Ζ τετρ�γωνον: διπλασÐων γ�ρ âστιν � ∆Ζ τ¨̋ ∆Ε. τÀú δà τετραπλασÐωú
τοÜ �πä τ¨̋ ΕΓ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΓ τετρ�γωνον: διπλασÐων γ�ρ âστι π�λιν � ΒΓ
τ¨̋ ΓΕ. τ� �ρα �πä τÀν Α, ∆Ζ τετρ�γωνα Òσα âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΒΓ τετραγ¸νωú: ¹στε
τä �πä τ¨̋ ΒΓ τοÜ �πä τ¨̋ Α µεØζìν âστι τÀú �πä τ¨̋ ∆Ζ: � ΒΓ �ρα τ¨̋ Α µεØζον
δÔναται τ¨ù ∆Ζ. δεικτèον, íτι καÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ τ¨ù ∆Ζ. âπεÈ γ�ρ σÔµµετρì̋
âστιν � Β∆ τ¨ù ∆Γ µ κει, σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ΒΓ τ¨ù Γ∆ µ κει. �λλ� � Γ∆ ταØ̋
Γ∆, ΒΖ âστι σÔµµετρο̋ µ κει: Òση γ�ρ âστιν � Γ∆ τ¨ù ΒΖ. καÈ � ΒΓ �ρα σÔµµετρì̋
âστι ταØ̋ ΒΖ, Γ∆ µ κει: ¹στε καÈ λοιπ¨ù τ¨ù Ζ∆ σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ µ κει: � ΒΓ
�ρα τ¨̋ Α µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.

ÇΑλλ� δ� � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον δυν�σθω τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, τÀú δà τετ�ρτωú τοÜ
�πä τ¨̋ Α Òσον παρ� τ�ν ΒΓ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä
Íπä τÀν Β∆, ∆Γ. δεικτèον, íτι σÔµµετρì̋ âστιν � Β∆ τ¨ù ∆Γ µ κει.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον
δÔναται τÀú �πä τ¨̋ Ζ∆. δÔναται δà � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.
σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΓ τ¨ù Ζ∆ µ κει: ¹στε καÈ λοιπ¨ù συναµφοτèρωú τ¨ù ΒΖ, ∆Γ
σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ µ κει. �λλ� συναµφìτερο̋ � ΒΖ, ∆Γ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ∆Γ
[µ κει]. ¹στε καÈ � ΒΓ τ¨ù Γ∆ σÔµµετρì̋ âστι µ κει: καÈ διελìντι �ρα � Β∆ τ¨ù ∆Γ
âστι σÔµµετρο̋ µ κει.

ÇΕ�ν �ρα Âσι δÔο εÎθεØαι �νισοι, καÈ τ� ác¨̋.

X.18

ÇΕ�ν Âσι δÔο εÎθεØαι �νισοι, τÀú δà τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ Òσον παρ�
τ�ν µεÐζονα παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρ¨ù
[µ κει], � µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δυν σεται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ
â�ν � µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔνηται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, τÀú δà τετ�ρτωú
τοÜ �πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ Òσον παρ� τ�ν µεÐζονα παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú,
εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ [µ κει].
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b bbbb

Α

Β Γ
∆ΕΖ

^εστωσαν δÔο εÎθεØαι �νισοι αÉ Α, ΒΓ, Áν µεÐζων � ΒΓ, τÀú δà τετ�ρτωú [µèρει] τοÜ
�πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ τ¨̋ Α Òσον παρ� τ�ν ΒΓ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú,
καÈ êστω τä Íπä τÀν Β∆Γ, �σÔµµετρο̋ δà êστω � Β∆ τ¨ù ∆Γ µ κει: λèγω, íτι � ΒΓ
τ¨̋ Α µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων τÀú πρìτερον åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι � ΒΓ τ¨̋
Α µεØζον δÔναται τÀú �πä τ¨̋ Ζ∆. δεικτèον [οÞν], íτι �σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ τ¨ù ∆Ζ
µ κει. âπεÈ γ�ρ �σÔµµετρì̋ âστιν � Β∆ τ¨ù ∆Γ µ κει, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ΒΓ
τ¨ù Γ∆ µ κει. �λλ� � ∆Γ σÔµµετρì̋ âστι συναµφοτèραι̋ ταØ̋ ΒΖ, ∆Γ: καÈ � ΒΓ �ρα
�σÔµµετρì̋ âστι συναµφοτèραι̋ ταØ̋ ΒΖ, ∆Γ. ¹στε καÈ λοιπ¨ù τ¨ù Ζ∆ �σÔµµετρì̋
âστιν � ΒΓ µ κει. καÈ � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον δÔναται τÀú �πä τ¨̋ Ζ∆: � ΒΓ �ρα τ¨̋ Α
µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù.

∆υν�σθω δ� π�λιν � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, τÀú δà τετ�ρτωú
τοÜ �πä τ¨̋ Α Òσον παρ� τ�ν ΒΓ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω
τä Íπä τÀν Β∆, ∆Γ. δεικτèον, íτι �σÔµµετρì̋ âστιν � Β∆ τ¨ù ∆Γ µ κει.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων åµοÐω̋ δεÐcοµεν, íτι � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον
δÔναται τÀú �πä τ¨̋ Ζ∆. �λλ� � ΒΓ τ¨̋ Α µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù.
�σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΓ τ¨ù Ζ∆ µ κει: ¹στε καÈ λοιπ¨ù συναµφοτèρωú τ¨ù ΒΖ,
∆Γ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ. �λλ� συναµφìτερο̋ � ΒΖ, ∆Γ τ¨ù ∆Γ σÔµµετρì̋ âστι
µ κει: καÈ � ΒΓ �ρα τ¨ù ∆Γ �σÔµµετρì̋ âστι µ κει: ¹στε καÈ διελìντι � Β∆ τ¨ù ∆Γ
�σÔµµετρì̋ âστι µ κει.

ÇΕ�ν �ρα Âσι δÔο εÎθεØαι, καÈ τ� ác¨̋.

Λ¨µµα

ÇΕπεÈ δèδεικται, íτι αÉ µ κει σÔµµετροι π�ντω̋ καÈ δυν�µει [εÊσÈ σÔµµετροι], αÉ
δà δυν�µει οÎ π�ντω̋ καÈ µ κει, �λλ� δ� δÔνανται µ κει καÈ σÔµµετροι εÚναι καÈ
�σÔµµετροι, φανερìν, íτι, â�ν τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù σÔµµετρì̋ τι̋ ªù µ κει, λèγεται
ûητ� καÈ σÔµµετρο̋ αÎτ¨ù οÎ µìνον µ κει, �λλ� καÈ δυν�µει, âπεÈ αÉ µ κει σÔµµετροι
π�ντω̋ καÈ δυν�µει. â�ν δà τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù σÔµµετρì̋ τι̋ ªù δυν�µει, εÊ µàν
καÈ µ κει, λèγεται καÈ οÕτω̋ ûητ� καÈ σÔµµετρο̋ αÎτ¨ù µ κει καÈ δυν�µει: εÊ δà τ¨ù
âκκειµèνηù π�λιν ûητ¨ù σÔµµετρì̋ τι̋ οÞσα δυν�µει µ κει αÎτ¨ù ªù �σÔµµετρο̋, λèγεται
καÈ οÕτω̋ ûητ� δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋.
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X.19

Τä Íπä ûητÀν µ κει συµµèτρων κατ� τινα τÀν προειρηµèνων τρìπων εÎθειÀν περιεχìµενον
æρθογ¸νιον ûητìν âστιν.

ÃΥπä γ�ρ ûητÀν µ κει συµµèτρων εÎθειÀν τÀν ΑΒ, ΒΓ æρθογ¸νιον περιεχèσθω τä
ΑΓ: λèγω, íτι ûητìν âστι τä ΑΓ.

Α Β

Γ

∆

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆: ûητäν �ρα âστÈ τä Α∆. καÈ
âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει, Òση δè âστιν � ΑΒ τ¨ù Β∆, σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � Β∆ τ¨ù ΒΓ µ κει. καÐ âστιν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä ∆Α πρä̋ τä ΑΓ.
σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ∆Α τÀú ΑΓ. ûητäν δà τä ∆Α: ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä ΑΓ.

Τä �ρα Íπä ûητÀν µ κει συµµèτρων, καÈ τ� ác¨̋.

X.20

ÇΕ�ν ûητäν παρ� ûητ�ν παραβληθ¨ù, πλ�το̋ ποιεØ ûητ�ν καÈ σÔµµετρον τ¨ù, παρ' �ν
παρ�κειται, µ κει.

ÃΡητäν γ�ρ τä ΑΓ παρ� ûητ�ν κατ� τινα π�λιν τÀν προειρηµèνων τρìπων τ�ν ΑΒ
παραβεβλ σθω πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΒΓ: λèγω, íτι ûητ  âστιν � ΒΓ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù
ΒΑ µ κει.
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ΑΒ

Γ

∆

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆: ûητäν �ρα âστÈ τä Α∆. ûητäν
δà καÈ τä ΑΓ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ∆Α τÀú ΑΓ. καÐ âστιν ±̋ τä ∆Α πρä̋ τä ΑΓ,
οÕτω̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΓ. σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ∆Β τ¨ù ΒΓ: Òση δà � ∆Β τ¨ù ΒΑ:
σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ΑΒ τ¨ù ΒΓ. ûητ� δè âστιν � ΑΒ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΒΓ καÈ
σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΒ µ κει.

ÇΕ�ν �ρα ûητäν παρ� ûητ�ν παραβληθ¨ù, καÈ τ� ác¨̋.

X.21

Τä Íπä ûητÀν δυν�µει µìνον συµµèτρων εÎθειÀν περιεχìµενον æρθογ¸νιον �λογìν
âστιν, καÈ � δυναµèνη αÎτä �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω δà µèση.

ÃΥπä γ�ρ ûητÀν δυν�µει µìνον συµµèτρων εÎθειÀν τÀν ΑΒ, ΒΓ æρθογ¸νιον περιεχèσθω
τä ΑΓ: λèγω, íτι �λογìν âστι τä ΑΓ, καÈ � δυναµèνη αÎτä �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω
δà µèση.
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ΑΒ

Γ

∆

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆: ûητäν �ρα âστÈ τä Α∆. καÈ
âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει: δυν�µει γ�ρ µìνον Íπìκεινται σÔµµετροι:
Òση δà � ΑΒ τ¨ù Β∆, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ∆Β τ¨ù ΒΓ µ κει. καÐ âστιν ±̋ �
∆Β πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä Α∆ πρä̋ τä ΑΓ: �σÔµµετρον �ρα [âστÈ] τä ∆Α τÀú ΑΓ.
ûητäν δà τä ∆Α: �λογον �ρα âστÈ τä ΑΓ: ¹στε καÈ � δυναµèνη τä ΑΓ [τουτèστιν �
Òσον αÎτÀú τετρ�γωνον δυναµèνη] �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω δà µèση: íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

ÇΕ�ν Âσι δÔο εÎθεØαι, êστιν ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν δευτèραν, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋
πρ¸τη̋ πρä̋ τä Íπä τÀν δÔο εÎθειÀν.

^Εστωσαν δÔο εÎθεØαι αÉ ΖΕ, ΕΗ. λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΖΕ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋
τä �πä τ¨̋ ΖΕ πρä̋ τä Íπä τÀν ΖΕ, ΕΗ.

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΖΕ τετρ�γωνον τä ∆Ζ, καÈ συµπεπληρ¸σθω τä Η∆.
âπεÈ οÞν âστιν ±̋ � ΖΕ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ τä Ζ∆ πρä̋
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∆

Ε
Ζ Η

τä ∆Η, καÐ âστι τä µàν Ζ∆ τä �πä τ¨̋ ΖΕ, τä δà ∆Η τä Íπä τÀν ∆Ε, ΕΗ, τουτèστι
τä Íπä τÀν ΖΕ, ΕΗ, êστιν �ρα ±̋ � ΖΕ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΕ πρä̋ τä Íπä
τÀν ΖΕ, ΕΗ. åµοÐω̋ δà καÈ ±̋ τä Íπä τÀν ΗΕ, ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ, τουτèστιν
±̋ τä Η∆ πρä̋ τä Ζ∆, οÕτω̋ � ΗΕ πρä̋ τ�ν ΕΖ: íπερ êδει δεØcαι.

X.22

Τä �πä µèση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ ûητ�ν καÈ �σÔµµετρον τ¨ù,
παρ' �ν παρ�κειται, µ κει.

^Εστω µèση µàν � Α, ûητ� δà � ΓΒ, καÈ τÀú �πä τ¨̋ Α Òσον παρ� τ�ν ΒΓ παραβεβλ σθω
χωρÐον æρθογ¸νιον τä Β∆ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν Γ∆: λèγω, íτι ûητ  âστιν � Γ∆ καÈ
�σÔµµετρο̋ τ¨ù ΓΒ µ κει.

ÇΕπεÈ γ�ρ µèση âστÈν � Α, δÔναται χωρÐον περιεχìµενον Íπä ûητÀν δυν�µει µìνον
συµµèτρων. δυν�σθω τä ΗΖ.

Α

Β

Γ ∆

Ε Ζ

Η

δÔναται δà καÈ τä Β∆: Òσον �ρα âστÈ τä Β∆ τÀú ΗΖ. êστι δà αÎτÀú καÈ Êσογ¸νιον:
τÀν δà Òσων τε καÈ ÊσογωνÐων παραλληλογρ�µµων �ντιπεπìνθασιν αÉ πλευραÈ αÉ περÈ



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 269

τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋: �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν
Γ∆. êστιν �ρα καÈ ±̋ τä �πä τ¨̋

ΒΓ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΕΗ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Γ∆. σÔµµετρον
δè âστι τä �πä τ¨̋ ΓΒ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ: ûητ� γ�ρ âστιν áκατèρα αÎτÀν: σÔµµετρον
�ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΕΖ τÀú �πä τ¨̋ Γ∆. ûητäν δè âστι τä �πä τ¨̋ ΕΖ: ûητäν �ρα
âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ Γ∆: ûητ� �ρα âστÈν � Γ∆. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΕΖ τ¨ù
ΕΗ µ κει: δυν�µει γ�ρ µìνον εÊσÈ σÔµµετροι: ±̋ δà � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ τä
�πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä Íπä τÀν ΖΕ, ΕΗ, �σÔµµετρον �ρα [âστÈ] τä �πä τ¨̋ ΕΖ τÀú Íπä
τÀν ΖΕ, ΕΗ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΕΖ σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ Γ∆: ûηταÈ γ�ρ εÊσι
δυν�µει: τÀú δà Íπä τÀν ΖΕ, ΕΗ σÔµµετρìν âστι τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: Òσα γ�ρ âστι τÀú
�πä τ¨̋ Α: �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ Γ∆ τÀú Íπä τÀν ∆Γ, ΓΒ. ±̋ δà τä
�πä τ¨̋ Γ∆ πρä̋ τä Íπä τÀν ∆Γ, ΓΒ, οÕτω̋ âστÈν � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΒ: �σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ∆Γ τ¨ù ΓΒ µ κει. ûητ� �ρα âστÈν � Γ∆ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΓΒ µ κει:
íπερ êδει δεØcαι.

X.23

ÃΗ τ¨ù µèσηù σÔµµετρο̋ µèση âστÐν.
^Εστω µèση � Α, καÈ τ¨ù Α σÔµµετρο̋ êστω � Β: λèγω, íτι καÈ � Β µèση âστÐν.

Α Β

Γ

∆Ε Ζ

ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � Γ∆, καÈ τÀú µàν
�πä τ¨̋ Α Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω χωρÐον æρθογ¸νιον τä ΓΕ πλ�το̋

ποιοÜν τ�ν Ε∆: ûητ� �ρα âστÈν � Ε∆ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. τÀú δà �πä τ¨̋ Β
Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω χωρÐον æρθογ¸νιον τä ΓΖ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Ζ.
âπεÈ οÞν σÔµµετρì̋ âστιν � Α τ¨ù Β, σÔµµετρìν âστι καÈ τä �πä τ¨̋ Α τÀú �πä τ¨̋ Β.
�λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ Α Òσον âστÈ τä ΕΓ, τÀú δà �πä τ¨̋ Β Òσον âστÈ τä ΓΖ: σÔµµετρον
�ρα âστÈ τä ΕΓ τÀú ΓΖ. καÐ âστιν ±̋ τä ΕΓ πρä̋ τä ΓΖ, οÕτω̋ � Ε∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ:
σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Ε∆ τ¨ù ∆Ζ µ κει. ûητ� δè âστιν � Ε∆ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù
∆Γ µ κει: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ∆Ζ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Γ µ κει: αÉ Γ∆, ∆Ζ �ρα
ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. � δà τä Íπä ûητÀν δυν�µει µìνον συµµèτρων
δυναµèνη µèση âστÐν. � �ρα τä Íπä τÀν Γ∆, ∆Ζ δυναµèνη µèση âστÐν: καÈ δÔναται
τä Íπä τÀν Γ∆, ∆Ζ � Β: µèση �ρα âστÈν � Β.
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Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι τä τÀú µèσωú χωρÐωú σÔµµετρον µèσον âστÐν. [δÔνανται
γ�ρ αÎτ� εÎθεØαι, αÑ εÊσι δυν�µει σÔµµετροι, Áν � áτèρα µèση: ¹στε καÈ � λοιπ� µèση
âστÐν.]

ÃΩσαÔτω̋ δà τοØ̋ âπÈ τÀν ûητÀν εÊρηµèνοι̋ καÈ âπÈ τÀν µèσων âcακολουθεØ, τ�ν τ¨ù
µèσηù µ κει σÔµµετρον λèγεσθαι µèσην καÈ σÔµµετρον αÎτ¨ù µ� µìνον µ κει, �λλ� καÈ
δυν�µει, âπειδ περ καθìλου αÉ µ κει σÔµµετροι π�ντω̋ καÈ δυν�µει. â�ν δà τ¨ù µèσηù
σÔµµετρì̋ τι̋ ªù δυν�µει, εÊ µàν καÈ µ κει, λèγονται καÈ οÕτω̋ µèσαι καÈ σÔµµετροι
µ κει καÈ δυν�µει, εÊ δà δυν�µει µìνον, λèγονται µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι.

X.24

Τä Íπä µèσων µ κει συµµèτρων εÎθειÀν κατ� τινα τÀν εÊρηµèνων τρìπων περιεχìµενον
æρθογ¸νιον µèσον âστÐν.

ÃΥπä γ�ρ µèσων µ κει συµµèτρων εÎθειÀν τÀν ΑΒ, ΒΓ περιεχèσθω æρθογ¸νιον τä
ΑΓ: λèγω, íτι τä ΑΓ µèσον âστÐν.

Α Β

Γ

∆

ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆: µèσον �ρα âστÈ τä Α∆. καÈ
âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει, Òση δà � ΑΒ τ¨ù Β∆, σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ
καÈ � ∆Β τ¨ù ΒΓ µ κει: ¹στε καÈ τä ∆Α τÀú ΑΓ σÔµµετρìν âστιν. µèσον δà τä ∆Α:
µèσον �ρα καÈ τä ΑΓ: íπερ êδει δεØcαι.

X.25

Τä Íπä µèσων δυν�µει µìνον συµµèτρων εÎθειÀν περιεχìµενον æρθογ¸νιον ¢τοι ûητäν
£ µèσον âστÐν.

ÃΥπä γ�ρ µèσων δυν�µει µìνον συµµèτρων εÎθειÀν τÀν ΑΒ, ΒΓ æρθογ¸νιον περιεχèσθω
τä ΑΓ: λèγω, íτι τä ΑΓ ¢τοι ûητäν £ µèσον âστÐν.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνα τ� Α∆, ΒΕ: µèσον �ρα âστÈν
áκ�τερον τÀν Α∆, ΒΕ. καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ΖΗ, καÈ τÀú µàν Α∆ Òσον παρ� τ�ν
ΖΗ παραβεβλ σθω æρθογ¸νιον παραλληλìγραµµον τä ΗΘ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΖΘ,
τÀú δà ΑΓ Òσον παρ� τ�ν ΘΜ παραβεβλ σθω æρθογ¸νιον παραλληλìγραµµον τä ΜΚ
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΚ, καÈ êτι τÀú ΒΕ Òσον åµοÐω̋ παρ� τ�ν ΚΝ παραβεβλ σθω τä
ΝΛ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΚΛ: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα εÊσÈν αÉ ΖΘ, ΘΚ, ΚΛ. âπεÈ οÞν µèσον
âστÈν áκ�τερον τÀν Α∆, ΒΕ, καÐ âστιν Òσον τä µàν Α∆ τÀú ΗΘ, τä δà ΒΕ τÀú ΝΛ,
µèσον �ρα καÈ áκ�τερον τÀν ΗΘ, ΝΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΖΗ παρ�κειται: ûητ� �ρα
âστÈν áκατèρα τÀν ΖΘ, ΚΛ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΖΗ µ κει. καÈ âπεÈ σÔµµετρìν âστι
τä Α∆ τÀú ΒΕ, σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä ΗΘ τÀú ΝΛ. καÐ âστιν ±̋ τä ΗΘ πρä̋ τä
ΝΛ, οÕτω̋ � ΖΘ πρä̋ τ�ν ΚΛ: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΘ τ¨ù ΚΛ µ κει. αÉ ΖΘ, ΚΛ
�ρα ûηταÐ εÊσι µ κει σÔµµετροι: ûητäν �ρα âστÈ τä Íπä τÀν ΖΘ, ΚΛ. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � µàν ∆Β τ¨ù ΒΑ, � δà CΒ τ¨ù ΒΓ, êστιν �ρα ±̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ �
ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒC. �λλ' ±̋ µàν � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä ∆Α πρä̋ τä ΑΓ: ±̋ δà �
ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒC, οÕτω̋ τä ΑΓ πρä̋ τä ΓC: êστιν �ρα ±̋ τä ∆Α πρä̋ τä ΑΓ, οÕτω̋
τä ΑΓ πρä̋ τä ΓC. Òσον δè âστι τä µàν Α∆ τÀú ΗΘ, τä δà ΑΓ τÀú ΜΚ, τä δà ΓC τÀú
ΝΛ: êστιν �ρα ±̋ τä ΗΘ πρä̋ τä ΜΚ, οÕτω̋ τä ΜΚ πρä̋ τä ΝΛ: êστιν �ρα καÈ ±̋
� ΖΘ πρä̋ τ�ν ΘΚ, οÕτω̋ � ΘΚ πρä̋ τ�ν ΚΛ: τä �ρα Íπä τÀν ΖΘ, ΚΛ Òσον âστÈ
τÀú �πä τ¨̋ ΘΚ. ûητäν δà τä Íπä τÀν ΖΘ, ΚΛ: ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΘΚ:
ûητ� �ρα âστÈν � ΘΚ. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΖΗ µ κει, ûητìν âστι τä ΘΝ: εÊ
δà �σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΖΗ µ κει, αÉ ΚΘ, ΘΜ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι:
µèσον �ρα τä ΘΝ. τä ΘΝ �ρα ¢τοι ûητäν £ µèσον âστÐν. Òσον δà τä ΘΝ τÀú ΑΓ: τä
ΑΓ �ρα ¢τοι ûητäν £ µèσον âστÐν.

Τä �ρα Íπä µèσων δυν�µει µìνον συµµèτρων, καÈ τ� ác¨̋.

X.26

Μèσον µèσου οÎχ Íπερèχει ûητÀú.
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, µèσον τä ΑΒ µèσου τοÜ ΑΓ Íπερεχèτω ûητÀú τÀú ∆Β, καÈ âκκεÐσθω
ûητ� � ΕΖ, καÈ τÀú ΑΒ Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω παραλληλìγραµµον æρθογ¸νιον
τä ΖΘ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΘ, τÀú δà ΑΓ Òσον �φηùρ σθω τä ΖΗ: λοιπäν �ρα τä Β∆
λοιπÀú τÀú ΚΘ âστιν Òσον. ûητäν δè âστι τä ∆Β: ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä ΚΘ. âπεÈ οÞν
µèσον âστÈν áκ�τερον τÀν ΑΒ, ΑΓ, καÐ âστι τä µàν ΑΒ τÀú ΖΘ Òσον, τä δà ΑΓ τÀú ΖΗ,
µèσον �ρα καÈ áκ�τερον τÀν ΖΘ, ΖΗ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται: ûητ� �ρα
âστÈν áκατèρα τÀν ΘΕ, ΕΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. καÈ âπεÈ ûητìν âστι τä ∆Β
καÐ âστιν Òσον τÀú ΚΘ, ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä ΚΘ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται:
ûητ� �ρα âστÈν � ΗΘ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. �λλ� καÈ � ΕΗ ûητ  âστι καÈ
�σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΕΗ τ¨ù ΗΘ µ κει. καÐ âστιν ±̋ �
ΕΗ πρä̋ τ�ν ΗΘ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΗ πρä̋ τä Íπä τÀν ΕΗ, ΗΘ: �σÔµµετρον �ρα
âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΗ τÀú Íπä τÀν ΕΗ, ΗΘ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΕΗ σÔµµετρ� âστι τ�
�πä τÀν ΕΗ, ΗΘ τετρ�γωνα: ûητ� γ�ρ �µφìτερα: τÀú δà Íπä τÀν ΕΗ, ΗΘ σÔµµετρìν
âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΕΗ, ΗΘ: διπλ�σιον γ�ρ âστιν αÎτοÜ: �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� �πä
τÀν ΕΗ, ΗΘ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΕΗ, ΗΘ: καÈ συναµφìτερα �ρα τ� τε �πä τÀν ΕΗ, ΗΘ
καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΕΗ, ΗΘ, íπερ âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΘ, �σÔµµετρìν âστι τοØ̋ �πä τÀν
ΕΗ, ΗΘ. ûητ� δà τ� �πä τÀν ΕΗ, ΗΘ: �λογον �ρα τä �πä τ¨̋ ΕΘ. �λογο̋ �ρα âστÈν
� ΕΘ. �λλ� καÈ ûητ : íπερ âστÈν �δÔνατον.

Μèσον �ρα µèσου οÎχ Íπερèχει ûητÀú: íπερ êδει δεØcαι.

X.27

Μèσα̋ εÍρεØν δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ ûητäν περιεχοÔσα̋.

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ Α, Β, καÈ εÊλ φθω τÀν Α, Β
µèση �ν�λογον � Γ, καÈ γεγονèτω ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν ∆.
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ΚαÈ âπεÈ αÉ Α, Β ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, τä �ρα Íπä τÀν Α, Β,
τουτèστι τä �πä τ¨̋ Γ, µèσον âστÐν. µèση �ρα � Γ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν
Β, [οÕτω̋] � Γ πρä̋ τ�ν ∆, αÉ δà Α, Β δυν�µει µìνον [εÊσÈ] σÔµµετροι, καÈ αÉ Γ, ∆
�ρα δυν�µει µìνον εÊσÈ σÔµµετροι. καÐ âστι µèση � Γ: µèση �ρα καÈ � ∆. αÉ Γ, ∆
�ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι. λèγω, íτι καÈ ûητäν περιèχουσιν. âπεÈ γ�ρ
âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν ∆, âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν
Γ, � Β πρä̋ τ�ν ∆. �λλ' ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Γ, � Γ πρä̋ τ�ν Β: καÈ ±̋ �ρα � Γ πρä̋
τ�ν Β, οÕτω̋ � Β πρä̋ τ�ν ∆: τä �ρα Íπä τÀν Γ, ∆ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β. ûητäν
δà τä �πä τ¨̋ Β: ûητäν �ρα [âστÈ] καÈ τä Íπä τÀν Γ, ∆.

ΕÕρηνται �ρα µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι ûητäν περιèχουσαι: íπερ êδει δεØcαι.

X.28

Μèσα̋ εÍρεØν δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ µèσον περιεχοÔσα̋.
ÇΕκκεÐσθωσαν [τρεØ̋] ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ Α, Β, Γ, καÈ εÊλ φθω τÀν

Α, Β µèση �ν�λογον � ∆, καÈ γεγονèτω ±̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ, � ∆ πρä̋ τ�ν Ε.

Α

Β

Γ

∆

Ε

ÇΕπεÈ αÉ Α, Β ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, τä �ρα Íπä τÀν Α, Β, τουτèστι
τä �πä τ¨̋ ∆, µèσον âστÐν. µèση �ρα � ∆. καÈ âπεÈ αÉ Β, Γ δυν�µει µìνον εÊσÈ
σÔµµετροι, καÐ âστιν ±̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ, � ∆ πρä̋ τ�ν Ε, καÈ αÉ ∆, Ε �ρα δυν�µει
µìνον εÊσÈ σÔµµετροι. µèση δà � ∆: µèση �ρα καÈ � Ε: αÉ ∆, Ε �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει
µìνον σÔµµετροι. λèγω δ , íτι καÈ µèσον περιèχουσιν. âπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � Β πρä̋
τ�ν Γ, � ∆ πρä̋ τ�ν Ε, âναλλ�c �ρα ±̋ � Β πρä̋ τ�ν ∆, � Γ πρä̋ τ�ν Ε. ±̋ δà � Β
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πρä̋ τ�ν ∆, � ∆ πρä̋ τ�ν Α: καÈ ±̋ �ρα � ∆ πρä̋ τ�ν Α, � Γ πρä̋ τ�ν Ε: τä �ρα
Íπä τÀν Α, Γ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ∆, Ε. µèσον δà τä Íπä τÀν Α, Γ: µèσον �ρα καÈ
τä Íπä τÀν ∆, Ε.

ΕÕρηνται �ρα µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι µèσον περιèχουσαι: íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

ΕÍρεØν δÔο τετραγ¸νου̋ �ριθµοÔ̋, ¹στε καÈ τäν συγκεÐµενον âc αÎτÀν εÚναι
τετρ�γωνον.

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΒ, ΒΓ, êστωσαν δà ¢τοι �ρτιοι £ περιττοÐ. καÈ âπεÐ,
â�ν τε �πä �ρτÐου �ρτιο̋ �φαιρεθ¨ù, â�ν τε �πä περισσοÜ περισσì̋, å λοιπä̋ �ρτιì̋
âστιν, å λοιπä̋ �ρα å ΑΓ �ρτιì̋ âστιν. τετµ σθω å ΑΓ δÐχα κατ� τä ∆. êστωσαν δà
καÈ οÉ ΑΒ, ΒΓ ¢τοι íµοιοι âπÐπεδοι £ τετρ�γωνοι, οË καÈ αÎτοÈ íµοιοÐ εÊσιν âπÐπεδοι:
å �ρα âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä [τοÜ]

b bbbΑ Β
Γ∆

Γ∆ τετραγ¸νου Òσο̋ âστÈ τÀú �πä τοÜ Β∆ τετραγ¸νωú. καÐ âστι τετρ�γωνο̋ å
âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ, âπειδ περ âδεÐχθη, íτι, â�ν δÔο íµοιοι âπÐπεδοι πολλαπλασι�σαντε̋
�λλ λου̋ ποιÀσÐ τινα, å γενìµενο̋ τετρ�γωνì̋ âστιν. εÕρηνται �ρα δÔο τετρ�γωνοι
�ριθµοÈ í τε âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ καÈ å �πä τοÜ Γ∆, οË συντεθèντε̋ ποιοÜσι τäν �πä τοÜ
Β∆ τετρ�γωνον.

ΚαÈ φανερìν, íτι εÕρηνται π�λιν δÔο τετρ�γωνοι í τε �πä τοÜ Β∆ καÈ å �πä τοÜ
Γ∆, ¹στε τ�ν Íπεροχ�ν αÎτÀν τäν Íπä ΑΒ, ΒΓ εÚναι τετρ�γωνον, íταν οÉ ΑΒ, ΒΓ
íµοιοι Âσιν âπÐπεδοι. íταν δà µ� Âσιν íµοιοι âπÐπεδοι, εÕρηνται δÔο τετρ�γωνοι í τε
�πä τοÜ Β∆ καÈ å �πä τοÜ ∆Γ, Áν � Íπεροχ� å Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ οÎκ êστι τετρ�γωνο̋:
íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

ΕÍρεØν δÔο τετραγ¸νου̋ �ριθµοÔ̋, ¹στε τäν âc αÎτÀν συγκεÐµενον µ� εÚναι τετρ�γωνον.
^Εστω γ�ρ å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ, ±̋ êφαµεν, τετρ�γωνο̋, καÈ �ρτιο̋ å ΓΑ, καÈ

τετµ σθω å ΓΑ δÐχα τÀú ∆. φανερäν δ , íτι å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνο̋ µετ� τοÜ
�πä [τοÜ]

b bbb b bb bΑ Β
Γ∆ ΕΖΗ Θ

Γ∆ τετραγ¸νου Òσο̋ âστÈ τÀú �πä [τοÜ] Β∆ τετραγ¸νωú. �φηùρ σθω µον�̋ � ∆Ε:
å �ρα âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä [τοÜ] ΓΕ âλ�σσων âστÈ τοÜ �πä [τοÜ] Β∆
τετραγ¸νου. λèγω οÞν, íτι å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνο̋ µετ� τοÜ �πä [τοÜ] ΓΕ
οÎκ êσται τετρ�γωνο̋.
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ΕÊ γ�ρ êσται τετρ�γωνο̋, ¢τοι Òσο̋ âστÈ τÀú �πä [τοÜ] ΒΕ £ âλ�σσων τοÜ �πä
[τοÜ] ΒΕ, οÎκèτι δà καÈ µεÐζων, Ñνα µ� τµηθ¨ù � µον�̋. êστω, εÊ δυνατìν, πρìτερον
å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ Òσο̋ τÀú �πä ΒΕ, καÈ êστω τ¨̋ ∆Ε µον�δο̋
διπλασÐων å ΗΑ. âπεÈ οÞν íλο̋ å ΑΓ íλου τοÜ Γ∆ âστι διπλασÐων, Áν å ΑΗ τοÜ
∆Ε âστι διπλασÐων, καÈ λοιπä̋ �ρα å ΗΓ λοιποÜ τοÜ ΕΓ âστι διπλασÐων: δÐχα �ρα
τèτµηται å ΗΓ τÀú Ε. å �ρα âκ τÀν ΗΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ Òσο̋ âστÈ τÀú �πä ΒΕ
τετραγ¸νωú. �λλ� καÈ å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ Òσο̋ Íπìκειται τÀú �πä [τοÜ]
ΒΕ τετραγ¸νωú: å �ρα âκ τÀν ΗΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ Òσο̋ âστÈ τÀú âκ τÀν ΑΒ,
ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ. καÈ κοινοÜ �φαιρεθèντο̋ τοÜ �πä ΓΕ συν�γεται å ΑΒ Òσο̋ τÀú
ΗΒ: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä [τοÜ] ΓΕ Òσο̋ âστÈ τÀú
�πä ΒΕ. λèγω δ , íτι οÎδà âλ�σσων τοÜ �πä ΒΕ. εÊ γ�ρ δυνατìν, êστω τÀú �πä ΒΖ
Òσο̋, καÈ τοÜ ∆Ζ διπλασÐων å ΘΑ. καÈ συναχθ σεται π�λιν διπλασÐων å ΘΓ τοÜ ΓΖ:
¹στε καÈ τäν ΓΘ δÐχα τετµ¨σθαι κατ� τä Ζ, καÈ δι� τοÜτο τäν âκ τÀν ΘΒ, ΒΓ µετ�
τοÜ �πä ΖΓ Òσον γÐνεσθαι τÀú �πä ΒΖ. Íπìκειται δà καÈ å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ
�πä ΓΕ Òσο̋ τÀú �πä ΒΖ. ¹στε καÈ å âκ τÀν ΘΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΖ Òσο̋ êσται τÀú
âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ
�πä ΓΕ Òσο̋ âστÈ [τÀú] âλ�σσονι τοÜ �πä ΒΕ. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà [αÎτÀú] τÀú �πä ΒΕ.
οÎκ �ρα å âκ τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΕ τετρ�γωνì̋ âστιν. [δυνατοÜ δà îντο̋
καÈ κατ� πλεÐονα̋ τρìπου̋ τοÌ̋ εÊρηµèνου̋ �ριθµοÌ̋ âπιδεικνÔειν, �ρκεÐσθωσαν �µØν
οÉ εÊρηµèνοι, Ñνα µ� µακροτèρα̋ οÖση̋ τ¨̋ πραγµατεÐα̋ âπÈ πλèον αÎτ�ν µηκÔνωµεν.]
íπερ êδει δεØcαι.

X.29

ΕÍρεØν δÔο ûητ�̋ δυν�µει µìνον συµµèτρου̋, ¹στε τ�ν µεÐζονα τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον
δÔνασθαι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει.

ÇΕκκεÐσθω γ�ρ τι̋ ûητ� � ΑΒ καÈ δÔο τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ Γ∆, ∆Ε, ¹στε τ�ν
Íπεροχ�ν αÎτÀν τäν ΓΕ µ� εÚναι τετρ�γωνον, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον
τä ΑΖΒ, καÈ πεποι σθω ±̋ å ∆Γ πρä̋ τäν ΓΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ τετρ�γωνον
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΑΖ τετρ�γωνον καÈ âπεζεÔχθω � ΖΒ.

b b

b bb

b

Α Β

Γ ∆Ε

Ζ

ÇΕπεÈ [οÞν] âστιν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΑΖ, οÕτω̋ å ∆Γ πρä̋ τäν ΓΕ,
τä �πä τ¨̋ ΒΑ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΑΖ λìγον êχει, çν �ριθµä̋ å ∆Γ πρä̋ �ριθµäν
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τäν ΓΕ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΑ τÀú �πä τ¨̋ ΑΖ. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ ΑΒ:
ûητäν �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΖ: ûητ� �ρα καÈ � ΑΖ. καÈ âπεÈ å ∆Γ πρä̋ τäν ΓΕ λìγον
οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τä �πä τ¨̋ ΒΑ �ρα
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΑΖ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
�σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΑΖ µ κει: αÉ ΒΑ, ΑΖ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι. καÈ âπεÐ [âστιν] ±̋ å ∆Γ πρä̋ τäν ΓΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΑΖ, �ναστρèψαντι �ρα ±̋ å Γ∆ πρä̋ τäν ∆Ε, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΒΖ. å δà Γ∆ πρä̋ τäν ∆Ε λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΖ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΒΖ µ κει. καÐ âστι
τä �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον τοØ̋ �πä τÀν ΑΖ, ΖΒ: � ΑΒ �ρα τ¨̋ ΑΖ µεØζον δÔναται τ¨ù ΒΖ
συµµèτρωú áαυτ¨ù.

ΕÕρηνται �ρα δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΒΑ, ΑΖ, ¹στε τ�ν µεÐζονα
τ�ν ΑΒ τ¨̋ âλ�σσονο̋ τ¨̋ ΑΖ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä τ¨̋ ΒΖ συµµèτρου áαυτ¨ù
µ κει: íπερ êδει δεØcαι.

X.30

ΕÍρεØν δÔο ûητ�̋ δυν�µει µìνον συµµèτρου̋, ¹στε τ�ν µεÐζονα τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον
δÔνασθαι τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει.

ÇΕκκεÐσθω ûητ� � ΑΒ καÈ δÔο τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ ΓΕ, Ε∆, ¹στε τäν συγκεÐµενον
âc αÎτÀν τäν Γ∆ µ� εÚναι τετρ�γωνον, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä ΑΖΒ,
καÈ πεποι σθω ±̋ å ∆Γ πρä̋ τäν ΓΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΑΖ, καÈ
âπεζεÔχθω � ΖΒ.

b b

b bb

b

Α Β
Γ ∆Ε

Ζ

ÃΟµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν τÀú πρä τοÔτου, íτι αÉ ΒΑ, ΑΖ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å ∆Γ πρä̋ τäν ΓΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ πρä̋ τä
�πä τ¨̋ ΑΖ, �ναστρèψαντι �ρα ±̋ å Γ∆ πρä̋ τäν ∆Ε, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋
τä �πä τ¨̋ ΒΖ. å δà Γ∆ πρä̋ τäν ∆Ε λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΖ λìγον êχει, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΒΖ
µ κει. καÈ δÔναται � ΑΒ τ¨̋ ΑΖ µεØζον τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ �συµµèτρου áαυτ¨ù.
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ΑÉ ΑΒ, ΑΖ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ � ΑΒ τ¨̋ ΑΖ µεØζον
δÔναται τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει: íπερ êδει δεØcαι.

X.31

ΕÍρεØν δÔο µèσα̋ δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ ûητäν περιεχοÔσα̋, ¹στε τ�ν µεÐζονα
τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει.

Α

Β
Γ

∆

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ Α, Β, ¹στε τ�ν Α µεÐζονα
οÞσαν τ¨̋ âλ�σσονο̋ τ¨̋ Β µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÈ τÀú
Íπä τÀν Α, Β Òσον êστω τä �πä τ¨̋ Γ. µèσον δà τä Íπä τÀν Α, Β: µèσον �ρα καÈ τä
�πä τ¨̋ Γ: µèση �ρα καÈ � Γ. τÀú δà �πä τ¨̋ Β Òσον êστω τä Íπä τÀν

Γ, ∆. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ Β: ûητäν �ρα καÈ τä Íπä τÀν Γ, ∆. καÈ âπεÐ âστιν ±̋
� Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ τä Íπä τÀν Α, Β πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β, �λλ� τÀú µàν Íπä τÀν
Α, Β Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ Γ, τÀú δà �πä τ¨̋ Β Òσον τä Íπä τÀν Γ, ∆, ±̋ �ρα � Α
πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Γ πρä̋ τä Íπä τÀν Γ, ∆. ±̋ δà τä �πä τ¨̋ Γ πρä̋ τä
Íπä τÀν Γ, ∆, οÕτω̋ � Γ πρä̋ τ�ν ∆: καÈ ±̋ �ρα � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Γ πρä̋
τ�ν ∆. σÔµµετρο̋ δà � Α τ¨ù Β δυν�µει µìνον: σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � Γ τ¨ù ∆ δυν�µει
µìνον. καÐ âστι µèση � Γ: µèση �ρα καÈ � ∆. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, � Γ
πρä̋ τ�ν ∆, � δà Α τ¨̋ Β µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � Γ �ρα τ¨̋
∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.

ΕÕρηνται �ρα δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ Γ, ∆ ûητäν περιèχουσαι, καÈ
� Γ τ¨̋ ∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει.

ÃΟµοÐω̋ δ� δειχθ σεται καÈ τÀú �πä �συµµèτρου, íταν � Α τ¨̋ Β µεØζον δÔνηται
τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù.

X.32

ΕÍρεØν δÔο µèσα̋ δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ µèσον περιεχοÔσα̋, ¹στε τ�ν µεÐζονα
τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

ÇΕκκεÐσθωσαν τρεØ̋ ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ Α, Β, Γ, ¹στε τ�ν Α τ¨̋ Γ
µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ τÀú µàν Íπä τÀν Α, Β Òσον êστω τä
�πä τ¨̋ ∆. µèσον �ρα τä �πä τ¨̋ ∆: καÈ � ∆ �ρα µèση âστÐν. τÀú δà Íπä τÀν Β, Γ
Òσον êστω τä Íπä τÀν ∆, Ε. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ τä Íπä τÀν Α, Β πρä̋ τä Íπä τÀν Β,
Γ, οÕτω̋ � Α πρä̋ τ�ν Γ, �λλ� τÀú µàν Íπä τÀν Α, Β Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ∆, τÀú
δà Íπä τÀν Β, Γ Òσον τä Íπä τÀν ∆, Ε, êστιν �ρα ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Γ, οÕτω̋ τä �πä
τ¨̋ ∆ πρä̋ τä Íπä τÀν ∆, Ε. ±̋ δà τä �πä τ¨̋ ∆ πρä̋ τä Íπä τÀν ∆, Ε, οÕτω̋ �
∆ πρä̋ τ�ν Ε: καÈ ±̋ �ρα � Α πρä̋ τ�ν Γ, οÕτω̋ � ∆ πρä̋ τ�ν Ε: σÔµµετρο̋ δà �
Α τ¨ù Γ δυν�µει [µìνον]. σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ∆ τ¨ù Ε δυν�µει µìνον. µèση δà � ∆:
µèση �ρα καÈ � Ε. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Γ, � ∆ πρä̋ τ�ν Ε, � δà Α τ¨̋
Γ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ∆ �ρα τ¨̋ Ε µεØζον δυν σεται τÀú
�πä συµµèτρου áαυτ¨ù. λèγω δ , íτι καÈ µèσον âστÈ τä Íπä τÀν ∆, Ε. âπεÈ γ�ρ Òσον
âστÈ τä Íπä τÀν Β, Γ τÀú Íπä τÀν ∆, Ε, µèσον δà τä Íπä τÀν Β, Γ [αÉ γ�ρ Β, Γ ûηταÐ
εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι], µèσον �ρα καÈ τä Íπä τÀν ∆, Ε.

ΕÕρηνται �ρα δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ∆, Ε µèσον περιèχουσαι,
¹στε τ�ν µεÐζονα τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.

ÃΟµοÐω̋ δ� π�λιν δειχθ σεται καÈ τÀú �πä �συµµèτρου, íταν � Α τ¨̋ Γ µεØζον
δÔνηται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù.

Λ¨µµα

^Εστω τρÐγωνον æρθογ¸νιον τä ΑΒΓ æρθ�ν êχον τ�ν Α, καÈ ¢χθω κ�θετο̋ � Α∆:
λèγω, íτι τä µàν Íπä τÀν ΓΒ∆ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΒΑ, τä δà Íπä τÀν ΒΓ∆ Òσον
τÀú �πä τ¨̋ ΓΑ, καÈ τä Íπä τÀν Β∆, ∆Γ Òσον τÀú �πä τ¨̋ Α∆, καÈ êτι τä Íπä τÀν
ΒΓ, Α∆ Òσον [âστÈ] τÀú Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ.

Α

Β Γ
∆
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ΚαÈ πρÀτον, íτι τä Íπä τÀν ΓΒ∆ Òσον [âστÈ] τÀú �πä τ¨̋ ΒΑ.
ÇΕπεÈ γ�ρ âν æρθογωνÐωú τριγ¸νωú �πä τ¨̋ æρθ¨̋ γωνÐα̋ âπÈ τ�ν β�σιν κ�θετο̋ ªκται

� Α∆, τ� ΑΒ∆, Α∆Γ �ρα τρÐγωνα íµοι� âστι τÀú τε íλωú τÀú ΑΒΓ καÈ �λλ λοι̋. καÈ
âπεÈ íµοιìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΑΒ∆ τριγ¸νωú, êστιν �ρα ±̋ � ΓΒ πρä̋ τ�ν
ΒΑ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν Β∆: τä �ρα Íπä τÀν ΓΒ∆ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ.

∆ι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä Íπä τÀν ΒΓ∆ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ.
ΚαÈ âπεÐ, â�ν âν æρθογωνÐωú τριγ¸νωú �πä τ¨̋ æρθ¨̋ γωνÐα̋ âπÈ τ�ν β�σιν κ�θετο̋

�χθ¨ù, � �χθεØσα τÀν τ¨̋ β�σεω̋ τµηµ�των µèση �ν�λογìν âστιν, êστιν �ρα ±̋ � Β∆
πρä̋ τ�ν ∆Α, οÕτω̋ � Α∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ: τä �ρα Íπä τÀν Β∆, ∆Γ Òσον âστÈ τÀú �πä
τ¨̋ ∆Α.

Λèγω, íτι καÈ τä Íπä τÀν ΒΓ, Α∆ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ. âπεÈ γ�ρ, ±̋
êφαµεν, íµοιìν âστι τä ΑΒΓ τÀú ΑΒ∆, êστιν �ρα ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓΑ, οÕτω̋ � ΒΑ
πρä̋ τ�ν Α∆. [â�ν δà τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä Íπä τÀν �κρων Òσον âστÈ
τÀú Íπä τÀν µèσων.] τä �ρα Íπä τÀν ΒΓ, Α∆ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ: íπερ
êδει δεØcαι.

X.33

ΕÍρεØν δÔο εÎθεÐα̋ δυν�µει �συµµèτρου̋ ποιοÔσα̋ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π'
αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν µèσον.

b b bbb

b

Α
Β

Γ
∆Ε

Ζ

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ, ¹στε τ�ν µεÐζονα
τ�ν ΑΒ τ¨̋ âλ�σσονο̋ τ¨̋ ΒΓ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ
τετµ σθω � ΒΓ δÐχα κατ� τä ∆, καÈ τÀú �φ' åποτèρα̋ τÀν Β∆, ∆Γ Òσον παρ� τ�ν ΑΒ
παραβεβλ σθω παραλληλìγραµµον âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä Íπä τÀν
ΑΕΒ, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä ΑΖΒ, καÈ ¢χθω τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ �
ΕΖ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΖ, ΖΒ.

ΚαÈ âπεÈ [δÔο] εÎθεØαι �νισοÐ εÊσιν αÉ ΑΒ, ΒΓ, καÈ � ΑΒ τ¨̋ ΒΓ µεØζον δÔναται τÀú
�πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, τÀú δà τετ�ρτωú τοÜ �πä τ¨̋ ΒΓ, τουτèστι τÀú �πä τ¨̋ �µισεÐα̋
αÎτ¨̋, Òσον παρ� τ�ν ΑΒ παραβèβληται παραλληλìγραµµον âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú
καÈ ποιεØ τä Íπä τÀν ΑΕΒ, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΕΒ. καÐ âστιν ±̋ � ΑΕ
πρä̋ ΕΒ, οÕτω̋ τä Íπä τÀν ΒΑ, ΑΕ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΕ, Òσον δà τä µàν Íπä
τÀν ΒΑ, ΑΕ τÀú �πä τ¨̋ ΑΖ, τä δà Íπä τÀν ΑΒ, ΒΕ τÀú �πä τ¨̋ ΒΖ: �σÔµµετρον �ρα
âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΖ τÀú �πä τ¨̋ ΖΒ: αÉ ΑΖ, ΖΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι. καÈ
âπεÈ � ΑΒ ûητ  âστιν, ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ: ¹στε καÈ τä συγκεÐµενον
âκ τÀν �πä τÀν ΑΖ, ΖΒ ûητìν âστιν. καÈ âπεÈ π�λιν τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ Òσον âστÈ
τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ, Íπìκειται δà τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ καÈ τÀú �πä τ¨̋ Β∆ Òσον, Òση �ρα
âστÈν � ΖΕ τ¨ù Β∆: διπλ¨ �ρα � ΒΓ τ¨̋ ΖΕ: ¹στε καÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ σÔµµετρìν
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âστι τÀú Íπä τÀν ΑΒ, ΕΖ. µèσον δà τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: µèσον �ρα καÈ τä Íπä τÀν
ΑΒ, ΕΖ. Òσον δà τä Íπä τÀν ΑΒ, ΕΖ τÀú Íπä τÀν ΑΖ, ΖΒ: µèσον �ρα καÈ τä Íπä τÀν
ΑΖ, ΖΒ. âδεÐχθη δà καÈ ûητäν τä συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων.

ΕÕρηνται �ρα δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι αÉ ΑΖ, ΖΒ ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον
âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δà Íπ' αÎτÀν µèσον: íπερ êδει δεØcαι.

X.34

ΕÍρεØν δÔο εÎθεÐα̋ δυν�µει �συµµèτρου̋ ποιοÔσα̋ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π'
αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν ûητìν.
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ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ ûητäν περιèχουσαι
τä Íπ' αÎτÀν, ¹στε τ�ν ΑΒ τ¨̋ ΒΓ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ
γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ τä Α∆Β �µικÔκλιον, καÈ τετµ σθω � ΒΓ δÐχα κατ� τä Ε, καÈ
παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ΑΒ τÀú �πä τ¨̋ ΒΕ Òσον παραλληλìγραµµον âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú τä Íπä τÀν ΑΖΒ: �σÔµµετρο̋ �ρα [âστÈν] � ΑΖ τ¨ù ΖΒ µ κει. καÈ ¢χθω
�πä τοÜ Ζ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ � Ζ∆, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ∆Β.

ÇΕπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΖ τ¨ù ΖΒ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä Íπä τÀν ΒΑ, ΑΖ
τÀú Íπä τÀν ΑΒ, ΒΖ. Òσον δà τä µàν Íπä τÀν ΒΑ, ΑΖ τÀú �πä τ¨̋ Α∆, τä δà Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΖ τÀú �πä τ¨̋ ∆Β: �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ Α∆ τÀú �πä τ¨̋ ∆Β.
καÈ âπεÈ µèσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ, µèσον �ρα καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν
Α∆, ∆Β. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΒΓ τ¨̋ ∆Ζ, διπλ�σιον �ρα καÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ
τοÜ Íπä τÀν ΑΒ, Ζ∆. ûητäν δà τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: ûητäν �ρα καÈ τä Íπä τÀν ΑΒ,
Ζ∆. τä δà Íπä τÀν ΑΒ, Ζ∆ Òσον τÀú Íπä τÀν Α∆, ∆Β: ¹στε καÈ τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β
ûητìν âστιν.

ΕÕρηνται �ρα δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι αÉ Α∆, ∆Β ποιοÜσαι τä [µàν]
συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν ûητìν: íπερ
êδει δεØcαι.

X.35

ΕÍρεØν δÔο εÎθεÐα̋ δυν�µει �συµµèτρου̋ ποιοÔσα̋ τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π'
αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τÀú συγκειµèνωú
âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νωú.

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ µèσον περιèχουσαι,
¹στε τ�ν ΑΒ τ¨̋ ΒΓ µεØζον δÔνασθαι τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ γεγρ�φθω âπÈ
τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä Α∆Β, καÈ τ� λοιπ� γεγονèτω τοØ̋ âπ�νω åµοÐω̋.
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ΚαÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΖ τ¨ù ΖΒ µ κει, �σÔµµετρì̋ âστι καÈ � Α∆ τ¨ù ∆Β
δυν�µει. καÈ âπεÈ µèσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ, µèσον �ρα καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν
�πä τÀν Α∆, ∆Β. καÈ âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΒ Òσον âστÈ τÀú �φ' áκατèρα̋ τÀν ΒΕ,
∆Ζ, Òση �ρα âστÈν � ΒΕ τ¨ù ∆Ζ: διπλ¨ �ρα � ΒΓ τ¨̋ Ζ∆: ¹στε καÈ τä Íπä τÀν ΑΒ,
ΒΓ διπλ�σιìν âστι τοÜ Íπä τÀν ΑΒ, Ζ∆. µèσον δà τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: µèσον �ρα
καÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, Ζ∆. καÐ âστιν Òσον τÀú Íπä τÀν Α∆, ∆Β: µèσον �ρα καÈ τä Íπä
τÀν Α∆, ∆Β. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει, σÔµµετρο̋ δà � ΓΒ τ¨ù
ΒΕ, �σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ΑΒ τ¨ù ΒΕ µ κει: ¹στε καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τÀú Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΕ �σÔµµετρìν âστιν. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΒ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β,
τÀú δà Íπä τÀν ΑΒ, ΒΕ Òσον âστÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, Ζ∆, τουτèστι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β:
�σÔµµετρον �ρα âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β τÀú Íπä τÀν Α∆, ∆Β.

ΕÕρηνται �ρα δÔο εÎθεØαι αÉ Α∆, ∆Β δυν�µει �σÔµµετροι ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον
âκ τÀν �π' αÎτÀν µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τÀú συγκειµèνωú
âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων: íπερ êδει δεØcαι.

X.36

ÇΕ�ν δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι συντεθÀσιν, � íλη �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω
δà âκ δÔο æνοµ�των.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ: λèγω, íτι íλη
� ΑΓ �λογì̋ âστιν.
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ÇΕπεÈ γ�ρ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει: δυν�µει γ�ρ µìνον εÊσÈ σÔµµετροι:
±̋ δà � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä Íπä τÀν ΑΒΓ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΓ, �σÔµµετρον
�ρα âστÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú �πä τ¨̋ ΒΓ. �λλ� τÀú µàν Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ σÔµµετρìν
âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΒΓ σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ:
αÉ γ�ρ ΑΒ, ΒΓ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä δÈ̋ Íπä
τÀν ΑΒ, ΒΓ τοØ̋ �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. καÈ συνθèντι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τÀν
�πä τÀν ΑΒ, ΒΓ, τουτèστι τä �πä τ¨̋ ΑΓ, �σÔµµετρìν âστι τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν
�πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. ûητäν δà τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ: �λογον �ρα
[âστÈ] τä �πä τ¨̋ ΑΓ: ¹στε καÈ � ΑΓ �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω δà âκ δÔο æνοµ�των:
íπερ êδει δεØcαι.
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X.37

ÇΕ�ν δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι συντεθÀσι ûητäν περιèχουσαι, � íλη �λογì̋
âστιν, καλεÐσθω δà âκ δÔο µèσων πρ¸τη.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ ûητäν περιèχουσαι:
λèγω, íτι íλη � ΑΓ �λογì̋ âστιν.
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ÇΕπεÈ γ�ρ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει, καÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ �ρα
�σÔµµετρ� âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: καÈ συνθèντι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, íπερ âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ, �σÔµµετρìν âστι τÀú Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ.
ûητäν δà τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: Íπìκεινται γ�ρ αÉ ΑΒ, ΒΓ ûητäν περιèχουσαι: �λογον
�ρα τä �πä τ¨̋ ΑΓ: �λογο̋ �ρα � ΑΓ, καλεÐσθω δà âκ δÔο µèσων πρ¸τη: íπερ êδει
δεØcαι.

X.38

ÇΕ�ν δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι συντεθÀσι µèσον περιèχουσαι, � íλη �λογì̋
âστιν, καλεÐσθω δà âκ δÔο µèσων δευτèρα.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ µèσον περιèχουσαι:
λèγω, íτι �λογì̋ âστιν � ΑΓ.

b b bΑ
Β

Γ

∆

Ε
Ζ

Η
Θ

ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � ∆Ε, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ Òσον παρ� τ�ν ∆Ε παραβεβλ σθω
τä ∆Ζ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η. καÈ âπεÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ Òσον âστÈ τοØ̋ τε �πä τÀν ΑΒ,
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ΒΓ καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, παραβεβλ σθω δ� τοØ̋ �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ παρ� τ�ν ∆Ε
Òσον τä ΕΘ: λοιπäν �ρα τä ΘΖ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ. καÈ âπεÈ µèση âστÈν
áκατèρα τÀν ΑΒ, ΒΓ, µèσα �ρα âστÈ καÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. µèσον δà Íπìκειται καÈ
τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ. καÐ âστι τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον τä ΕΘ, τÀú δà δÈ̋ Íπä
τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον τä ΖΘ: µèσον �ρα áκ�τερον τÀν ΕΘ, ΘΖ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ε
παρ�κειται: ûητ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν ∆Θ, ΘΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει. âπεÈ
οÞν �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει, καÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä
�πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τÀú Íπä
τÀν ΑΒ, ΒΓ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΒ σÔµµετρìν âστι τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä
τÀν ΑΒ, ΒΓ τετραγ¸νων, τÀú δà Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ σÔµµετρìν âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ,
ΒΓ. �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον âστÈ τä ΕΘ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ
Òσον âστÈ τä ΘΖ. �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΕΘ τÀú ΘΖ: ¹στε καÈ � ∆Θ τ¨ù ΘΗ âστιν
�σÔµµετρο̋ µ κει. αÉ ∆Θ, ΘΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. ¹στε � ∆Η
�λογì̋ âστιν. ûητ� δà � ∆Ε: τä δà Íπä �λìγου καÈ ûητ¨̋ περιεχìµενον æρθογ¸νιον
�λογìν âστιν: �λογον �ρα âστÈ τä ∆Ζ χωρÐον, καÈ � δυναµèνη [αÎτä] �λογì̋ âστιν.
δÔναται δà τä ∆Ζ � ΑΓ: �λογο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ, καλεÐσθω δà âκ δÔο µèσων δευτèρα.
íπερ êδει δεØcαι.

X.39

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι συντεθÀσι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν
�π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν µèσον, � íλη εÎθεØα �λογì̋ âστιν,
καλεÐσθω δà µεÐζων.

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ ποιοÜσαι τ� προκεÐµενα:
λèγω, íτι �λογì̋ âστιν � ΑΓ.

b b b

Α Β Γ

ÇΕπεÈ γ�ρ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ µèσον âστÐν, καÈ τä δÈ̋ [�ρα] Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ µèσον
âστÐν. τä δà συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ ûητìν: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ: ¹στε καÈ τ� �πä τÀν
ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, íπερ âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ, �σÔµµετρìν âστι
τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ [ûητäν δà τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν
ΑΒ, ΒΓ]: �λογον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ. ¹στε καÈ � ΑΓ �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω
δà µεÐζων. íπερ êδει δεØcαι.

X.40

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι συντεθÀσι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν
�π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν ûητìν, � íλη εÎθεØα �λογì̋ âστιν,
καλεÐσθω δà ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη.
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b b b

Α Β Γ

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ ποιοÜσαι τ� προκεÐµενα:
λèγω, íτι �λογì̋ âστιν � ΑΓ.

ÇΕπεÈ γ�ρ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ µèσον âστÐν, τä δà δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ ûητìν, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: ¹στε καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ �σÔµµετρìν âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ,
ΒΓ. ûητäν δà τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: �λογον �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΓ. �λογο̋ �ρα � ΑΓ,
καλεÐσθω δà ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη. íπερ êδει δεØcαι.

X.41

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι συντεθÀσι ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν
�π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τÀú συγ-
κειµèνωú âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων, � íλη εÎθεØα �λογì̋ âστιν, καλεÐσθω δà δÔο
µèσα δυναµèνη.

b b b

Α Β Γ

∆ Ε

ΖΗ

ΘΚ

ΣυγκεÐσθωσαν γ�ρ δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι αÉ ΑΒ, ΒΓ ποιοÜσαι τ� προκεÐµενα:
λèγω, íτι � ΑΓ �λογì̋ âστιν.

ÇΕκκεÐσθω ûητ� � ∆Ε, καÈ παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ∆Ε τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ
Òσον τä ∆Ζ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον τä ΗΘ: íλον �ρα τä ∆Θ Òσον âστÈ τÀú
�πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νωú. καÈ âπεÈ µèσον âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ,
καÐ âστιν Òσον τÀú ∆Ζ, µèσον �ρα âστÈ καÈ τä ∆Ζ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ε παρ�κειται:
ûητ� �ρα âστÈν � ∆Η καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΗΚ ûητ 
âστι καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΗΖ, τουτèστι τ¨ù ∆Ε, µ κει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρ� âστι τ� �πä
τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, �σÔµµετρìν âστι τä ∆Ζ τÀú ΗΘ: ¹στε καÈ �
∆Η τ¨ù ΗΚ �σÔµµετρì̋ âστιν. καÐ εÊσι ûηταÐ: αÉ ∆Η, ΗΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι: �λογο̋ �ρα âστÈν � ∆Κ � καλουµèνη âκ δÔο æνοµ�των. ûητ� δà �
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∆Ε: �λογον �ρα âστÈ τä ∆Θ καÈ � δυναµèνη αÎτä �λογì̋ âστιν. δÔναται δà τä Θ∆
� ΑΓ: �λογο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ, καλεÐσθω δà δÔο µèσα δυναµèνη. íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

�Οτι δà αÉ εÊρηµèναι �λογοι µοναχÀ̋ διαιροÜνται εÊ̋ τ�̋ εÎθεÐα̋, âc Áν σÔγκεινται
ποιουσÀν τ� προκεÐµενα εÒδη, δεÐcοµεν ¢δη προεκθèµενοι ληµµ�τιον τοιοÜτον:

ÇΕκκεÐσθω εÎθεØα � ΑΒ καÈ τετµ σθω � íλη εÊ̋ �νισα καθ' áκ�τερον τÀν Γ, ∆,
ÍποκεÐσθω δà µεÐζων � ΑΓ τ¨̋ ∆Β: λèγω, íτι τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µεÐζον� âστι τÀν
�πä τÀν Α∆, ∆Β.

b bbb b

Α ΒΓ∆ Ε

Τετµ σθω γ�ρ � ΑΒ δÐχα κατ� τä Ε. καÈ âπεÈ µεÐζων âστÈν � ΑΓ τ¨̋ ∆Β, κοιν�
�φηùρ σθω � ∆Γ: λοιπ� �ρα � Α∆ λοιπ¨̋ τ¨̋ ΓΒ µεÐζων âστÐν. Òση δà � ΑΕ τ¨ù ΕΒ:
âλ�ττων �ρα � ∆Ε τ¨̋ ΕΓ: τ� Γ, ∆ �ρα σηµεØα οÎκ Òσον �πèχουσι τ¨̋ διχοτοµÐα̋.
καÈ âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΒ, �λλ� µ�ν
καÈ τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β µετ� τοÜ �πä ∆Ε Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΒ, τä �ρα Íπä τÀν
ΑΓ, ΓΒ µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ΕΓ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν Α∆, ∆Β µετ� τοÜ �πä τ¨̋ ∆Ε:
Áν τä �πä τ¨̋ ∆Ε êλασσìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΓ: καÈ λοιπäν �ρα τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ
êλασσìν âστι τοÜ Íπä τÀν Α∆, ∆Β. ¹στε καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ êλασσìν âστι
τοÜ δÈ̋ Íπä Α∆, ∆Β. καÈ λοιπäν �ρα τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µεØζìν
âστι τοÜ συγκειµèνου âκ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β: íπερ êδει δεØcαι.

X.42

ÃΗ âκ δÔο æνοµ�των κατ� ëν µìνον σηµεØον διαιρεØται εÊ̋ τ� æνìµατα.
^Εστω âκ δÔο æνοµ�των � ΑΒ διηùρηµèνη εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Γ: αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα

ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. λèγω, íτι � ΑΒ κατ' �λλο σηµεØον οÎ διαιρεØται
εÊ̋ δÔο ûητ�̋ δυν�µει µìνον συµµèτρου̋.

b bbb

Α ΒΓ∆

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, διηùρ σθω καÈ κατ� τä ∆, ¹στε καÈ τ�̋ Α∆, ∆Β ûητ�̋ εÚναι
δυν�µει µìνον συµµèτρου̋. φανερäν δ , íτι � ΑΓ τ¨ù ∆Β οÎκ êστιν � αÎτ . εÊ γ�ρ
δυνατìν, êστω. êσται δ� καÈ � Α∆ τ¨ù ΓΒ � αÎτ : καÈ êσται ±̋ � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΒ,
οÕτω̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Α, καÈ êσται � ΑΒ κατ� τä αÎτä τ¨ù κατ� τä Γ διαιρèσει
διαιρεθεØσα καÈ κατ� τä ∆: íπερ οÎχ Íπìκειται. οÎκ �ρα � ΑΓ τ¨ù ∆Β âστιν � αÎτ .
δι� δ� τοÜτο καÈ τ� Γ, ∆ σηµεØα οÎκ Òσον �πèχουσι τ¨̋ διχοτοµÐα̋. Áú �ρα διαφèρει
τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β, τοÔτωú διαφèρει καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆,
∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ δι� τä καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µετ� τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΓ, ΓΒ καÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β µετ� τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β Òσα εÚναι τÀú �πä
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τ¨̋ ΑΒ. �λλ� τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β διαφèρει ûητÀú: ûητ� γ�ρ
�µφìτερα: καÈ τä δÈ̋ �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ διαφèρει ûητÀú
µèσα îντα: íπερ �τοπον: µèσον γ�ρ µèσου οÎχ Íπερèχει ûητÀú.

ΟÎκ �ρα � âκ δÔο æνοµ�των κατ' �λλο καÈ �λλο σηµεØον διαιρεØται: καθ' ëν �ρα
µìνον: íπερ êδει δεØcαι.

X.43

ÃΗ âκ δÔο µèσων πρ¸τη καθ' ëν µìνον σηµεØον διαιρεØται.

^Εστω âκ δÔο µèσων πρ¸τη � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ¹στε τ�̋ ΑΓ, ΓΒ µèσα̋
εÚναι δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ ûητäν περιεχοÔσα̋: λèγω, íτι � ΑΒ κατ' �λλο
σηµεØον οÎ διαιρεØται.

b bbb

Α ΒΓ∆

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, διηùρ σθω καÈ κατ� τä ∆, ¹στε καÈ τ�̋ Α∆, ∆Β µèσα̋ εÚναι
δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ ûητäν περιεχοÔσα̋. âπεÈ οÞν, Áú διαφèρει τä δÈ̋ Íπä τÀν
Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τοÔτωú διαφèρει τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀν �πä τÀν
Α∆, ∆Β, ûητÀú δà διαφèρει τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: ûητ�
γ�ρ �µφìτερα: ûητÀú �ρα διαφèρει καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β
µèσα îντα: íπερ �τοπον.

ΟÎκ �ρα � âκ δÔο µèσων πρ¸τη κατ' �λλο καÈ �λλο σηµεØον διαιρεØται εÊ̋ τ�
æνìµατα: καθ' ëν �ρα µìνον: íπερ êδει δεØcαι.

X.44

ÃΗ âκ µèσων δευτèρα καθ' ëν µìνον σηµεØον διαιρεØται.

^Εστω âκ δÔο µèσων δευτèρα � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ¹στε τ�̋ ΑΓ, ΓΒ µèσα̋
εÚναι δυν�µει µìνον συµµèτρου̋ µèσον περιεχοÔσα̋: φανερäν δ , íτι τä Γ οÎκ êστι
κατ� τ¨̋ διχοτοµÐα̋, íτι οÎκ εÊσÈ µ κει σÔµµετροι. λèγω, íτι � ΑΒ κατ' �λλο σηµεØον
οÎ διαιρεØται.
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b bbb

Α ΒΓ∆

Ε

Ζ
Η

Θ

Κ
Λ

Μ
Ν

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, διηùρ σθω καÈ κατ� τä ∆, ¹στε τ�ν ΑΓ τ¨ù ∆Β µ� εÚναι τ�ν αÎτ ν,
�λλ� µεÐζονα καθ' Íπìθεσιν τ�ν ΑΓ: δ¨λον δ , íτι καÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β, ±̋ âπ�νω
âδεÐcαµεν, âλ�σσονα τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ: καÈ τ�̋ Α∆, ∆Β µèσα̋ εÚναι δυν�µει µìνον
συµµèτρου̋ µèσον περιεχοÔσα̋. καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ΕΖ, καÈ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΒ
Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραλληλìγραµµον æρθογ¸νιον παραβεβλ σθω τä ΕΚ, τοØ̋ δà �πä
τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον �φηùρ σθω τä ΕΗ: λοιπäν �ρα τä ΘΚ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ. π�λιν δ� τοØ̋ �πä τÀν Α∆, ∆Β, �περ âλ�σσονα âδεÐχθη τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ,
Òσον �φηùρ σθω τä ΕΛ: καÈ λοιπäν �ρα τä ΜΚ Òσον τÀú δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β. καÈ
âπεÈ µèσα âστÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, µèσον �ρα [καÈ] τä ΕΗ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ
παρ�κειται: ûητ� �ρα âστÈν � ΕΘ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ �
ΘΝ ûητ  âστι καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. καÈ âπεÈ αÉ ΑΓ, ΓΒ µèσαι εÊσÈ δυν�µει
µìνον σÔµµετροι, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ µ κει. ±̋ δà � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΒ,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΓ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ
τÀú Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΓ σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ:
δυν�µει γ�ρ εÊσι σÔµµετροι αÉ ΑΓ, ΓΒ. τÀú δà Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ σÔµµετρìν âστι τä δÈ̋
Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ. καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ �ρα �σÔµµετρ� âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον âστÈ τä ΕΗ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον
τä ΘΚ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΕΗ τÀú ΘΚ: ¹στε καÈ � ΕΘ τ¨ù ΘΝ �σÔµµετρì̋ âστι
µ κει. καÐ εÊσι ûηταÐ: αÉ ΕΘ, ΘΝ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. â�ν δà
δÔο ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι συντεθÀσιν, � íλη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âκ
δÔο æνοµ�των: � ΕΝ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ διηùρηµèνη κατ� τä Θ. κατ� τ� αÎτ�
δ� δειχθ σονται καÈ αÉ ΕΜ, ΜΝ ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι: καÈ êσται � ΕΝ âκ
δÔο æνοµ�των κατ' �λλο καÈ �λλο διηùρηµèνη τì τε Θ καÈ τä Μ, καÈ οÎκ êστιν � ΕΘ
τ¨ù ΜΝ � αÎτ , íτι τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µεÐζον� âστι τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β. �λλ� τ�
�πä τÀν Α∆, ∆Β µεÐζον� âστι τοÜ δÈ̋ Íπä Α∆, ∆Β: πολλÀú �ρα καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ,
ΓΒ, τουτèστι τä ΕΗ, µεØζìν âστι τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β, τουτèστι τοÜ ΜΚ: ¹στε
καÈ � ΕΘ τ¨̋ ΜΝ µεÐζων âστÐν. � �ρα ΕΘ τ¨ù ΜΝ οÎκ êστιν � αÎτ : íπερ êδει δεØcαι.

X.45

ÃΗ µεÐζων κατ� τä αÎτä µìνον σηµεØον διαιρεØται.
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^Εστω µεÐζων � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ¹στε τ�̋ ΑΓ, ΓΒ δυν�µει �συµµèτρου̋
εÚναι ποιοÔσα̋ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τετραγ¸νων ûητìν, τä δ'
Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον: λèγω, íτι � ΑΒ κατ' �λλο σηµεØον οÎ διαιρεØται.

b bbb

Α ΒΓ∆

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, διηùρ σθω καÈ κατ� τä ∆, ¹στε καÈ τ�̋ Α∆, ∆Β δυν�µει �συµµèτρου̋
εÚναι ποιοÔσα̋ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν
µèσον. καÈ âπεÐ, Áú διαφèρει τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β, τοÔτωú διαφèρει
καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, �λλ� τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀν
�πä τÀν Α∆, ∆Β Íπερèχει ûητÀú: ûητ� γ�ρ �µφìτερα: καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β
�ρα τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει ûητÀú µèσα îντα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα
� µεÐζων κατ' �λλο καÈ �λλο σηµεØον διαιρεØται: κατ� τä αÎτä �ρα µìνον διαιρεØται:
íπερ êδει δεØcαι.

X.46

ÃΗ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη καθ' ëν µìνον σηµεØον διαιρεØται.
^Εστω ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ¹στε τ�̋ ΑΓ, ΓΒ

δυν�µει �συµµèτρου̋ εÚναι ποιοÔσα̋ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ
µèσον, τä δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ ûητìν: λèγω, íτι � ΑΒ κατ' �λλο σηµεØον οÎ
διαιρεØται.

b bbb

Α ΒΓ∆

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, διηùρ σθω καÈ κατ� τä ∆, ¹στε καÈ τ�̋ Α∆, ∆Β δυν�µει �συµµèτρου̋
εÚναι ποιοÔσα̋ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Β µèσον, τä δà δÈ̋ Íπä
τÀν Α∆, ∆Β ûητìν. âπεÈ οÞν, Áú διαφèρει τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν
Α∆, ∆Β, τοÔτωú διαφèρει καÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τä δà δÈ̋
Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β Íπερèχει ûητÀú, καÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β
�ρα τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει ûητÀú µèσα îντα: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα
� ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη κατ' �λλο καÈ �λλο σηµεØον διαιρεØται. κατ� ëν �ρα
σηµεØον διαιρεØται: íπερ êδει δεØcαι.

X.47

ÃΗ δÔο µèσα δυναµèνη καθ' ëν µìνον σηµεØον διαιρεØται.
^Εστω [δÔο µèσα δυναµèνη] � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ¹στε τ�̋ ΑΓ, ΓΒ δυν�µει

�συµµèτρου̋ εÚναι ποιοÔσα̋ τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον καÈ τä
Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �π' αÎτÀν. λèγω,
íτι � ΑΒ κατ' �λλο σηµεØον οÎ διαιρεØται ποιοÜσα τ� προκεÐµενα.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 289

b bbb

Α ΒΓ∆

Ε

Ζ
Η

Θ

Κ
Λ

Μ
Ν

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, διηùρ σθω κατ� τä ∆, ¹στε π�λιν δηλονìτι τ�ν ΑΓ τ¨ù ∆Β µ�
εÚναι τ�ν αÎτ ν, �λλ� µεÐζονα καθ' Íπìθεσιν τ�ν ΑΓ, καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ΕΖ, καÈ
παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ΕΖ τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον τä ΕΗ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΓ, ΓΒ Òσον τä ΘΚ: íλον �ρα τä ΕΚ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ τετραγ¸νωú. π�λιν δ�
παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ΕΖ τοØ̋ �πä τÀν Α∆, ∆Β Òσον τä ΕΛ: λοιπäν �ρα τä δÈ̋ Íπä
τÀν Α∆, ∆Β λοιπÀú τÀú ΜΚ Òσον âστÐν. καÈ âπεÈ µèσον Íπìκειται τä συγκεÐµενον âκ
τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, µèσον �ρα âστÈ καÈ τä ΕΗ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται:
ûητ� �ρα âστÈν � ΘΕ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΘΝ ûητ 
âστι καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρìν âστι τä συγκεÐµενον âκ τÀν
�πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, καÈ τä ΕΗ �ρα τÀú ΗΝ �σÔµµετρìν âστιν:
¹στε καÈ � ΕΘ τ¨ù ΘΝ �σÔµµετρì̋ âστιν. καÐ εÊσι ûηταÐ: αÉ ΕΘ, ΘΝ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: � ΕΝ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ διηùρηµèνη κατ� τä Θ.
åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ κατ� τä Μ δι ùρηται. καÈ οÎκ êστιν � ΕΘ τ¨ù ΜΝ � αÎτ :
� �ρα âκ δÔο æνοµ�των κατ' �λλο καÈ �λλο σηµεØον δι ùρηται: íπερ âστÈν �τοπον. οÎκ
�ρα � δÔο µèσα δυναµèνη κατ' �λλο καÈ �λλο σηµεØον διαιρεØται: καθ' ëν �ρα µìνον
[σηµεØον] διαιρεØται.

ΟΡΟΙ ∆ΕΥΤΕΡΟΙ

1. ÃΥποκειµèνη̋ ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των διηùρηµèνη̋ εÊ̋ τ� æνìµατα, ©̋ τä
µεØζον îνοµα τοÜ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει, â�ν
µàν τä µεØζον îνοµα σÔµµετρον ªù µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù, καλεÐσθω [� íλη] âκ
δÔο æνοµ�των πρ¸τη.

2. ÇΕ�ν δà τä êλασσον îνοµα σÔµµετρον ªù µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù, καλεÐσθω âκ
δÔο æνοµ�των δευτèρα.

3. ÇΕ�ν δà µηδèτερον τÀν æνοµ�των σÔµµετρον ªù µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù, καλεÐσθω
âκ δÔο æνοµ�των τρÐτη.

4. Π�λιν δ� â�ν τä µεØζον îνοµα [τοÜ âλ�σσονο̋] µεØζον δÔνηται τÀú �πä �συµµèτρου
áαυτ¨ù µ κει, â�ν µàν τä µεØζον îνοµα σÔµµετρον ªù µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù,
καλεÐσθω âκ δÔο æνοµ�των τετ�ρτη.
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5. ÇΕ�ν δà τä êλασσον, πèµπτη.

6. ÇΕ�ν δà µηδèτερον, éκτη.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

X.48

ΕÍρεØν τ�ν âκ δÔο æνοµ�των πρ¸την.

b bb

b b b

Α Β
Γ

∆

Ε
Ζ

Η

Θ

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΓ, ΓΒ, ¹στε τäν συγκεÐµενον âc αÎτÀν τäν ΑΒ
πρä̋ µàν τäν ΒΓ λìγον êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, πρä̋
δà τäν ΓΑ λìγον µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, καÈ
âκκεÐσθω τι̋ ûητ� � ∆, καÈ τ¨ù ∆ σÔµµετρο̋ êστω µ κει � ΕΖ. ûητ� �ρα âστÈ καÈ �
ΕΖ. καÈ γεγονèτω ±̋ å ΒΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ. å δà ΑΒ πρä̋ τäν ΑΓ λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν: καÈ τä �πä τ¨̋
ΕΖ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν: ¹στε σÔµµετρìν
âστι τä �πä τ¨̋ ΕΖ τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ. καÐ âστι ûητ� � ΕΖ: ûητ� �ρα καÈ � ΖΗ. καÈ âπεÈ
å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν,
οÎδà τä �πä τ¨̋ ΕΖ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΕΖ τ¨ù ΖΗ µ κει. αÉ ΕΖ, ΖΗ �ρα ûηταÐ
εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ΕΗ.

Λèγω, íτι καÈ πρ¸τη.
ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å ΒΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä

τ¨̋ ΖΗ, µεÐζων δà å ΒΑ τοÜ ΑΓ, µεØζον �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΕΖ τοÜ �πä τ¨̋ ΖΗ.
êστω οÞν τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ Òσα τ� �πä τÀν ΖΗ, Θ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ, �ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ å ΑΒ πρä̋ τäν
ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ. å δà ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ λìγον êχει, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ τä �πä τ¨̋ ΕΖ �ρα πρä̋ τä �πä
τ¨̋ Θ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � ΕΖ τ¨ù Θ µ κει: � ΕΖ �ρα τ¨̋ ΖΗ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.
καÐ εÊσι ûηταÈ αÉ ΕΖ, ΖΗ, καÈ σÔµµετρο̋ � ΕΖ τ¨ù ∆ µ κει.

ÃΗ ΕΗ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πρ¸τη: íπερ êδει δεØcαι.

X.49

ΕÍρεØν τ�ν âκ δÔο æνοµ�των δευτèραν.
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Θ

ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΓ, ΓΒ, ¹στε τäν συγκεÐµενον âc αÎτÀν τäν ΑΒ
πρä̋ µàν τäν ΒΓ λìγον êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, πρä̋
δà τäν ΑΓ λìγον µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, καÈ
âκκεÐσθω ûητ� � ∆, καÈ τ¨ù ∆ σÔµµετρο̋ êστω � ΕΖ µ κει: ûητ� �ρα âστÈν � ΕΖ.
γεγονèτω δ� καÈ ±̋ å ΓΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΖ τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ. ûητ� �ρα âστÈ καÈ �
ΖΗ. καÈ âπεÈ å ΓΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΒ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΕΖ τ¨ù ΖΗ
µ κει: αÉ ΕΖ, ΖΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των
âστÈν � ΕΗ.

∆εικτèον δ , íτι καÈ δευτèρα.

ÇΕπεÈ γ�ρ �ν�παλÐν âστιν ±̋ å ΒΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΗΖ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΕ, µεÐζων δà å ΒΑ τοÜ ΑΓ, µεØζον �ρα [καÈ] τä �πä τ¨̋ ΗΖ τοÜ
�πä τ¨̋ ΖΕ. êστω τÀú �πä τ¨̋ ΗΖ Òσα τ� �πä τÀν ΕΖ, Θ: �ναστρèψαντι �ρα âστÈν
±̋ å ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ. �λλ' å ΑΒ πρä̋
τäν ΒΓ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν. σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ τ¨ù Θ µ κει: ¹στε � ΖΗ τ¨̋ ΖΕ µεØζον δÔναται
τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ εÊσι ûηταÈ αÉ ΖΗ, ΖΕ δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ τä
ΕΖ êλασσον îνοµα τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù σÔµµετρìν âστι τ¨ù ∆ µ κει.

ÃΗ ΕΗ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ δευτèρα: íπερ êδει δεØcαι.

X.50

ΕÍρεØν τ�ν âκ δÔο æνοµ�των τρÐτην.
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ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΓ, ΓΒ, ¹στε τäν συγκεÐµενον âc αÎτÀν τäν ΑΒ
πρä̋ µàν τäν ΒΓ λìγον êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν,

πρä̋ δà τäν ΑΓ λìγον µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν.
âκκεÐσθω δè τι̋ καÈ �λλο̋ µ� τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ å ∆, καÈ πρä̋ áκ�τερον τÀν ΒΑ,
ΑΓ λìγον µ� âχèτω, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ âκκεÐσθω
τι̋ ûητ� εÎθεØα � Ε, καÈ γεγονèτω ±̋ å ∆ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋
τä �πä τ¨̋ ΖΗ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ Ε τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ. καÐ âστι ûητ� � Ε:
ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΖΗ. καÈ âπεÈ å ∆ πρä̋ τäν ΑΒ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον
êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Ε τ¨ù
ΖΗ µ κει. γεγονèτω δ� π�λιν ±̋ å ΒΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΖΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΘ. ûητ� δà �
ΖΗ: ûητ� �ρα καÈ � ΗΘ. καÈ âπεÈ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ λìγον οÎκ êχει, íν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΘΗ λìγον
êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ
τ¨ù ΗΘ µ κει. αÉ ΖΗ, ΗΘ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: � ΖΘ �ρα âκ δÔο
æνοµ�των âστÐν.

Λèγω δ , íτι καÈ τρÐτη.
ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å ∆ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ, ±̋

δà å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, δÐ Òσου �ρα âστÈν
±̋ å ∆ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ. å δà ∆ πρä̋ τäν
ΑΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: οÎδà τä �πä
τ¨̋ Ε �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Ε τ¨ù ΗΘ µ κει. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν
ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, µεØζον �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ τοÜ �πä
τ¨̋ ΗΘ. êστω οÞν τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ Òσα τ� �πä τÀν ΗΘ, Κ: �ναστρèψαντι �ρα [âστÈν]
±̋ å ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ. å δà ΑΒ πρä̋ τäν
ΒΓ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ τä �πä τ¨̋ ΖΗ
�ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
σÔµµετρο̋ �ρα [âστÈν] � ΖΗ τ¨ù Κ µ κει. � ΖΗ �ρα τ¨̋ ΗΘ µεØζον δÔναται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ εÊσιν αÉ ΖΗ, ΗΘ ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ οÎδετèρα
αÎτÀν σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù Ε µ κει.

ÃΗ ΖΘ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τρÐτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.51

ΕÍρεØν τ�ν âκ δÔο æνοµ�των τετ�ρτην.
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ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΓ, ΓΒ, ¹στε τäν ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ λìγον µ�
êχειν µ τε µ�ν πρä̋ τäν ΑΓ, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. καÈ
âκκεÐσθω ûητ� � ∆, καÈ τ¨ù ∆ σÔµµετρο̋ êστω µ κει � ΕΖ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΕΖ.
καÈ γεγονèτω ±̋ å ΒΑ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋
ΖΗ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΕΖ τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΖΗ. καÈ
âπεÈ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν, οÎδà τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΕΖ τ¨ù ΖΗ µ κει. αÉ ΕΖ, ΖΗ �ρα
ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: ¹στε � ΕΗ âκ δÔο æνοµ�των âστÐν.

Λèγω δ , íτι καÈ τετ�ρτη.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ
[µεÐζων δà å ΒΑ τοÜ ΑΓ], µεØζον �ρα τä �πä τ¨̋ ΕΖ τοÜ �πä τ¨̋ ΖΗ. êστω οÞν τÀú
�πä τ¨̋ ΕΖ Òσα τ� �πä τÀν ΖΗ, Θ: �ναστρèψαντι �ρα ±̋ å ΑΒ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΒΓ,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ. å δà ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ λìγον οÎκ êχει, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ Θ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. �σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � ΕΖ τ¨ù Θ µ κει: � ΕΖ �ρα τ¨̋ ΗΖ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù.
καÐ εÊσιν αÉ ΕΖ, ΖΗ ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ � ΕΖ τ¨ù ∆ σÔµµετρì̋ âστι
µ κει.

ÃΗ ΕΗ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τετ�ρτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.52

ΕÍρεØν τ�ν âκ δÔο æνοµ�των πèµπτην.
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ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΓ, ΓΒ, ¹στε τäν ΑΒ πρä̋ áκ�τερον αÎτÀν λìγον
µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, καÈ

âκκεÐσθω ûητ  τι̋ εÎθεØα � ∆, καÈ τ¨ù ∆ σÔµµετρο̋ êστω [µ κει] � ΕΖ: ûητ� �ρα �
ΕΖ. καÈ γεγονèτω ±̋ å ΓΑ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ. å
δà ΓΑ πρä̋ τäν ΑΒ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
οÎδà τä �πä τ¨̋ ΕΖ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν. αÉ ΕΖ, ΖΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα
æνοµ�των âστÈν � ΕΗ.

Λèγω δ , íτι καÈ πèµπτη.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å ΓΑ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΕΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ,
�ν�παλιν ±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΕ: µεØζον
�ρα τä �πä τ¨̋ ΗΖ τοÜ �πä τ¨̋ ΖΕ. êστω οÞν τÀú �πä τ¨̋ ΗΖ Òσα τ� �πä τÀν ΕΖ,
Θ: �ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ å ΑΒ �ριθµä̋ πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΗΖ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ. å δà ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ λìγον êχει,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ τ¨ù Θ
µ κει: ¹στε � ΖΗ τ¨̋ ΖΕ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ εÊσιν αÉ
ΗΖ, ΖΕ ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι καÈ τä ΕΖ êλαττον îνοµα σÔµµετρìν âστι τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ∆ µ κει.

ÃΗ ΕΗ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πèµπτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.53

ΕÍρεØν τ�ν âκ δÔο æνοµ�των éκτην.
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ÇΕκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ΑΓ, ΓΒ, ¹στε τäν ΑΒ πρä̋ áκ�τερον αÎτÀν λìγον µ�
êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: êστω δà καÈ éτερο̋ �ριθµä̋
å ∆ µ� τετρ�γωνο̋ »ν µηδà πρä̋ áκ�τερον τÀν ΒΑ, ΑΓ λìγον êχων, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ âκκεÐσθω τι̋ ûητ� εÎθεØα � Ε, καÈ γεγονèτω
±̋ å ∆ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ: σÔµµετρον �ρα τä �πä
τ¨̋ Ε τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ. καÐ âστι ûητ� � Ε: ûητ� �ρα καÈ � ΖΗ. καÈ âπεÈ οÎκ êχει å ∆
πρä̋ τäν ΑΒ λìγον, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τä �πä
τ¨̋ Ε �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα � Ε τ¨ù ΖΗ µ κει. γεγονèτω δ� π�λιν ±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν
ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ. σÔµµετρον �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ τÀú
�πä τ¨̋ ΘΗ. ûητäν �ρα τä �πä τ¨̋ ΘΗ: ûητ� �ρα � ΘΗ. καÈ âπεÈ å ΒΑ πρä̋ τäν
ΑΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδà τä �πä
τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ τ¨ù ΗΘ µ κει. αÉ ΖΗ, ΗΘ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ΖΘ.

∆εικτèον δ , íτι καÈ éκτη.
ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ å ∆ πρä̋ τäν ΑΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ,

êστι δà καÈ ±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, δÐ
Òσου �ρα âστÈν ±̋ å ∆ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Ε πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ. å δà
∆ πρä̋ τäν ΑΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
οÎδà τä �πä τ¨̋ Ε �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Ε τ¨ù ΗΘ µ κει. âδεÐχθη δà καÈ τ¨ù ΖΗ
�σÔµµετρο̋: áκατèρα �ρα τÀν ΖΗ, ΗΘ �σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù Ε µ κει. καÈ âπεÐ âστιν
±̋ å ΒΑ πρä̋ τäν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, µεØζον �ρα τä
�πä τ¨̋ ΖΗ τοÜ �πä τ¨̋ ΗΘ. êστω οÞν τÀú �πä [τ¨̋] ΖΗ Òσα τ� �πä τÀν ΗΘ, Κ:
�ναστρèψαντι �ρα ±̋ å ΑΒ πρä̋ ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ. å δà
ΑΒ πρä̋ τäν ΒΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
¹στε οÎδà τä �πä ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν. �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ τ¨ù Κ µ κει: � ΖΗ �ρα τ¨̋ ΗΘ
µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ εÊσιν αÉ ΖΗ, ΗΘ ûηταÈ δυν�µει µìνον
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σÔµµετροι, καÈ οÎδετèρα αÎτÀν σÔµµετρì̋ âστι µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Ε.

ÃΗ ΖΘ �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈν éκτη: íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

^Εστω δÔο τετρ�γωνα τ� ΑΒ, ΒΓ καÈ κεÐσθωσαν ¹στε âπ' εÎθεÐα̋ εÚναι τ�ν ∆Β
τ¨ù ΒΕ: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈ καÈ � ΖΒ τ¨ù ΒΗ. καÈ συµπεπληρ¸σθω

Α

Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

τä ΑΓ παραλληλìγραµµον: λèγω, íτι τετρ�γωνìν âστι τä ΑΓ, καÈ íτι τÀν ΑΒ,
ΒΓ µèσον �ν�λογìν âστι τä ∆Η, καÈ êτι τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον �ν�λογìν âστι τä ∆Γ.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � µàν ∆Β τ¨ù ΒΖ, � δà ΒΕ τ¨ù ΒΗ, íλη �ρα � ∆Ε íληù τ¨ù ΖΗ
âστιν Òση. �λλ' � µàν ∆Ε áκατèραø τÀν ΑΘ, ΚΓ âστιν Òση, � δà ΖΗ áκατèραø τÀν
ΑΚ, ΘΓ âστιν Òση: καÈ áκατèρα �ρα τÀν ΑΘ, ΚΓ áκατèραø τÀν ΑΚ, ΘΓ âστιν Òση.
Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΑΓ παραλληλìγραµµον: êστι δà καÈ æρθογ¸νιον: τετρ�γωνον
�ρα âστÈ τä ΑΓ.

ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΖΒ πρä̋ τ�ν ΒΗ, οÕτω̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, �λλ' ±̋ µàν �
ΖΒ πρä̋ τ�ν ΒΗ, οÕτω̋ τä ΑΒ πρä̋ τä ∆Η, ±̋ δà � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ τä ∆Η
πρä̋ τä ΒΓ, καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒ πρä̋ τä ∆Η, οÕτω̋ τä ∆Η πρä̋ τä ΒΓ. τÀν ΑΒ, ΒΓ
�ρα µèσον �ν�λογìν âστι τä ∆Η.

Λèγω δ , íτι καÈ τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον �ν�λογìν [âστι] τä ∆Γ.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � Α∆ πρä̋ τ�ν ∆Κ, οÕτω̋ � ΚΗ πρä̋ τ�ν ΗΓ: Òση γ�ρ [âστιν]
áκατèρα áκατèραø: καÈ συνθèντι ±̋ � ΑΚ πρä̋ Κ∆, οÕτω̋ � ΚΓ πρä̋ ΓΗ, �λλ' ±̋
µàν � ΑΚ πρä̋ Κ∆, οÕτω̋ τä ΑΓ πρä̋ τä Γ∆, ±̋ δà � ΚΓ πρä̋ ΓΗ, οÕτω̋ τä ∆Γ
πρä̋ ΓΒ, καÈ ±̋ �ρα τä ΑΓ πρä̋ ∆Γ, οÕτω̋ τä ∆Γ πρä̋ τä ΒΓ. τÀν ΑΓ, ΓΒ �ρα
µèσον �ν�λογìν âστι τä ∆Γ: � προèκειτο δεØcαι.

X.54

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των πρ¸τη̋, � τä χωρÐον
δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âκ δÔο æνοµ�των.
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ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΓ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των πρ¸τη̋
τ¨̋ Α∆: λèγω, íτι � τä ΑΓ χωρÐον δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âκ δÔο
æνοµ�των.

ÇΕπεÈ γ�ρ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πρ¸τη � Α∆, διηùρ σθω εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä
Ε, καÈ êστω τä µεØζον îνοµα τä ΑΕ. φανερäν δ , íτι αÉ ΑΕ, Ε∆ ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι, καÈ � ΑΕ τ¨̋ Ε∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ �
ΑΕ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΑΒ µ κει. τετµ σθω δ� � Ε∆ δÐχα κατ� τä
Ζ σηµεØον. καÈ âπεÈ � ΑΕ τ¨̋ Ε∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, â�ν �ρα
τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ âλ�σσονο̋, τουτèστι τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ, Òσον παρ� τ�ν
µεÐζονα τ�ν ΑΕ παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ.
παραβεβλ σθω οÞν παρ� τ�ν ΑΕ τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ Òσον τä Íπä ΑΗ, ΗΕ: σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ΑΗ τ¨ù ΕΗ µ κει. καÈ ¢χθωσαν �πä τÀν Η, Ε, Ζ åποτèραø τÀν ΑΒ,
Γ∆ παρ�λληλοι αÉ ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ: καÈ τÀú µàν ΑΘ παραλληλογρ�µµωú Òσον τετρ�γωνον
συνεστ�τω τä ΣΝ, τÀú δà ΗΚ Òσον τä ΝΠ, καÈ κεÐσθω ¹στε âπ' εÎθεÐα̋ εÚναι τ�ν
ΜΝ τ¨ù ΝC: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈ καÈ � ΡΝ τ¨ù ΝΟ. καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ΣΠ
παραλληλìγραµµον: τετρ�γωνον �ρα âστÈ τä ΣΠ. καÈ âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΕ Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ, êστιν �ρα ±̋ � ΑΗ πρä̋ ΕΖ, οÕτω̋ � ΖΕ πρä̋ ΕΗ: καÈ ±̋ �ρα
τä ΑΘ πρä̋ ΕΛ, τä ΕΛ πρä̋ ΚΗ: τÀν ΑΘ, ΗΚ �ρα µèσον �ν�λογìν âστι τä ΕΛ.
�λλ� τä µàν ΑΘ Òσον âστÈ τÀú ΣΝ, τä δà ΗΚ Òσον τÀú ΝΠ: τÀν ΣΝ, ΝΠ �ρα µèσον
�ν�λογìν âστι τä ΕΛ. êστι δà τÀν αÎτÀν τÀν ΣΝ, ΝΠ µèσον �ν�λογον καÈ τä ΜΡ:
Òσον �ρα âστÈ τä ΕΛ τÀú ΜΡ: ¹στε καÈ τÀú ΟC Òσον âστÐν. êστι δà καÈ τ� ΑΘ, ΗΚ
τοØ̋ ΣΝ, ΝΠ Òσα: íλον �ρα τä ΑΓ Òσον âστÈν íλωú τÀú ΣΠ, τουτèστι τÀú �πä τ¨̋ ΜC
τετραγ¸νωú: τä ΑΓ �ρα δÔναται � ΜC.

Λèγω, íτι � ΜC âκ δÔο æνοµ�των âστÐν.
ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΗ τ¨ù ΗΕ, σÔµµετρì̋ âστι καÈ � ΑΕ áκατèραø τÀν ΑΗ,

ΗΕ. Íπìκειται δà καÈ � ΑΕ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋: καÈ αÉ ΑΗ, ΗΕ �ρα τ¨ù ΑΒ σÔµµετροÐ
εÊσιν. καÐ âστι ûητ� � ΑΒ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ áκατèρα τÀν ΑΗ, ΗΕ: ûητäν �ρα âστÈν
áκ�τερον τÀν ΑΘ, ΗΚ, καÐ âστι σÔµµετρον τä ΑΘ τÀú ΗΚ. �λλ� τä µàν ΑΘ τÀú ΣΝ
Òσον âστÐν, τä δà ΗΚ τÀú ΝΠ: καÈ τ� ΣΝ, ΝΠ �ρα, τουτèστι τ� �πä τÀν ΜΝ, ΝC,
ûητ� âστι καÈ σÔµµετρα. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù Ε∆ µ κει, �λλ' � µàν
ΑΕ τ¨ù ΑΗ âστι σÔµµετρο̋, � δà ∆Ε τ¨ù ΕΖ σÔµµετρο̋, �σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ΑΗ τ¨ù
ΕΖ: ¹στε καÈ τä ΑΘ τÀú ΕΛ �σÔµµετρìν âστιν. �λλ� τä µàν ΑΘ τÀú ΣΝ âστιν Òσον,
τä δà ΕΛ τÀú ΜΡ: καÈ τä ΣΝ �ρα τÀú ΜΡ �σÔµµετρìν âστιν. �λλ' ±̋ τä ΣΝ πρä̋
ΜΡ, � ΟΝ πρä̋ τ�ν ΝΡ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΟΝ τ¨ù ΝΡ. Òση δà � µàν ΟΝ τ¨ù
ΜΝ, � δà ΝΡ τ¨ù ΝC: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΜΝ τ¨ù ΝC. καÐ âστι τä �πä τ¨̋ ΜΝ
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σÔµµετρον τÀú �πä τ¨̋ ΝC, καÈ ûητäν áκ�τερον: αÉ ΜΝ, ΝC �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι.

ÃΗ ΜC �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ καÈ δÔναται τä ΑΓ: íπερ êδει δεØcαι.

X.55

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των δευτèρα̋, � τä χωρÐον
δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âκ δÔο µèσων πρ¸τη.

Περιεχèσθω γ�ρ χωρÐον τä ΑΒΓ∆ Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των
δευτèρα̋ τ¨̋ Α∆: λèγω, íτι � τä ΑΓ χωρÐον δυναµèνη âκ δÔο µèσων πρ¸τη âστÐν.
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ÇΕπεÈ γ�ρ âκ δÔο æνοµ�των δευτèρα âστÈν � Α∆, διηùρ σθω εÊ̋ τ� æνìµατα κατ�
τä Ε, ¹στε τä µεØζον îνοµα εÚναι τä ΑΕ: αÉ ΑΕ, Ε∆ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι, καÈ � ΑΕ τ¨̋ Ε∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ τä êλαττον
îνοµα � Ε∆ σÔµµετρìν âστι τ¨ù ΑΒ µ κει. τετµ σθω � Ε∆ δÐχα κατ� τä Ζ, καÈ τÀú
�πä τ¨̋ ΕΖ Òσον παρ� τ�ν ΑΕ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú τä Íπä τÀν
ΑΗΕ: σÔµµετρο̋ �ρα � ΑΗ τ¨ù ΗΕ µ κει. καÈ δι� τÀν Η, Ε, Ζ παρ�λληλοι ¢χθωσαν
ταØ̋ ΑΒ, Γ∆ αÉ ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ, καÈ τÀú µàν ΑΘ παραλληλογρ�µµωú Òσον τετρ�γωνον
συνεστ�τω τä ΣΝ, τÀú δà ΗΚ Òσον τετρ�γωνον τä ΝΠ, καÈ κεÐσθω ¹στε âπ' εÎθεÐα̋
εÚναι τ�ν ΜΝ τ¨ù ΝC: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα [âστÈ] καÈ � ΡΝ τ¨ù ΝΟ. καÈ συµπεπληρ¸σθω
τä ΣΠ τετρ�γωνον: φανερäν δ� âκ τοÜ προδεδειγµèνου, íτι τä ΜΡ µèσον �ν�λογìν
âστι τÀν ΣΝ, ΝΠ, καÈ Òσον τÀú ΕΛ, καÈ íτι τä ΑΓ χωρÐον δÔναται � ΜC. δεικτèον
δ , íτι � ΜC âκ δÔο µèσων âστÈ πρ¸τη. âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù Ε∆ µ κει,
σÔµµετρο̋ δà � Ε∆ τ¨ù ΑΒ, �σÔµµετρο̋ �ρα � ΑΕ τ¨ù ΑΒ. καÈ âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν �
ΑΗ τ¨ù ΕΗ, σÔµµετρì̋ âστι καÈ � ΑΕ áκατèραø τÀν ΑΗ, ΗΕ. �λλ� � ΑΕ �σÔµµετρο̋
τ¨ù ΑΒ µ κει: καÈ αÉ ΑΗ, ΗΕ �ρα �σÔµµετροÐ εÊσι τ¨ù ΑΒ. αÉ ΒΑ, ΑΗ, ΗΕ �ρα
ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: ¹στε µèσον âστÈν áκ�τερον τÀν ΑΘ, ΗΚ. ¹στε
καÈ áκ�τερον τÀν ΣΝ, ΝΠ µèσον âστÐν. καÈ αÉ ΜΝ, ΝC �ρα µèσαι εÊσÐν. καÈ âπεÈ
σÔµµετρο̋ � ΑΗ τ¨ù ΗΕ µ κει, σÔµµετρìν âστι καÈ τä ΑΘ τÀú ΗΚ, τουτèστι τä ΣΝ τÀú
ΝΠ, τουτèστι τä �πä τ¨̋ ΜΝ τÀú �πä τ¨̋ ΝC [¹στε δυν�µει εÊσÈ σÔµµετροι αÉ ΜΝ,
ΝC]. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù Ε∆ µ κει, �λλ' � µàν ΑΕ σÔµµετρì̋ âστι
τ¨ù ΑΗ, � δà Ε∆ τ¨ù ΕΖ σÔµµετρο̋, �σÔµµετρο̋ �ρα � ΑΗ τ¨ù ΕΖ: ¹στε καÈ τä ΑΘ
τÀú ΕΛ �σÔµµετρìν âστιν, τουτèστι τä ΣΝ τÀú ΜΡ, τουτèστιν � ΟΝ τ¨ù ΝΡ, τουτèστιν
� ΜΝ τ¨ù ΝC �σÔµµετρì̋ âστι µ κει. âδεÐχθησαν δà αÉ ΜΝ, ΝC καÈ µèσαι οÞσαι καÈ
δυν�µει σÔµµετροι: αÉ ΜΝ, ΝC �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι. λèγω δ ,
íτι καÈ ûητäν περιèχουσιν. âπεÈ γ�ρ � ∆Ε Íπìκειται áκατèραø τÀν ΑΒ, ΕΖ σÔµµετρο̋,
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σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ΕΖ τ¨ù ΕΚ. καÈ ûητ� áκατèρα αÎτÀν: ûητäν �ρα τä ΕΛ, τουτèστι
τä ΜΡ: τä δà ΜΡ âστι τä Íπä τÀν ΜΝC. â�ν δà δÔο µèσαι δυν�µει µìνον σÔµµετροι
συντεθÀσι ûητäν περιèχουσαι, � íλη �λογì̋ âστιν, καλεØται δà âκ δÔο µèσων πρ¸τη.

ÃΗ �ρα ΜC âκ δÔο µèσων âστÈ πρ¸τη: íπερ êδει δεØcαι.

X.56

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των τρÐτη̋, � τä χωρÐον
δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âκ δÔο µèσων δευτèρα.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒΓ∆ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των
τρÐτη̋ τ¨̋ Α∆ διηùρηµèνη̋ εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Ε, Áν µεØζìν âστι τä ΑΕ: λèγω,
íτι � τä ΑΓ χωρÐον δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âκ δÔο µèσων δευτèρα.
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Κατεσκευ�σθω γ�ρ τ� αÎτ� τοØ̋ πρìτερον. καÈ âπεÈ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τρÐτη
� Α∆, αÉ ΑΕ, Ε∆ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ � ΑΕ τ¨̋ Ε∆ µεØζον
δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ οÎδετèρα τÀν ΑΕ, Ε∆ σÔµµετρì̋ [âστι] τ¨ù
ΑΒ µ κει. åµοÐω̋ δ� τοØ̋ προδεδειγµèνοι̋ δεÐcοµεν, íτι � ΜC âστιν � τä ΑΓ χωρÐον
δυναµèνη, καÈ αÉ ΜΝ, ΝC µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι: ¹στε � ΜC âκ δÔο
µèσων âστÐν.

∆εικτèον δ , íτι καÈ δευτèρα.
[ΚαÈ] âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ε τ¨ù ΑΒ µ κει, τουτèστι τ¨ù ΕΚ, σÔµµετρο̋ δà �

∆Ε τ¨ù ΕΖ, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΕΖ τ¨ù ΕΚ µ κει. καÐ εÊσι ûηταÐ: αÉ ΖΕ, ΕΚ �ρα
ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. µèσον �ρα [âστÈ] τä ΕΛ, τουτèστι τä ΜΡ: καÈ
περιèχεται Íπä τÀν ΜΝC: µèσον �ρα âστÈ τä Íπä τÀν ΜΝC.

ÃΗ ΜC �ρα âκ δÔο µèσων âστÈ δευτèρα: íπερ êδει δεØcαι.

X.57

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των τετ�ρτη̋, � τä χωρÐον
δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µεÐζων.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΓ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των τετ�ρτη̋
τ¨̋ Α∆ διηùρηµèνη̋ εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Ε, Áν µεØζον êστω τä ΑΕ: λèγω, íτι �
τä ΑΓ χωρÐον δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µεÐζων.
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ÇΕπεÈ γ�ρ � Α∆ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τετ�ρτη, αÉ ΑΕ, Ε∆ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι, καÈ � ΑΕ τ¨̋ Ε∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ �
ΑΕ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρì̋ [âστι] µ κει. τετµ σθω � ∆Ε δÐχα κατ� τä Ζ, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΖ
Òσον παρ� τ�ν ΑΕ παραβεβλ σθω παραλληλìγραµµον τä Íπä ΑΗ, ΗΕ: �σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � ΑΗ τ¨ù ΗΕ µ κει. ¢χθωσαν παρ�λληλοι τ¨ù ΑΒ αÉ ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ, καÈ τ� λοιπ�
τ� αÎτ� τοØ̋ πρä τοÔτου γεγονèτω: φανερäν δ , íτι � τä ΑΓ χωρÐον δυναµèνη âστÈν
� ΜC. δεικτèον δ , íτι � ΜC �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µεÐζων. âπεÈ �σÔµµετρì̋
âστιν � ΑΗ τ¨ù ΕΗ µ κει, �σÔµµετρìν âστι καÈ τä ΑΘ τÀú ΗΚ, τουτèστι τä ΣΝ τÀú
ΝΠ: αÉ ΜΝ, ΝC �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι. καÈ âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù
ΑΒ µ κει, ûητìν âστι τä ΑΚ: καÐ âστιν Òσον τοØ̋ �πä τÀν ΜΝ, ΝC: ûητäν �ρα [âστÈ]
καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΜΝ, ΝC. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ [âστιν] � ∆Ε τ¨ù
ΑΒ µ κει, τουτèστι τ¨ù ΕΚ, �λλ� � ∆Ε σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΕΖ, �σÔµµετρο̋ �ρα �
ΕΖ τ¨ù ΕΚ µ κει. αÉ ΕΚ, ΕΖ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: µèσον �ρα τä
ΛΕ, τουτèστι τä ΜΡ. καÈ περιèχεται Íπä τÀν ΜΝ, ΝC: µèσον �ρα âστÈ τä Íπä τÀν
ΜΝ, ΝC. καÈ ûητäν τä [συγκεÐµενον] âκ τÀν �πä τÀν ΜΝ, ΝC, καÐ εÊσιν �σÔµµετροι
αÉ ΜΝ, ΝC δυν�µει. â�ν δà δÔο εÎθεØαι δυν�µει �σÔµµετροι συντεθÀσι ποιοÜσαι τä
µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν µèσον, � íλη
�λογì̋ âστιν, καλεØται δà µεÐζων.

ÃΗ ΜC �ρα �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µεÐζων, καÈ δÔναται τä ΑΓ χωρÐον: íπερ
êδει δεØcαι.

X.58

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των πèµπτη̋, � τä χωρÐον
δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΓ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των πèµπτη̋
τ¨̋ Α∆ διηùρηµèνη̋ εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Ε, ¹στε τä µεØζον îνοµα εÚναι τä ΑΕ:
λèγω [δ ], íτι � τä ΑΓ χωρÐον δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη ûητäν καÈ µèσον
δυναµèνη.
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Κατεσκευ�σθω γ�ρ τ� αÎτ� τοØ̋ πρìτερον δεδειγµèνοι̋: φανερäν δ , íτι � τä
ΑΓ χωρÐον δυναµèνη âστÈν � ΜC. δεικτèον δ , íτι � ΜC âστιν � ûητäν καÈ µèσον
δυναµèνη. âπεÈ γ�ρ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΗ τ¨ù ΗΕ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä
ΑΘ τÀú ΘΕ, τουτèστι τä �πä τ¨̋ ΜΝ τÀú �πä τ¨̋ ΝC: αÉ ΜΝ, ΝC �ρα δυν�µει
εÊσÈν �σÔµµετροι. καÈ âπεÈ � Α∆ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πèµπτη, καÐ [âστιν] êλασσον
αÎτ¨̋ τµ¨µα τä Ε∆, σÔµµετρο̋ �ρα � Ε∆ τ¨ù ΑΒ µ κει. �λλ� � ΑΕ τ¨ù Ε∆ âστιν
�σÔµµετρο̋: καÈ � ΑΒ �ρα τ¨ù ΑΕ âστιν �σÔµµετρο̋ µ κει. [αÉ ΒΑ, ΑΕ ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι.] µèσον �ρα âστÈ τä ΑΚ, τουτèστι τä συγκεÐµενον âκ τÀν
�πä τÀν ΜΝ, ΝC. καÈ âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ε τ¨ù ΑΒ µ κει, τουτèστι τ¨ù ΕΚ,
�λλ� � ∆Ε τ¨ù ΕΖ σÔµµετρì̋ âστιν, καÈ � ΕΖ �ρα τ¨ù ΕΚ σÔµµετρì̋ âστιν. καÈ ûητ�
� ΕΚ: ûητäν �ρα καÈ τä ΕΛ, τουτèστι τä ΜΡ, τουτèστι τä Íπä ΜΝC: αÉ ΜΝ, ΝC �ρα
δυν�µει �σÔµµετροÐ εÊσι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων
µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν ûητìν.

ÃΗ ΜC �ρα ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη âστÈ καÈ δÔναται τä ΑΓ χωρÐον: íπερ êδει
δεØcαι.

X.59

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των éκτη̋, � τä χωρÐον
δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη δÔο µèσα δυναµèνη.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒΓ∆ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των
éκτη̋ τ¨̋ Α∆ διηùρηµèνη̋ εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Ε, ¹στε τä µεØζον îνοµα εÚναι τä
ΑΕ: λèγω, íτι � τä ΑΓ δυναµèνη � δÔο µèσα δυναµèνη âστÐν.

Κατεσκευ�σθω [γ�ρ] τ� αÎτ� τοØ̋ προδεδειγµèνοι̋.
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φανερäν δ , íτι [�] τä ΑΓ δυναµèνη âστÈν � ΜC, καÈ íτι �σÔµµετρì̋ âστι � ΜΝ τ¨ù
ΝC δυν�µει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΕΑ τ¨ù ΑΒ µ κει, αÉ ΕΑ, ΑΒ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: µèσον �ρα âστÈ τä ΑΚ, τουτèστι τä συγκεÐµενον âκ τÀν
�πä τÀν ΜΝ, ΝC. π�λιν, âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � Ε∆ τ¨ù ΑΒ µ κει, �σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈ καÈ � ΖΕ τ¨ù ΕΚ: αÉ ΖΕ, ΕΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: µèσον �ρα
âστÈ τä ΕΛ, τουτèστι τä ΜΡ, τουτèστι τä Íπä τÀν ΜΝC. καÈ âπεÈ �σÔµµετρο̋ � ΑΕ
τ¨ù ΕΖ, καÈ τä ΑΚ τÀú ΕΛ �σÔµµετρìν âστιν. �λλ� τä µàν ΑΚ âστι τä συγκεÐµενον
âκ τÀν �πä τÀν ΜΝ, ΝC, τä δà ΕΛ âστι τä Íπä τÀν ΜΝC: �σÔµµετρον �ρα âστÈ
τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΜΝC τÀú Íπä τÀν ΜΝC. καÐ âστι µèσον áκ�τερον
αÎτÀν, καÈ αÉ ΜΝ, ΝC δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι.

ÃΗ ΜC �ρα δÔο µèσα δυναµèνη âστÈ καÈ δÔναται τä ΑΓ: íπερ êδει δεØcαι.
[

Λ¨µµα

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµηθ¨ù εÊ̋ �νισα, τ� �πä τÀν �νÐσων τετρ�γωνα µεÐζον� âστι
τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν �νÐσων περιεχοµèνου æρθογωνÐου.

^Εστω εÎθεØα � ΑΒ καÈ τετµ σθω εÊ̋ �νισα κατ� τä Γ, καÈ êστω µεÐζων � ΑΓ:
λèγω, íτι τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µεÐζον� âστι τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ.

Τετµ σθω γ�ρ � ΑΒ δÐχα κατ� τä ∆. âπεÈ

b bbb

Α ΒΓ∆

οÞν εÎθεØα γραµµ� τèτµηται εÊ̋ µàν Òσα κατ� τä ∆, εÊ̋ δà �νισα κατ� τä Γ, τä
�ρα Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ µετ� τοÜ �πä Γ∆ Òσον âστÈ τÀú �πä Α∆: ¹στε τä Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ êλαττìν âστι τοÜ �πä Α∆: τä �ρα δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ êλαττον £ διπλ�σιìν âστι
τοÜ �πä Α∆. �λλ� τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ διπλ�σι� [âστι] τÀν �πä τÀν Α∆, ∆Γ: τ� �ρα
�πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µεÐζον� âστι τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: íπερ êδει δεØcαι.]

X.60

Τä �πä τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο
æνοµ�των πρ¸την.
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^Εστω âκ δÔο æνοµ�των � ΑΒ διηùρηµèνη εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Γ, ¹στε τä µεØζον
îνοµα εÚναι τä ΑΓ, καÈ

âκκεÐσθω ûητ� � ∆Ε, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ� τ�ν ∆Ε παραβεβλ σθω τä
∆ΕΖΗ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: λèγω, íτι � ∆Η âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πρ¸τη.

Παραβεβλ σθω γ�ρ παρ� τ�ν ∆Ε τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΓ Òσον τä ∆Θ, τÀú δà �πä τ¨̋
ΒΓ Òσον τä ΚΛ: λοιπäν �ρα τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον âστÈ τÀú ΜΖ. τετµ σθω �
ΜΗ δÐχα κατ� τä Ν, καÈ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΝC [áκατèραø τÀν ΜΛ, ΗΖ]. áκ�τερον
�ρα τÀν ΜC, ΝΖ Òσον âστÈ τÀú �παc Íπä τÀν ΑΓΒ. καÈ âπεÈ âκ δÔο æνοµ�των âστÈν
� ΑΒ διηùρηµèνη εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Γ, αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι: τ� �ρα �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ ûητ� âστι καÈ σÔµµετρα �λλ λοι̋: ¹στε καÈ τä
συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ [σÔµµετρìν âστι τοØ̋ �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ: ûητäν
�ρα âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ]. καÐ âστιν Òσον τÀú ∆Λ: ûητäν �ρα
âστÈ τä ∆Λ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ε παρ�κειται: ûητ� �ρα âστÈν � ∆Μ καÈ σÔµµετρο̋
τ¨ù ∆Ε µ κει. π�λιν, âπεÈ αÉ ΑΓ, ΓΒ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, µèσον �ρα
âστÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τουτèστι τä ΜΖ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΜΛ παρ�κειται:
ûητ� �ρα καÈ � ΜΗ âστι καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΜΛ, τουτèστι τ¨ù ∆Ε, µ κει. êστι δà
καÈ � Μ∆ ûητ� καÈ τ¨ù ∆Ε µ κει σÔµµετρο̋: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ∆Μ τ¨ù ΜΗ
µ κει. καÐ εÊσι ûηταÐ: αÉ ∆Μ, ΜΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο
�ρα æνοµ�των âστÈν � ∆Η.

∆εικτèον δ , íτι καÈ πρ¸τη.

ÇΕπεÈ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον �ν�λογìν âστι τä Íπä τÀν ΑΓΒ, καÈ τÀν ∆Θ,
ΚΛ �ρα µèσον �ν�λογìν âστι τä ΜC. êστιν �ρα ±̋ τä ∆Θ πρä̋ τä ΜC, οÕτω̋ τä ΜC
πρä̋ τä ΚΛ, τουτèστιν ±̋ � ∆Κ πρä̋ τ�ν ΜΝ, � ΜΝ πρä̋ τ�ν ΜΚ: τä �ρα Íπä τÀν
∆Κ, ΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ. καÈ âπεÈ σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΓ τÀú �πä
τ¨̋ ΓΒ, σÔµµετρìν âστι καÈ τä ∆Θ τÀú ΚΛ: ¹στε καÈ � ∆Κ τ¨ù ΚΜ σÔµµετρì̋ âστιν.
καÈ âπεÈ µεÐζον� âστι τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, µεØζον �ρα καÈ τä
∆Λ τοÜ ΜΖ: ¹στε καÈ � ∆Μ τ¨̋ ΜΗ µεÐζων âστÐν. καÐ âστιν Òσον τä Íπä τÀν ∆Κ,
ΚΜ τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ, τουτèστι τÀú τετ�ρτωú τοÜ �πä τ¨̋ ΜΗ, καÈ σÔµµετρο̋ � ∆Κ
τ¨ù ΚΜ. â�ν δà Âσι δÔο εÎθεØαι �νισοι, τÀú δà τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ âλ�σσονο̋
Òσον παρ� τ�ν µεÐζονα παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú καÈ εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν
διαιρ¨ù, � µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù: � ∆Μ �ρα
τ¨̋ ΜΗ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ εÊσι ûηταÈ αÉ ∆Μ, ΜΗ, καÈ �
∆Μ µεØζον îνοµα σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ∆Ε µ κει.

ÃΗ ∆Η �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πρ¸τη: íπερ êδει δεØcαι.

X.61

Τä �πä τ¨̋ âκ δÔο µèσων πρ¸τη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ
δÔο æνοµ�των δευτèραν.
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^Εστω âκ δÔο µèσων πρ¸τη � ΑΒ διηùρηµèνη εÊ̋ τ�̋ µèσα̋ κατ� τä Γ, Áν µεÐζων �
ΑΓ, καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ∆Ε, καÈ παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ∆Ε τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον
παραλληλìγραµµον τä ∆Ζ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: λèγω, íτι � ∆Η âκ δÔο æνοµ�των
âστÈ δευτèρα.

Κατεσκευ�σθω γ�ρ τ� αÎτ� τοØ̋ πρä τοÔτου. καÈ âπεÈ � ΑΒ âκ δÔο µèσων âστÈ
πρ¸τη διηùρηµèνη κατ� τä Γ, αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι
ûητäν περιèχουσαι: ¹στε καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσα âστÐν. µèσον �ρα âστÈ τä ∆Λ.
καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ε παραβèβληται: ûητ� �ρα âστÐν � Μ∆ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε
µ κει. π�λιν, âπεÈ ûητìν âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, ûητìν âστι καÈ τä ΜΖ. καÈ παρ�
ûητ�ν τ�ν ΜΛ παρ�κειται: ûητ� �ρα [âστÈ] καÈ � ΜΗ καÈ µ κει σÔµµετρο̋ τ¨ù ΜΛ,
τουτèστι τ¨ù ∆Ε: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ∆Μ τ¨ù ΜΗ µ κει. καÐ εÊσι ûηταÐ: αÉ ∆Μ,
ΜΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ∆Η.

∆εικτèον δ , íτι καÈ δευτèρα.
ÇΕπεÈ γ�ρ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µεÐζον� âστι τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, µεØζον �ρα

καÈ τä ∆Λ τοÜ ΜΖ: ¹στε καÈ � ∆Μ τ¨̋ ΜΗ. καÈ âπεÈ σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΓ
τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ, σÔµµετρìν âστι καÈ τä ∆Θ τÀú ΚΛ: ¹στε καÈ � ∆Κ τ¨ù ΚΜ σÔµµετρì̋
âστιν. καÐ âστι τä Íπä τÀν ∆ΚΜ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ: � ∆Μ �ρα τ¨̋ ΜΗ µεØζον
δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ âστιν � ΜΗ σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει.

ÃΗ ∆Η �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ δευτèρα.

X.62

Τä �πä τ¨̋ âκ δÔο µèσων δευτèρα̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ
δÔο æνοµ�των τρÐτην.
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^Εστω âκ δÔο µèσων δευτèρα � ΑΒ διηùρηµèνη εÊ̋ τ�̋ µèσα̋ κατ� τä Γ, ¹στε τä
µεØζον τµ¨µα εÚναι τä ΑΓ, ûητ� δè τι̋ êστω � ∆Ε, καÈ παρ� τ�ν ∆Ε τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ
Òσον παραλληλìγραµµον παραβεβλ σθω τä ∆Ζ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: λèγω, íτι �
∆Η âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τρÐτη.

Κατεσκευ�σθω τ� αÎτ� τοØ̋ προδεδειγµèνοι̋. καÈ âπεÈ âκ δÔο µèσων δευτèρα âστÈν
� ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι µèσον
περιèχουσαι: ¹στε καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον âστÐν. καÐ âστιν
Òσον τÀú ∆Λ: µèσον �ρα καÈ τä ∆Λ. καÈ παρ�κειται παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ε: ûητ� �ρα
âστÈ καÈ � Μ∆ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΜΗ ûητ  âστι καÈ
�σÔµµετρο̋ τ¨ù ΜΛ, τουτèστι τ¨ù ∆Ε, µ κει: ûητ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν ∆Μ, ΜΗ
καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ µ κει, ±̋ δà �
ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΓ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΓΒ, �σÔµµετρον �ρα καÈ
τä �πä τ¨̋ ΑΓ τÀú Íπä τÀν ΑΓΒ. ¹στε καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ
τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓΒ �σÔµµετρìν âστιν, τουτèστι τä ∆Λ τÀú ΜΖ: ¹στε καÈ � ∆Μ τ¨ù
ΜΗ �σÔµµετρì̋ âστιν. καÐ εÊσι ûηταÐ: âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ∆Η.

∆εικτèον [δ ], íτι καÈ τρÐτη.
ÃΟµοÐω̋ δ� τοØ̋ προτèροι̋ âπιλογιοÔµεθα, íτι µεÐζων âστÈν � ∆Μ τ¨̋ ΜΗ, καÈ

σÔµµετρο̋ � ∆Κ τ¨ù ΚΜ. καÐ âστι τä Íπä τÀν ∆ΚΜ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ: � ∆Μ
�ρα τ¨̋ ΜΗ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ οÎδετèρα τÀν ∆Μ, ΜΗ
σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ∆Ε µ κει.

ÃΗ ∆Η �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τρÐτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.63

Τä �πä τ¨̋ µεÐζονο̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των
τετ�ρτην.

^Εστω µεÐζων � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ¹στε µεÐζονα εÚναι τ�ν ΑΓ τ¨̋ ΓΒ,
ûητ� δà � ∆Ε, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ� τ�ν ∆Ε παραβεβλ σθω τä ∆Ζ παρ-
αλληλìγραµµον πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: λèγω, íτι � ∆Η âκ δÔο æνοµ�των âστÈ
τετ�ρτη.
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Κατεσκευ�σθω τ� αÎτ� τοØ̋ προδεδειγµèνοι̋. καÈ âπεÈ µεÐζων âστÈν � ΑΒ διηùρηµèνη
κατ� τä Γ, αÉ ΑΓ, ΓΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ
τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δà Íπ' αÎτÀν µèσον. âπεÈ οÞν ûητìν âστι τä
συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, ûητäν �ρα âστÈ τä ∆Λ: ûητ� �ρα καÈ � ∆Μ καÈ
σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει. π�λιν, âπεÈ µèσον âστÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τουτèστι τä
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ΜΖ, καÈ παρ� ûητ ν âστι τ�ν ΜΛ, ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΜΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε
µ κει: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ∆Μ τ¨ù ΜΗ µ κει. αÉ ∆Μ, ΜΗ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ∆Η.

∆εικτèον [δ ], íτι καÈ τετ�ρτη.
ÃΟµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν τοØ̋ πρìτερον, íτι µεÐζων âστÈν � ∆Μ τ¨̋ ΜΗ, καÈ íτι τä

Íπä ∆ΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ. âπεÈ οÞν �σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΓ
τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä ∆Θ τÀú ΚΛ: ¹στε �σÔµµετρο̋ καÈ
� ∆Κ τ¨ù ΚΜ âστιν. â�ν δà Âσι δÔο εÎθεØαι �νισοι, τÀú δà τετ�ρτωú µèρει τοÜ
�πä τ¨̋ âλ�σσονο̋ Òσον παραλληλìγραµµον παρ� τ�ν µεÐζονα παραβληθ¨ù âλλεØπον
εÒδει τετραγ¸νωú καÈ εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρ¨ù, � µεÐζων τ¨̋ âλ�σσονο̋ µεØζον
δυν σεται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει: � ∆Μ �ρα τ¨̋ ΜΗ µεØζον δÔναται τÀú
�πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ εÊσιν αÉ ∆Μ, ΜΗ ûηταÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ �
∆Μ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ∆Ε.

ÃΗ ∆Η �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τετ�ρτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.64

Τä �πä τ¨̋ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν
âκ δÔο æνοµ�των πèµπτην.

^Εστω ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη � ΑΒ διηùρηµèνη εÊ̋ τ�̋ εÎθεÐα̋ κατ� τä Γ, ¹στε
µεÐζονα εÚναι τ�ν ΑΓ, καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ∆Ε, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ� τ�ν
∆Ε παραβεβλ σθω τä ∆Ζ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: λèγω, íτι � ∆Η âκ δÔο æνοµ�των
âστÈ πèµπτη.
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Κατεσκευ�σθω τ� αÎτ� τοØ̋ πρä τοÔτου. âπεÈ οÞν ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη âστÈν
� ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν
συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν ûητìν. âπεÈ οÞν
µèσον âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, µèσον �ρα âστÈ τä ∆Λ: ¹στε
ûητ  âστιν � ∆Μ καÈ µ κει �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε. π�λιν, âπεÈ ûητìν âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΓΒ, τουτèστι τä ΜΖ, ûητ� �ρα � ΜΗ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε. �σÔµµετρο̋ �ρα � ∆Μ
τ¨ù ΜΗ: αÉ ∆Μ, ΜΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των
âστÈν � ∆Η.

Λèγω δ , íτι καÈ πèµπτη.
ÃΟµοÐω̋ γ�ρ δειχθ σεται, íτι τä Íπä τÀν ∆ΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ, καÈ

�σÔµµετρο̋ � ∆Κ τ¨ù ΚΜ µ κει: � ∆Μ �ρα τ¨̋ ΜΗ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου
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áαυτ¨ù. καÐ εÊσιν αÉ ∆Μ, ΜΗ [ûηταÈ] δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ � âλ�σσων � ΜΗ
σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει.

ÃΗ ∆Η �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πèµπτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.65

Τä �πä τ¨̋ δÔο µèσα δυναµèνη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο
æνοµ�των éκτην.

^Εστω δÔο µèσα δυναµèνη � ΑΒ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, ûητ� δà êστω � ∆Ε. καÈ
παρ� τ�ν ∆Ε τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ

Òσον παραβεβλ σθω τä ∆Ζ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: λèγω, íτι � ∆Η âκ δÔο æνοµ�των
âστÈν éκτη.
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Κατεσκευ�σθω γ�ρ τ� αÎτ� τοØ̋ πρìτερον. καÈ âπεÈ � ΑΒ δÔο µèσα δυναµèνη
âστÈ διηùρηµèνη κατ� τä Γ, αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τì
τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ
êτι �σÔµµετρον τä âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων συγκεÐµενον τÀú Íπ' αÎτÀν: ¹στε
κατ� τ� προδεδειγµèνα µèσον âστÈν áκ�τερον τÀν ∆Λ, ΜΖ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ε
παρ�κειται: ûητ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν ∆Μ, ΜΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ε µ κει. καÈ
âπεÈ �σÔµµετρìν âστι τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ∆Λ τÀú ΜΖ. �σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ∆Μ τ¨ù ΜΗ: αÉ ∆Μ,
ΜΗ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ∆Η.

Λèγω δ , íτι καÈ éκτη.
ÃΟµοÐω̋ δ� π�λιν δεÐcοµεν, íτι τä Íπä τÀν ∆ΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ, καÈ

íτι � ∆Κ τ¨ù ΚΜ µ κει âστÈν �σÔµµετρο̋: καÈ δι� τ� αÎτ� δ� � ∆Μ τ¨̋ ΜΗ µεØζον
δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÈ οÎδετèρα τÀν ∆Μ, ΜΗ σÔµµετρì̋ âστι
τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ∆Ε µ κει.

ÃΗ ∆Η �ρα âκ δÔο æνοµ�των âστÈν éκτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.66

ÃΗ τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των µ κει σÔµµετρο̋ καÈ αÎτ� âκ δÔο æνοµ�των âστÈ καÈ τ¨ù τ�cει
� αÎτ .

^Εστω âκ δÔο æνοµ�των � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ µ κει σÔµµετρο̋ êστω � Γ∆: λèγω, íτι
� Γ∆ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.
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ÇΕπεÈ γ�ρ âκ δÔο æνοµ�των âστÈν � ΑΒ, διηùρ σθω εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Ε,
καÈ êστω µεØζον îνοµα τä ΑΕ: αÉ ΑΕ, ΕΒ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι.
γεγονèτω ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ: καÈ λοιπ� �ρα � ΕΒ
πρä̋ λοιπ�ν τ�ν Ζ∆ âστιν, ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆. σÔµµετρο̋ δà � ΑΒ τ¨ù Γ∆ µ κει.
σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � µàν ΑΕ τ¨ù ΓΖ, � δà ΕΒ τ¨ù Ζ∆. καÐ εÊσι ûηταÈ αÉ ΑΕ, ΕΒ:
ûηταÈ �ρα εÊσÈ καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆. καÈ [âπεÐ] âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ ΓΖ, � ΕΒ πρä̋ Ζ∆.
âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ � ΑΕ πρä̋ ΕΒ, � ΓΖ πρä̋ Ζ∆. αÉ δà ΑΕ, ΕΒ δυν�µει µìνον
[εÊσÈ] σÔµµετροι: καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα δυν�µει µìνον εÊσÈ σÔµµετροι. καÐ εÊσι ûηταÐ:
âκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � Γ∆.

Λèγω δ , íτι τ¨ù τ�cει âστÈν � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.
ÃΗ γ�ρ ΑΕ τ¨̋ ΕΒ µεØζον δÔναται ¢τοι τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù £ τÀú �πä �συµµèτρου.

εÊ µàν οÞν � ΑΕ τ¨̋ ΕΒ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ΓΖ τ¨̋ Ζ∆
µεØζον δυν σεται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù, καÈ � ΓΖ σÔµµετρο̋ αÎτ¨ù êσται, καÈ δι� τοÜτο áκατèρα τÀν ΑΒ, Γ∆
âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πρ¸τη, τουτèστι τ¨ù τ�cει � αÎτ . εÊ δà � ΕΒ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù, καÈ � Ζ∆ σÔµµετρì̋ âστιν αÎτ¨ù, καÈ δι� τοÜτο π�λιν τ¨ù τ�cει � αÎτ�
êσται τ¨ù ΑΒ: áκατèρα γ�ρ αÎτÀν êσται âκ δÔο æνοµ�των δευτèρα. εÊ δà οÎδετèρα τÀν
ΑΕ, ΕΒ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù, οÎδετèρα τÀν ΓΖ, Ζ∆ σÔµµετρο̋ αÎτ¨ù
êσται, καÐ âστιν áκατèρα τρÐτη. εÊ δà � ΑΕ τ¨̋ ΕΒ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου
áαυτ¨ù, καÈ � ΓΖ τ¨̋ Ζ∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν � ΑΕ
σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù, καÈ � ΓΖ σÔµµετρì̋ âστιν αÎτ¨ù, καÐ âστιν áκατèρα
τετ�ρτη. εÊ δà � ΕΒ, καÈ � Ζ∆, καÈ êσται áκατèρα πèµπτη. εÊ δà οÎδετèρα τÀν ΑΕ,
ΕΒ, καÈ τÀν ΓΖ, Ζ∆ οÎδετèρα σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù, καÈ êσται áκατèρα
éκτη.

�Ωστε � τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των µ κει σÔµµετρο̋ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ καÈ τ¨ù τ�cει
� αÎτ : íπερ êδει δεØcαι.

X.67

ÃΗ τ¨ù âκ δÔο µèσων µ κει σÔµµετρο̋ καÈ αÎτ� âκ δÔο µèσων âστÈ καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ .
^Εστω âκ δÔο µèσων � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋ êστω µ κει � Γ∆: λèγω, íτι �

Γ∆ âκ δÔο µèσων âστÈ καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.
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ÇΕπεÈ γ�ρ âκ δÔο µèσων âστÈν � ΑΒ, διηùρ σθω εÊ̋ τ�̋ µèσα̋ κατ� τä Ε: αÉ ΑΕ, ΕΒ
�ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι. καÈ γεγονèτω ±̋ � ΑΒ πρä̋ Γ∆, � ΑΕ πρä̋
ΓΖ: καÈ λοιπ� �ρα � ΕΒ πρä̋ λοιπ�ν τ�ν Ζ∆ âστιν, ±̋ � ΑΒ πρä̋ Γ∆. σÔµµετρο̋ δà
� ΑΒ τ¨ù Γ∆ µ κει: σÔµµετρο̋ �ρα καÈ áκατèρα τÀν ΑΕ, ΕΒ áκατèραø τÀν ΓΖ, Ζ∆.
µèσαι δà αÉ ΑΕ, ΕΒ: µèσαι �ρα καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ ΕΒ, � ΓΖ
πρä̋ Ζ∆, αÉ δà ΑΕ, ΕΒ δυν�µει µìνον σÔµµετροÐ εÊσιν, καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ [�ρα] δυν�µει
µìνον σÔµµετροÐ εÊσιν. âδεÐχθησαν δà καÈ µèσαι: � Γ∆ �ρα âκ δÔο µèσων âστÐν.

Λèγω δ , íτι καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ  âστι τ¨ù ΑΒ.
ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ ΕΒ, � ΓΖ πρä̋ Ζ∆, καÈ ±̋ �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΕ πρä̋

τä Íπä τÀν ΑΕΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ πρä̋ τä Íπä τÀν ΓΖ∆: âναλλ�c ±̋ τä �πä τ¨̋
ΑΕ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ, οÕτω̋ τä Íπä τÀν ΑΕΒ πρä̋ τä Íπä τÀν ΓΖ∆. σÔµµετρον
δà τä �πä τ¨̋ ΑΕ τÀú �πä τ¨̋ ΓΖ: σÔµµετρον �ρα καÈ τä Íπä τÀν ΑΕΒ τÀú Íπä τÀν
ΓΖ∆. εÒτε οÞν ûητìν âστι τä Íπä τÀν ΑΕΒ, καÈ τä Íπä τÀν ΓΖ∆ ûητìν âστιν [καÈ δι�
τοÜτì âστιν âκ δÔο µèσων πρ¸τη]. εÒτε µèσον, µèσον, καÐ âστιν áκατèρα δευτèρα.

ΚαÈ δι� τοÜτο êσται � Γ∆ τ¨ù ΑΒ τ¨ù τ�cει � αÎτ : íπερ êδει δεØcαι.

X.68

ÃΗ τ¨ù µεÐζονι σÔµµετρο̋ καÈ αÎτ� µεÐζων âστÐν.
^Εστω µεÐζων � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋ êστω � Γ∆: λèγω, íτι � Γ∆ µεÐζων

âστÐν.
∆ιηùρ σθω � ΑΒ κατ� τä Ε: αÉ ΑΕ, ΕΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä

µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν µèσον: καÈ
γεγονèτω τ� αÎτ� τοØ̋ πρìτερον.
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καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ ¡ τε ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ καÈ � ΕΒ πρä̋
τ�ν Ζ∆, καÈ ±̋ �ρα � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ � ΕΒ πρä̋ τ�ν Ζ∆. σÔµµετρο̋ δà �
ΑΒ τ¨ù Γ∆. σÔµµετρο̋ �ρα καÈ áκατèρα τÀν ΑΕ, ΕΒ áκατèραø τÀν ΓΖ, Ζ∆. καÈ âπεÐ
âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ � ΕΒ πρä̋ τ�ν Ζ∆, καÈ âναλλ�c ±̋ � ΑΕ πρä̋
ΕΒ, οÕτω̋ � ΓΖ πρä̋ Ζ∆, καÈ συνθèντι �ρα âστÈν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ � Γ∆
πρä̋ τ�ν ∆Ζ: καÈ ±̋ �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Γ∆
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆Ζ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ ±̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋
ΑΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Γ∆ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ. καÈ ±̋ �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τ�
�πä τÀν ΑΕ, ΕΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Γ∆ πρä̋ τ� �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆: καÈ âναλλ�c �ρα
âστÈν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Γ∆, οÕτω̋ τ� �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ πρä̋ τ� �πä
τÀν ΓΖ, Ζ∆. σÔµµετρον δà τä �πä τ¨̋ ΑΒ τÀú �πä τ¨̋ Γ∆: σÔµµετρα �ρα καÈ τ� �πä
τÀν ΑΕ, ΕΒ τοØ̋ �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆. καÐ âστι τ� �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ �µα ûητìν, καÈ τ�
�πä τÀν ΓΖ, Ζ∆ �µα ûητìν âστιν. åµοÐω̋ δà καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ σÔµµετρìν
âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆. καÐ âστι µèσον τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ: µèσον �ρα καÈ
τä δÈ̋ Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆. αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα δυν�µει �σÔµµετροÐ εÊσι ποιοÜσαι τä µàν
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συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων �µα ûητìν, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον:
íλη �ρα � Γ∆ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µεÐζων.

ÃΗ �ρα τ¨ù µεÐζονι σÔµµετρο̋ µεÐζων âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

X.69

ÃΗ τ¨ù ûητäν καÈ µèσον δυναµèνηù σÔµµετρο̋ [καÈ αÎτ�] ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη
âστÐν.

^Εστω ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋ êστω � Γ∆: δεικτèον,
íτι καÈ � Γ∆ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη âστÐν.

b b

b b

b

b

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

∆ιηùρ σθω � ΑΒ εÊ̋ τ�̋ εÎθεÐα̋ κατ� τä Ε: αÉ ΑΕ, ΕΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι
ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν
ûητìν: καÈ τ� αÎτ� κατεσκευ�σθω τοØ̋ πρìτερον. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ ΓΖ,
Ζ∆ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι, καÈ σÔµµετρον τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν
ΑΕ, ΕΒ τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆, τä δà Íπä ΑΕ, ΕΒ τÀú Íπä ΓΖ, Ζ∆:
¹στε καÈ τä [µàν] συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆ τετραγ¸νων âστÈ µèσον, τä
δ' Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆ ûητìν.

ÃΡητäν �ρα καÈ µèσον δυναµèνη âστÈν � Γ∆: íπερ êδει δεØcαι.

X.70

ÃΗ τ¨ù δÔο µèσα δυναµèνηù σÔµµετρο̋ δÔο µèσα δυναµèνη âστÐν.
^Εστω δÔο µèσα δυναµèνη � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋ � Γ∆: δεικτèον, íτι καÈ �

Γ∆ δÔο µèσα δυναµèνη âστÐν.

b b

b b

b

b

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

ÇΕπεÈ γ�ρ δÔο µèσα δυναµèνη âστÈν � ΑΒ, διηùρ σθω εÊ̋ τ�̋ εÎθεÐα̋ κατ� τä Ε: αÉ
ΑΕ, ΕΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν
[τετραγ¸νων] µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τä συγκεÐµενον âκ
τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τετραγ¸νων τÀú Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ: καÈ κατεσκευ�σθω τ� αÎτ�
τοØ̋ πρìτερον. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι καÈ
σÔµµετρον τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �πä
τÀν ΓΖ, Ζ∆, τä δà Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ τÀú Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆: ¹στε καÈ τä συγκεÐµενον
âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆ τετραγ¸νων µèσον âστÈ καÈ τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆ µèσον καÈ
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êτι �σÔµµετρον τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆ τετραγ¸νων τÀú Íπä τÀν ΓΖ,
Ζ∆.

ÃΗ �ρα Γ∆ δÔο µèσα δυναµèνη âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

X.71

ÃΡητοÜ καÈ µèσου συντιθεµèνου τèσσαρε̋ �λογοι γÐγνονται ¢τοι âκ δÔο æνοµ�των £
âκ δÔο µèσων πρ¸τη £ µεÐζων £ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη.

^Εστω ûητäν µàν τä ΑΒ, µèσον δà τä Γ∆: λèγω, íτι � τä Α∆ χωρÐον δυναµèνη ¢τοι
âκ δÔο æνοµ�των âστÈν £ âκ δÔο µèσων πρ¸τη £ µεÐζων £ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ Η

Θ

Ι

Κ

Τä γ�ρ ΑΒ τοÜ Γ∆ ¢τοι µεØζìν âστιν £ êλασσον. êστω πρìτερον µεØζον: καÈ
âκκεÐσθω ûητ� � ΕΖ, καÈ παραβεβλ σθω παρ� τ�ν ΕΖ

τÀú ΑΒ Òσον τä ΕΗ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΘ: τÀú δà ∆Γ Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω
τä ΘΙ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΚ. καÈ âπεÈ ûητìν âστι τä ΑΒ καÐ âστιν ûητìν âστι τä ΑΒ
καÐ âστιν Òσον τÀú ΕΗ, ûητäν �ρα καÈ τä ΕΗ. καÈ παρ� [ûητ�ν] τ�ν ΕΖ παραβèβληται
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΘ: � ΕΘ �ρα ûητ  âστι καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. π�λιν, âπεÈ
µèσον âστÈ τä Γ∆ καÐ âστιν Òσον τÀú ΘΙ, µèσον �ρα âστÈ καÈ τä ΘΙ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν
ΕΖ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΚ: ûητ� �ρα âστÈν � ΘΚ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ
µ κει. καÈ âπεÈ µèσον âστÈ τä Γ∆, ûητäν δà τä ΑΒ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΑΒ τÀú
Γ∆: ¹στε καÈ τä ΕΗ �σÔµµετρìν âστι τÀú ΘΙ. ±̋ δà τä ΕΗ πρä̋ τä ΘΙ, οÕτω̋ âστÈν �
ΕΘ πρä̋ τ�ν ΘΚ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ΕΘ τ¨ù ΘΚ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι
ûηταÐ: αÉ ΕΘ, ΘΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο �ρα æνοµ�των
âστÈν � ΕΚ διηùρηµèνη κατ� τä Θ. καÈ âπεÈ µεØζìν âστι τä ΑΒ τοÜ Γ∆, Òσον δà τä µàν
ΑΒ τÀú ΕΗ, τä δà Γ∆ τÀú ΘΙ, µεØζον �ρα καÈ τä ΕΗ τοÜ ΘΙ: καÈ � ΕΘ �ρα µεÐζων
âστÈ τ¨̋ ΘΚ. ¢τοι οÞν � ΕΘ τ¨̋ ΘΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει £
τÀú �πä �συµµèτρου. δυν�σθω πρìτερον τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ âστιν � µεÐζων
� ΘΕ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΕΖ: � �ρα ΕΚ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πρ¸τη.
ûητ� δà � ΕΖ: â�ν δà χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των πρ¸τη̋, �
τä χωρÐον δυναµèνη âκ δÔο æνοµ�των âστÐν. � �ρα τä ΕΙ δυναµèνη âκ δÔο æνοµ�των
âστÐν: ¹στε καÈ � τä Α∆ δυναµèνη âκ δÔο æνοµ�των âστÐν. �λλ� δ� δυν�σθω � ΕΘ
τ¨̋ ΘΚ µεØζον τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù: καÐ âστιν � µεÐζων � ΕΘ σÔµµετρο̋ τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΕΖ µ κει: � �ρα ΕΚ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τετ�ρτη. ûητ� δà � ΕΖ:
â�ν δà χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των τετ�ρτη̋, � τä χωρÐον
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δυναµèνη �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µεÐζων. � �ρα τä ΕΙ χωρÐον δυναµèνη µεÐζων
âστÐν: ¹στε καÈ � τä Α∆ δυναµèνη µεÐζων âστÐν.

ÇΑλλ� δ� êστω êλασσον τä ΑΒ τοÜ Γ∆: καÈ τä ΕΗ �ρα êλασσìν âστι τοÜ ΘΙ:
¹στε καÈ � ΕΘ âλ�σσων âστÈ τ¨̋ ΘΚ. ¢τοι δà � ΘΚ τ¨̋ ΕΘ µεØζον δÔναται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù £ τÀú �πä �συµµèτρου. δυν�σθω πρìτερον τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù
µ κει: καÐ âστιν � âλ�σσων � ΕΘ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΕΖ µ κει: � �ρα
ΕΚ âκ δÔο æνοµ�των âστÈ δευτèρα. ûητ� δà � ΕΖ: â�ν δà χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋
καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των δευτèρα̋, � τä χωρÐον δυναµèνη âκ δÔο µèσων âστÈ πρ¸τη.
� �ρα τä ΕΙ χωρÐον δυναµèνη âκ δÔο µèσων âστÈ πρ¸τη: ¹στε καÈ � τä Α∆ δυναµèνη
âκ δÔο µèσων âστÈ πρ¸τη. �λλ� δ� � ΘΚ τ¨̋ ΘΕ µεØζον δυν�σθω τÀú �πä �συµµèτρου
áαυτ¨ù. καÐ âστιν � âλ�σσων � ΕΘ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΕΖ: � �ρα ΕΚ
âκ δÔο æνοµ�των âστÈ πèµπτη. ûητ� δà � ΕΖ: â�ν δà χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋
καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των πèµπτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη
âστÐν. � �ρα τä ΕΙ χωρÐον δυναµèνη ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη âστÐν: ¹στε καÈ � τä
Α∆ χωρÐον δυναµèνη ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη âστÐν.

ÃΡητοÜ �ρα καÈ µèσου συντιθεµèνου τèσσαρε̋ �λογοι γÐγνονται ¢τοι âκ δÔο æνοµ�των
£ âκ δÔο µèσων πρ¸τη £ µεÐζων £ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη: íπερ êδει δεØcαι.

X.72

∆Ôο µèσων �συµµèτρων �λλ λοι̋ συντιθεµèνων αÉ λοιπαÈ δÔο �λογοι γÐγνονται ¢τοι
âκ δÔο µèσων δευτèρα £ [�] δÔο µèσα δυναµèνη.

ΣυγκεÐσθω γ�ρ δÔο µèσα �σÔµµετρα �λλ λοι̋ τ� ΑΒ, Γ∆: λèγω, íτι � τä Α∆
χωρÐον δυναµèνη ¢τοι âκ δÔο µèσων âστÈ δευτèρα £ δÔο µèσα δυναµèνη.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ Η

Θ

Ι

Κ

Τä γ�ρ ΑΒ τοÜ Γ∆ ¢τοι µεØζìν âστιν £ êλασσον. êστω, εÊ τÔχοι, πρìτερον
µεØζον τä ΑΒ τοÜ Γ∆: καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ΕΖ, καÈ τÀú µàν ΑΒ Òσον παρ� τ�ν
ΕΖ παραβεβλ σθω τä ΕΗ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΘ, τÀú δà Γ∆ Òσον τä ΘΙ πλ�το̋ ποιοÜν
τ�ν ΘΚ. καÈ âπεÈ µèσον âστÈν áκ�τερον τÀν ΑΒ, Γ∆, µèσον �ρα καÈ áκ�τερον τÀν
ΕΗ, ΘΙ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΖΕ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�̋ ΕΘ, ΘΚ: áκατèρα �ρα
τÀν ΕΘ, ΘΚ ûητ  âστι καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρìν âστι τä ΑΒ
τÀú Γ∆, καÐ âστιν Òσον τä µàν ΑΒ τÀú ΕΗ, τä δà Γ∆ τÀú ΘΙ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ
τä ΕΗ τÀú ΘΙ. ±̋ δà τä ΕΗ πρä̋ τä ΘΙ, οÕτω̋ âστÈν � ΕΘ πρä̋ ΘΚ: �σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � ΕΘ τ¨ù ΘΚ µ κει. αÉ ΕΘ, ΘΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: âκ δÔο
�ρα æνοµ�των âστÈν � ΕΚ. ¢τοι δà � ΕΘ τ¨̋ ΘΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 313

áαυτ¨ù £ τÀú �πä �συµµèτρου. δυν�σθω πρìτερον τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει: καÈ
οÎδετèρα τÀν ΕΘ, ΘΚ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΕΖ µ κει: � ΕΚ �ρα
âκ δÔο æνοµ�των âστÈ τρÐτη. ûητ� δà � ΕΖ: â�ν δà χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ
τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των τρÐτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη âκ δÔο µèσων âστÈ δευτèρα: �
�ρα τä ΕΙ, τουτèστι τä Α∆, δυναµèνη âκ δÔο µèσων âστÈ δευτèρα. �λλ� δ� � ΕΘ τ¨̋
ΘΚ µεØζον δυν�σθω τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει: καÈ �σÔµµετρì̋ âστιν áκατèρα
τÀν ΕΘ, ΘΚ τ¨ù ΕΖ µ κει: � �ρα ΕΚ âκ δÔο æνοµ�των âστÈν éκτη. â�ν δà χωρÐον
περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των éκτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη � δÔο
µèσα δυναµèνη âστÐν: ¹στε καÈ � τä Α∆ χωρÐον δυναµèνη � δÔο µèσα δυναµèνη âστÐν.

[ÃΟµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι κ�ν êλαττον ªù τä ΑΒ τοÜ Γ∆, � τä Α∆ χωρÐον δυναµèνη
£ âκ δÔο µèσων δευτèρα âστÈν ¢τοι δÔο µèσα δυναµèνη].

∆Ôο �ρα µèσων �συµµèτρων �λλ λοι̋ συντιθεµèνων αÉ λοιπαÈ δÔο �λογοι γÐγνονται
¢τοι âκ δÔο µèσων δευτèρα £ δÔο µèσα δυναµèνη.

ÃΗ âκ δÔο æνοµ�των καÈ αÉ µετ' αÎτ�ν �λογοι οÖτε τ¨ù µèσηù οÖτε �λλ λαι̋ εÊσÈν
αÉ αÎταÐ. τä µàν γ�ρ �πä µèση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ ûητ�ν
καÈ �σÔµµετρον τ¨ù παρ' �ν παρ�κειται µ κει. τä δà �πä τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των παρ�
ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των πρ¸την. τä δà �πä τ¨̋ âκ
δÔο µèσων πρ¸τη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των
δευτèραν. τä δà �πä τ¨̋ âκ δÔο µèσων δευτèρα̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋
ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των τρÐτην. τä δà �πä τ¨̋ µεÐζονο̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον
πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των τετ�ρτην. τä δà �πä τ¨̋ ûητäν καÈ µèσον δυναµèνη̋
παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των πèµπτην. τä δà �πä τ¨̋
δÔο µèσα δυναµèνη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των
éκτην. τ� δ' εÊρηµèνα πλ�τη διαφèρει τοÜ τε πρ¸του καÈ �λλ λων, τοÜ µàν πρ¸του,
íτι ûητ  âστιν, �λλ λων δè, íτι τ¨ù τ�cει οÎκ εÊσÈν αÉ αÎταÐ: ¹στε καÈ αÎταÈ αÉ �λογοι
διαφèρουσιν �λλ λων.

X.73

ÇΕ�ν �πä ûητ¨̋ ûητ� �φαιρεθ¨ù δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, � λοιπ� �λογì̋
âστιν: καλεÐσθω δà �ποτοµ .

ÇΑπä γ�ρ ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΒ ûητ� �φηùρ σθω � ΒΓ δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù
íληù: λèγω, íτι � λοιπ� � ΑΓ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη �ποτοµ .

b bb

Α ΒΓ

ÇΕπεÈ γ�ρ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει, καÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋
ΑΒ τÀú Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΒ σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΒ,
ΒΓ τετρ�γωνα, τÀú δà Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ σÔµµετρìν âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ. καÈ
âπειδ περ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσα âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ µετ� τοÜ �πä ΓΑ, καÈ
λοιπÀú �ρα τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ �σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. ûητ� δà τ� �πä τÀν
ΑΒ, ΒΓ: �λογο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ: καλεÐσθω δà �ποτοµ . íπερ êδει δεØcαι.
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X.74

ÇΕ�ν �πä µèση̋ µèση �φαιρεθ¨ù δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋
íλη̋ ûητäν περιèχουσα, � λοιπ� �λογì̋ âστιν: καλεÐσθω δà µèση̋ �ποτοµ� πρ¸τη.

ÇΑπä γ�ρ µèση̋ τ¨̋ ΑΒ µèση �φηùρ σθω � ΒΓ δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù
ΑΒ, µετ� δà τ¨̋ ΑΒ ûητäν ποιοÜσα τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: λèγω, íτι � λοιπ� � ΑΓ
�λογì̋ âστιν: καλεÐσθω δà µèση̋ �ποτοµ� πρ¸τη.

b bb

Α ΒΓ

ÇΕπεÈ γ�ρ αÉ ΑΒ, ΒΓ µèσαι εÊσÐν, µèσα âστÈ καÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. ûητäν δà τä
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ:

�σÔµµετρα �ρα τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: καÈ λοιπÀú �ρα τÀú
�πä τ¨̋ ΑΓ �σÔµµετρìν âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, âπεÈ κ�ν τä íλον áνÈ αÎτÀν
�σÔµµετρον ªù, καÈ τ� âc �ρχ¨̋ µεγèθη �σÔµµετρα êσται. ûητäν δà τä δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ: �λογον �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΓ: �λογο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ: καλεÐσθω δà µèση̋
�ποτοµ� πρ¸τη.

X.75

ÇΕ�ν �πä µèση̋ µèση �φαιρεθ¨ù δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íλη, µετ� δà τ¨̋
íλη̋ µèσον περιèχουσα, � λοιπ� �λογì̋ âστιν: καλεÐσθω δà µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα.

ÇΑπä γ�ρ µèση̋ τ¨̋ ΑΒ µèση �φηùρ σθω � ΓΒ δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù
íληù τ¨ù ΑΒ, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ τ¨̋ ΑΒ µèσον περιèχουσα τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: λèγω,
íτι � λοιπ� � ΑΓ �λογì̋ âστιν: καλεÐσθω δà µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα.

b bb

Α ΒΓ

∆

Ε

Ζ Η

ΘΙ

ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � ∆Ι,
καÈ τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον παρ� τ�ν ∆Ι παραβεβλ σθω τä ∆Ε πλ�το̋

ποιοÜν τ�ν ∆Η, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον παρ� τ�ν ∆Ι παραβεβλ σθω τä ∆Θ
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Ζ: λοιπäν �ρα τä ΖΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ. καÈ âπεÈ µèσα
καÈ σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ, µèσον �ρα καÈ τä ∆Ε. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν
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∆Ι παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: ûητ� �ρα âστÈν � ∆Η καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ι
µ κει. π�λιν, âπεÈ µèσον âστÈ τä Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, καÈ τä δÈ̋ �ρα Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ
µèσον âστÐν. καÐ âστιν Òσον τÀú ∆Θ: καÈ τä ∆Θ �ρα µèσον âστÐν. καÈ παρ� ûητ�ν
τ�ν ∆Ι παραβèβληται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Ζ: ûητ� �ρα âστÈν � ∆Ζ καÈ �σÔµµετρο̋
τ¨ù ∆Ι µ κει. καÈ âπεÈ αÉ ΑΒ, ΒΓ δυν�µει µìνον σÔµµετροÐ εÊσιν, �σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ µ κει: �σÔµµετρον �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τÀú Íπä
τÀν ΑΒ, ΒΓ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΒ σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ, τÀú δà
Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ σÔµµετρìν âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ τοØ̋ �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. Òσον δà τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τä ∆Ε,
τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ τä ∆Θ: �σÔµµετρον �ρα [âστÈ] τä ∆Ε τÀú ∆Θ. ±̋ δà τä
∆Ε πρä̋ τä ∆Θ, οÕτω̋ � Η∆ πρä̋ τ�ν ∆Ζ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Η∆ τ¨ù ∆Ζ. καÐ
εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ �ρα Η∆, ∆Ζ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: � ΖΗ
�ρα �ποτοµ  âστιν. ûητ� δà � ∆Ι: τä δà Íπä ûητ¨̋ καÈ �λìγου περιεχìµενον �λογìν
âστιν, καÈ � δυναµèνη αÎτä �λογì̋ âστιν. καÈ δÔναται τä ΖΕ � ΑΓ: � ΑΓ �ρα �λογì̋
âστιν: καλεÐσθω δà µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα. íπερ êδει δεØcαι.

X.76

ÇΕ�ν �πä εÎθεÐα̋ εÎθεØα �φαιρεθ¨ù δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋
ποιοÜσα τ� µàν �π' αÎτÀν �µα ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν µèσον, � λοιπ� �λογì̋ âστιν:
καλεÐσθω δà âλ�σσων.

ÇΑπä γ�ρ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ εÎθεØα �φηùρ σθω � ΒΓ δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù
ποιοÜσα τ� προκεÐµενα.

b bb

Α ΒΓ

λèγω, íτι � λοιπ� � ΑΓ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�σσων.
ÇΕπεÈ γ�ρ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετραγ¸νων ûητìν âστιν,

τä δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ µèσον, �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú δÈ̋
Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: καÈ �ναστρèψαντι λοιπÀú τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ �σÔµµετρ� âστι τ� �πä
τÀν ΑΒ, ΒΓ. ûητ� δà τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ. �λογον �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΓ: �λογο̋ �ρα
� ΑΓ: καλεÐσθω δà âλ�σσων. íπερ êδει δεØcαι.

X.77

ÇΕ�ν �πä εÎθεÐα̋ εÎθεØα �φαιρεθ¨ù δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋
ποιοÜσα τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν
ûητìν, � λοιπ� �λογì̋ âστιν: καλεÐσθω δà � µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα.

ÇΑπä γ�ρ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ εÎθεØα �φηùρ σθω � ΒΓ δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù ΑΒ
ποιοÜσα τ� προκεÐµενα: λèγω, íτι � λοιπ� � ΑΓ �λογì̋ âστιν � προειρηµèνη.

b bb

Α ΒΓ
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ÇΕπεÈ γ�ρ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετραγ¸νων µèσον âστÐν,
τä δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ ûητìν, �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú δÈ̋
Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ: καÈ λοιπäν �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΓ �σÔµµετρìν âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΒ, ΒΓ. καÐ âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ ûητìν: τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΓ �λογìν âστιν:
�λογο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ: καλεÐσθω δà � µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα. íπερ êδει
δεØcαι.

X.78

ÇΕ�ν �πä εÎθεÐα̋ εÎθεØα �φαιρεθ¨ù δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋
ποιοÜσα τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον τì τε δÈ̋ Íπ' αÎτÀν
µèσον καÈ êτι τ� �π' αÎτÀν τετρ�γωνα �σÔµµετρα τÀú δÈ̋ Íπ' αÎτÀν, � λοιπ� �λογì̋
âστιν: καλεÐσθω δà � µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα.

b bb

Α ΒΓ

ÇΑπä γ�ρ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ εÎθεØα �φηùρ σθω � ΒΓ δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù ΑΒ
ποιοÜσα τ� προκεÐµενα: λèγω, íτι � λοιπ� � ΑΓ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη � µετ�
µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα. ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � ∆Ι, καÈ τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΒ,
ΒΓ Òσον παρ� τ�ν ∆Ι παραβεβλ σθω τä ∆Ε πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η, τÀú δà δÈ̋ Íπä
τÀν ΑΒ, ΒΓ Òσον �φηùρ σθω τä ∆Θ [πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Ζ]. λοιπäν �ρα τä ΖΕ Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ: ¹στε � ΑΓ δÔναται τä ΖΕ. καÈ âπεÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν
�πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετραγ¸νων µèσον âστÈ καÐ âστιν Òσον τÀú ∆Ε, µèσον �ρα [âστÈ]
τä ∆Ε. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ι παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Η: ûητ� �ρα âστÈν
� ∆Η καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ι µ κει. π�λιν, âπεÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ µèσον âστÈ
καÐ âστιν Òσον τÀú ∆Θ, τä �ρα ∆Θ µèσον âστÐν. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ∆Ι παρ�κειται
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Ζ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ∆Ζ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ∆Ι µ κει. καÈ
âπεÈ �σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΒ, ΒΓ, �σÔµµετρον �ρα
καÈ τä ∆Ε τÀú ∆Θ. ±̋ δà τä ∆Ε πρä̋ τä ∆Θ, οÕτω̋ âστÈ καÈ � ∆Η πρä̋ τ�ν ∆Ζ:
�σÔµµετρο̋ �ρα � ∆Η τ¨ù ∆Ζ. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ Η∆, ∆Ζ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι. �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΖΗ: ûητ� δà � ΖΘ. τä δà Íπä ûητ¨̋
καÈ �ποτοµ¨̋ περιεχìµενον [æρθογ¸νιον] �λογìν âστιν, καÈ � δυναµèνη αÎτä �λογì̋
âστιν. καÈ δÔναται τä ΖΕ � ΑΓ: � ΑΓ �ρα �λογì̋ âστιν: καλεÐσθω δà � µετ� µèσου
µèσον τä íλον ποιοÜσα. íπερ êδει δεØcαι.

X.79

Τ¨ù �ποτοµ¨ù µÐα [µìνον] προσαρµìζει εÎθεØα ûητ� δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù
íληù.

b b b b

Α Β Γ ∆
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^Εστω �ποτοµ� � ΑΒ, προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΒΓ: αÉ ΑΓ, ΓΒ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: λèγω, íτι τ¨ù ΑΒ áτèρα οÎ προσαρµìζει ûητ� δυν�µει µìνον
σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, προσαρµοζèτω � Β∆: καÈ αÉ Α∆, ∆Β �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι. καÈ âπεÐ, Áú Íπερèχει τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν Α∆,
∆Β, τοÔτωú Íπερèχει καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: τÀú γ�ρ αÎτÀú
τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ �µφìτερα Íπερèχει: âναλλ�c �ρα, Áú Íπερèχει τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β
τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τοÔτωú Íπερèχει [καÈ] τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΓ, ΓΒ. τ� δà �πä τÀν Α∆, ∆Β τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει ûητÀú: ûητ� γ�ρ
�µφìτερα. καÈ τä δÈ̋ �ρα Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει ûητÀú:
íπερ âστÈν �δÔνατον: µèσα γ�ρ �µφìτερα, µèσον δà µèσου οÎχ Íπερèχει ûητÀú. τ¨ù
�ρα ΑΒ áτèρα οÎ προσαρµìζει ûητ� δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù.

ΜÐα �ρα µìνη τ¨ù �ποτοµ¨ù προσαρµìζει ûητ� δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù
íληù: íπερ êδει δεØcαι.

X.80

Τ¨ù µèση̋ �ποτοµ¨ù πρ¸τηù µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα µèση δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋
οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ ûητäν περιèχουσα.

b b b b

Α Β Γ ∆

^Εστω γ�ρ µèση̋ �ποτοµ� πρ¸τη � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ προσαρµοζèτω � ΒΓ: αÉ ΑΓ,
ΓΒ �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι ûητäν περιèχουσαι τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ:
λèγω, íτι τ¨ù ΑΒ áτèρα οÎ προσαρµìζει µèση δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù,
µετ� δà τ¨̋ íλη̋ ûητäν περιèχουσα.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, προσαρµοζèτω καÈ � ∆Β. αÉ �ρα Α∆, ∆Β µèσαι εÊσÈ δυν�µει
µìνον σÔµµετροι ûητäν περιèχουσαι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β. καÈ âπεÐ, Áú Íπερèχει τ�
�πä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β, τοÔτωú Íπερèχει καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ
τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: τÀú γ�ρ αÎτÀú [π�λιν] Íπερèχουσι τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ: âναλλ�c
�ρα, Áú Íπερèχει τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τοÔτωú Íπερèχει καÈ τä
δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ. τä δà δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋
Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει ûητÀú: ûητ� γ�ρ �µφìτερα. καÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β �ρα
τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ [τετραγ¸νων] Íπερèχει ûητÀú: íπερ âστÈν �δÔνατον: µèσα γ�ρ
âστιν �µφìτερα, µèσον δà µèσου οÎχ Íπερèχει ûητÀú.

Τ¨ù �ρα µèση̋ �ποτοµ¨ù πρ¸τηù µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα µèση δυν�µει µìνον
σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ ûητäν περιèχουσα: íπερ êδει δεØcαι.

X.81

Τ¨ù µèση̋ �ποτοµ¨ù δευτèραø µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα µèση δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋
τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ µèσον περιèχουσα.
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^Εστω µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα
� ΑΒ καÈ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΓ: αÉ �ρα ΑΓ, ΓΒ µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον

σÔµµετροι µèσον περιèχουσαι τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: λèγω, íτι τ¨ù ΑΒ áτèρα οÎ προσαρµìσει
εÎθεØα µèση δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ µèσον περιèχουσα.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, προσαρµοζèτω � Β∆: καÈ αÉ Α∆, ∆Β �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει
µìνον σÔµµετροι µèσον περιèχουσαι τä Íπä τÀν Α∆, ∆Β. καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ΕΖ,
καÈ τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω τä ΕΗ πλ�το̋ ποιοÜν
τ�ν ΕΜ: τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον �φηùρ σθω τä ΘΗ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΜ:
λοιπäν �ρα τä ΕΛ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ: ¹στε � ΑΒ δÔναται τä ΕΛ. π�λιν δ� τοØ̋
�πä τÀν Α∆, ∆Β Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω τä ΕΙ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΝ: êστι
δà καÈ τä ΕΛ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ τετραγ¸νωú: λοιπäν �ρα τä ΘΙ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋
Íπä τÀν Α∆, ∆Β. καÈ âπεÈ µèσαι εÊσÈν αÉ ΑΓ, ΓΒ, µèσα �ρα âστÈ καÈ τ� �πä τÀν ΑΓ,
ΓΒ. καÐ âστιν Òσα τÀú ΕΗ: µèσον �ρα καÈ τä ΕΗ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΕΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. π�λιν,
âπεÈ µèσον âστÈ τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ µèσον âστÐν. καÐ
âστιν Òσον τÀú ΘΗ: καÈ τä ΘΗ �ρα µèσον âστÐν. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΜ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΘΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. καÈ
âπεÈ αÉ ΑΓ, ΓΒ δυν�µει µìνον σÔµµετροÐ εÊσιν, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ
µ κει. ±̋ δà � ΑΓ πρä̋ τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΓ τÀú Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋
ΑΓ σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τÀú δà Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ σÔµµετρìν âστι τä
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ: �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ. καÐ âστι τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον τä ΕΗ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον
τä ΗΘ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΕΗ τÀú ΘΗ. ±̋ δà τä ΕΗ πρä̋ τä ΘΗ, οÕτω̋ âστÈν
� ΕΜ πρä̋ τ�ν ΘΜ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΕΜ τ¨ù ΜΘ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι
ûηταÐ: αÉ ΕΜ, ΜΘ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΕΘ,
προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΘΜ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ΘΝ αÎτ¨ù προσαρµìζει:
τ¨ù �ρα �ποτοµ¨ù �λλη καÈ �λλη προσαρµìζει εÎθεØα δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 319

τ¨ù íληù: íπερ âστÈν �δÔνατον.
Τ¨ù �ρα µèση̋ �ποτοµ¨ù δευτèραø µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα µèση δυν�µει µìνον

σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ µèσον περιèχουσα: íπερ êδει δεØcαι.

X.82

Τ¨ù âλ�σσονι µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù ποιοÜσα
µετ� τ¨̋ íλη̋ τä µàν âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον.

b b b b

Α Β Γ ∆

^Εστω � âλ�σσων � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα êστω � ΒΓ: αÉ �ρα ΑΓ, ΓΒ
δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων
ûητìν, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον: λèγω, íτι τ¨ù ΑΒ áτèρα εÎθεØα οÎ προσαρµìσει τ�
αÎτ� ποιοÜσα.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, προσαρµοζèτω � Β∆: καÈ αÉ Α∆, ∆Β �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι
ποιοÜσαι τ� προειρηµèνα. καÈ âπεÐ, Áú Íπερèχει τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τÀν �πä τÀν ΑΓ,
ΓΒ, τοÔτωú Íπερèχει καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τ� δà �πä
τÀν Α∆, ∆Β τετρ�γωνα τÀν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ τετραγ¸νων Íπερèχει ûητÀú: ûητ� γ�ρ
âστιν �µφìτερα: καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β �ρα τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει
ûητÀú: íπερ âστÈν �δÔνατον: µèσα γ�ρ âστιν �µφìτερα.

Τ¨ù �ρα âλ�σσονι µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù
καÈ ποιοÜσα τ� µàν �π' αÎτÀν τετρ�γωνα �µα ûητìν, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον: íπερ
êδει δεØcαι.

X.83

Τ¨ù µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÔσηù µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα δυν�µει �σÔµµετρο̋
οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ ποιοÜσα τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν
τετραγ¸νων µèσον, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν ûητìν.

^Εστω � µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ προσαρµοζèτω �
ΒΓ: αÉ �ρα ΑΓ, ΓΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τ� προκεÐµενα: λèγω, íτι τ¨ù
ΑΒ áτèρα οÎ προσαρµìσει τ� αÎτ� ποιοÜσα.

b b b b

Α Β Γ ∆

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, προσαρµοζèτω � Β∆: καÈ αÉ Α∆, ∆Β �ρα εÎθεØαι δυν�µει εÊσÈν
�σÔµµετροι ποιοÜσαι τ� προκεÐµενα. âπεÈ οÞν, Áú Íπερèχει τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β τÀν
�πä τÀν ΑΓ, ΓΒ, τοÔτωú Íπερèχει καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ,
ΓΒ �κολοÔθω̋ τοØ̋ πρä αÎτοÜ, τä δà δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β τοÜ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ
Íπερèχει ûητÀú: ûητ� γ�ρ âστιν �µφìτερα: καÈ τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β �ρα τÀν �πä τÀν
ΑΓ, ΓΒ Íπερèχει ûητÀú: íπερ âστÈν �δÔνατον: µèσα γ�ρ âστιν �µφìτερα. οÎκ �ρα τ¨ù
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ΑΒ áτèρα προσαρµìσει εÎθεØα δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋
ποιοÜσα τ� προειρηµèνα: µÐα �ρα µìνον προσαρµìσει: íπερ êδει δεØcαι.

X.84

Τ¨ù µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÔσηù µÐα µìνη προσαρµìζει εÎθεØα δυν�µει �σÔµµετρο̋
οÞσα τ¨ù íληù, µετ� δà τ¨̋ íλη̋ ποιοÜσα τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων
µèσον τì τε δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �π' αÎτÀν.

^Εστω � µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα � ΑΒ, προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΒΓ:
αÉ �ρα ΑΓ, ΓΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τ� προειρηµèνα. λèγω, íτι τ¨ù ΑΒ
áτèρα οÎ προσαρµìσει ποιοÜσα τ� προειρηµèνα.

b b b b
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, προσαρµοζèτω � Β∆, ¹στε καÈ τ�̋ Α∆, ∆Β δυν�µει �συµµèτρου̋
εÚναι ποιοÔσα̋ τ� τε �πä τÀν Α∆, ∆Β τετρ�γωνα �µα µèσον καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν Α∆,
∆Β µèσον καÈ êτι τ� �πä τÀν Α∆, ∆Β �σÔµµετρα τÀú δÈ̋ Íπä τÀν Α∆, ∆Β: καÈ
âκκεÐσθω ûητ� � ΕΖ, καÈ τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω τä
ΕΗ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΜ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω
τä ΘΗ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΜ: λοιπäν �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον âστÈ τÀú ΕΛ: � �ρα
ΑΒ δÔναται τä ΕΛ. π�λιν τοØ̋ �πä τÀν Α∆, ∆Β Òσον παρ� τ�ν ΕΖ παραβεβλ σθω τä
ΕΙ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΝ. êστι δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον τÀú ΕΛ: λοιπäν �ρα τä δÈ̋
Íπä τÀν Α∆, ∆Β Òσον [âστÈ] τÀú ΘΙ. καÈ âπεÈ µèσον âστÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä
τÀν ΑΓ, ΓΒ καÐ âστιν Òσον τÀú ΕΗ, µèσον �ρα âστÈ καÈ τä ΕΗ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν
ΕΖ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΕΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΕΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ
µ κει. π�λιν, âπεÈ µèσον âστÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ καÐ âστιν Òσον τÀú ΘΗ, µèσον
�ρα καÈ τä ΘΗ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΘΜ: ûητ� �ρα
âστÈν � ΘΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΕΖ µ κει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρ� âστι τ� �πä τÀν ΑΓ,
ΓΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, �σÔµµετρìν âστι καÈ τä ΕΗ τÀú ΘΗ: �σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈ καÈ � ΕΜ τ¨ù ΜΘ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ �ρα ΕΜ, ΜΘ ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΕΘ, προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΘΜ.
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åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι � ΕΘ π�λιν �ποτοµ  âστιν, προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΘΝ.
τ¨ù �ρα �ποτοµ¨ù �λλη καÈ �λλη προσαρµìζει ûητ� δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù
íληù: íπερ âδεÐχθη �δÔνατον. οÎκ �ρα τ¨ù ΑΒ áτèρα προσαρµìσει εÎθεØα.

Τ¨ù �ρα ΑΒ µÐα µìνον προσαρµìζει εÎθεØα δυν�µει �σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, µετ�
δà τ¨̋ íλη̋ ποιοÜσα τ� τε �π' αÎτÀν τετρ�γωνα �µα µèσον καÈ τä δÈ̋ Íπ' αÎτÀν
µèσον καÈ êτι τ� �π' αÎτÀν τετρ�γωνα �σÔµµετρα τÀú δÈ̋ Íπ' αÎτÀν: íπερ êδει δεØcαι.

ΟΡΟΙ ΤΡΙΤΟΙ

1. ÃΥποκειµèνη̋ ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋, â�ν µàν � íλη τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ µεØζον
δÔνηται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει, καÈ � íλη σÔµµετρο̋ ªù τ¨ù âκκειµèνηù
ûητ¨ù µ κει, καλεÐσθω �ποτοµ� πρ¸τη.

2. ÇΕ�ν δà � προσαρµìζουσα σÔµµετρο̋ ªù τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καÈ � íλη τ¨̋
προσαρµοζοÔση̋ µεØζον δÔνηται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καλεÐσθω �ποτοµ�
δευτèρα.

3. ÇΕ�ν δà µηδετèρα σÔµµετρο̋ ªù τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, � δà íλη τ¨̋ προσαρ-
µοζοÔση̋ µεØζον δÔνηται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καλεÐσθω �ποτοµ� τρÐτη.

4. Π�λιν, â�ν � íλη τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ µεØζον δÔνηται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù
[µ κει], â�ν µàν � íλη σÔµµετρο̋ ªù τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καλεÐσθω �ποτοµ�
τετ�ρτη.

5. ÇΕ�ν δà � προσαρµìζουσα, πèµπτη.

6. ÇΕ�ν δà µηδετèρα, éκτη.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

X.85

ΕÍρεØν τ�ν πρ¸την �ποτοµ ν.
ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Α, καÈ τ¨ù Α µ κει σÔµµετρο̋ êστω � ΒΗ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ �

ΒΗ. καÈ âκκεÐσθωσαν δÔο τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ ∆Ε, ΕΖ, Áν � Íπεροχ� å Ζ∆ µ�
êστω τετρ�γωνο̋: οÎδ' �ρα å Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. καÈ πεποι σθω ±̋ å Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋
ΒΗ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ τετρ�γωνον: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋
ΒΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΓ.

b b

bb b

b
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∆Ε Ζ

Η

Θ

ûητäν δà τä �πä τ¨̋ ΒΗ: ûητäν �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΓ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΗΓ.
καÈ âπεÈ å Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν, οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΗ τ¨ù ΗΓ µ κει. καÐ
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εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ ΒΗ, ΗΓ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: � �ρα
ΒΓ �ποτοµ  âστιν.

Λèγω δ , íτι καÈ πρ¸τη.
@Ωι γ�ρ µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΗ τοÜ �πä τ¨̋ ΗΓ, êστω τä �πä τ¨̋ Θ. καÈ

âπεÐ âστιν ±̋ å Ε∆ πρä̋ τäν Ζ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ, καÈ
�ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΗΒ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ Θ. å δà ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: áκ�τερο̋ γ�ρ τετρ�γωνì̋ âστιν: καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΒ �ρα πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ
λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν
� ΒΗ τ¨ù Θ µ κει. καÈ δÔναται � ΒΗ τ¨̋ ΗΓ µεØζον τÀú �πä τ¨̋ Θ: � ΒΗ �ρα τ¨̋ ΗΓ
µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÐ âστιν � íλη � ΒΗ σÔµµετρο̋ τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù Α. � ΒΓ �ρα �ποτοµ  âστι πρ¸τη.

ΕÕρηται �ρα � πρ¸τη �ποτοµ� � ΒΓ: íπερ êδει εÍρεØν.

X.86

ΕÍρεØν τ�ν δευτèραν �ποτοµ ν.
ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Α καÈ τ¨ù Α σÔµµετρο̋ µ κει � ΗΓ. ûητ� �ρα âστÈν � ΗΓ. καÈ

âκκεÐσθωσαν δÔο τετρ�γωνοι �ριθµοÈ οÉ ∆Ε, ΕΖ, Áν � Íπεροχ� å ∆Ζ µ� êστω τετρ�
γωνο̋.
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καÈ πεποι σθω ±̋ å Ζ∆ πρä̋ τäν ∆Ε, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΗ τετρ�γωνον πρä̋ τä
�πä τ¨̋ ΗΒ τετρ�γωνον. σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΓΗ τετρ�γωνον τÀú �πä
τ¨̋ ΗΒ τετραγ¸νωú. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ ΗΓ. ûητäν �ρα [âστÈ] καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΒ:
ûητ� �ρα âστÈν � ΒΗ. καÈ âπεÈ τä �πä τ¨̋ ΗΓ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΒ λìγον
οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, �σÔµµετρì̋ âστιν � ΓΗ
τ¨ù ΗΒ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ ΓΗ, ΗΒ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι: � ΒΓ �ρα �ποτοµ  âστιν.

Λèγω δ , íτι καÈ δευτèρα.
@Ωι γ�ρ µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΗ τοÜ �πä τ¨̋ ΗΓ, êστω τä �πä τ¨̋ Θ. âπεÈ

οÞν âστιν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ, οÕτω̋ å Ε∆ �ριθµä̋ πρä̋ τäν
∆Ζ �ριθµìν, �ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ, οÕτω̋
å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ. καÐ âστιν áκ�τερο̋ τÀν ∆Ε, ΕΖ τετρ�γωνο̋: τä �ρα �πä τ¨̋
ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΗ τ¨ù Θ µ κει. καÈ δÔναται � ΒΗ τ¨̋ ΗΓ µεØζον τÀú �πä
τ¨̋ Θ: � ΒΗ �ρα τ¨̋ ΗΓ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÐ âστιν
� προσαρµìζουσα � ΓΗ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù σÔµµετρο̋ τ¨ù Α. � ΒΓ �ρα �ποτοµ  âστι
δευτèρα.

ΕÕρηται �ρα δευτèρα �ποτοµ� � ΒΓ: íπερ êδει δεØcαι.
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X.87

ΕÍρεØν τ�ν τρÐτην �ποτοµ ν.
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ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Α, καÈ âκκεÐσθωσαν τρεØ̋ �ριθµοÈ οÉ Ε, ΒΓ, Γ∆ λìγον µ� êχοντε̋
πρä̋ �λλ λου̋, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, å δà

ΓΒ πρä̋ τäν Β∆ λìγον âχèτω, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν,
καÈ πεποι σθω ±̋ µàν å Ε πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ τετρ�γωνον, ±̋ δà å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ τετρ�γωνον πρä̋
τä �πä τ¨̋ ΗΘ. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ å Ε πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ τετρ�γωνον, σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον τÀú
�πä τ¨̋ ΖΗ τετραγ¸νωú. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον. ûητäν �ρα καÈ τä �πä τ¨̋
ΖΗ: ûητ� �ρα âστÈν � ΖΗ. καÈ âπεÈ å Ε πρä̋ τäν ΒΓ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ [τετρ�γωνον] λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
�σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Α τ¨ù ΖΗ µ κει. π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΘ. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ ΖΗ: ûητäν �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΘ:
ûητ� �ρα âστÈν � ΗΘ. καÈ âπεÈ å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον
êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ
τ¨ù ΗΘ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ ΖΗ, ΗΘ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΖΘ.

Λèγω δ , íτι καÈ τρÐτη.
ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ µàν å Ε πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α τετρ�γωνον πρä̋ τä

�πä τ¨̋ ΖΗ, ±̋ δà å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΘΗ,
δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ å Ε πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΘΗ. å
δà Ε πρä̋ τäν Γ∆ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα � Α τ¨ù ΗΘ µ κει. οÎδετèρα �ρα τÀν ΖΗ, ΗΘ
σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Α µ κει. Áú οÞν µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΖΗ τοÜ
�πä τ¨̋ ΗΘ, êστω τä �πä τ¨̋ Κ. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, �ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ å ΒΓ πρä̋ τäν Β∆, οÕτω̋
τä �πä τ¨̋ ΖΗ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ. å δà ΒΓ πρä̋ τäν Β∆ λìγον êχει, çν
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τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ τä �πä τ¨̋ ΖΗ �ρα πρä̋ τä �πä
τ¨̋ Κ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. σÔµµετρο̋ �ρα
âστÈν � ΖΗ τ¨ù Κ µ κει, καÈ δÔναται � ΖΗ τ¨̋ ΗΘ µεØζον τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.
καÈ οÎδετèρα τÀν ΖΗ, ΗΘ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Α µ κει: � ΖΘ �ρα
�ποτοµ  âστι τρÐτη.

ΕÕρηται �ρα � τρÐτη �ποτοµ� � ΖΘ: íπερ êδει δεØcαι.

X.88

ΕÍρεØν τ�ν τετ�ρτην �ποτοµ ν.
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ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Α καÈ τ¨ù Α µ κει σÔµµετρο̋ � ΒΗ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΒΗ. καÈ
âκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ∆Ζ, ΖΕ, ¹στε τäν ∆Ε íλον πρä̋ áκ�τερον τÀν ∆Ζ, ΕΖ
λìγον µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν. καÈ πεποι σθω ±̋
å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ. σÔµµετρον
�ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΓ. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ ΒΗ: ûητäν �ρα καÈ τä
�πä τ¨̋ ΗΓ: ûητ� �ρα âστÈν � ΗΓ. καÈ âπεÈ å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ λìγον οÎκ êχει, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΗΓ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ΒΗ τ¨ù ΗΓ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ ΒΗ, ΗΓ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΒΓ.

[Λèγω δ , íτι καÈ τετ�ρτη].
@Ωι οÞν µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΗ τοÜ �πä τ¨̋ ΗΓ, êστω τä �πä τ¨̋ Θ. âπεÈ

οÞν âστιν ±̋ å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ, καÈ
�ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ å Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΗΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋
Θ. å δà Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν: οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΗΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΗ τ¨ù Θ µ κει. καÈ
δÔναται � ΒΗ τ¨̋ ΗΓ µεØζον τÀú �πä τ¨̋ Θ: � �ρα ΒΗ τ¨̋ ΗΓ µεØζον δÔναται τÀú �πä
�συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ âστιν íλη � ΒΗ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù Α. �
�ρα ΒΓ �ποτοµ  âστι τετ�ρτη.

ΕÕρηται �ρα � τετ�ρτη �ποτοµ : íπερ êδει δεØcαι.

X.89

ΕÍρεØν τ�ν πèµπτην �ποτοµ ν.
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ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Α, καÈ τ¨ù Α µ κει σÔµµετρο̋ êστω � ΓΗ: ûητ� �ρα [âστÈν] �
ΓΗ. καÈ âκκεÐσθωσαν δÔο �ριθµοÈ οÉ ∆Ζ, ΖΕ, ¹στε τäν ∆Ε πρä̋ áκ�τερον τÀν ∆Ζ,
ΖΕ λìγον π�λιν µ� êχειν, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ
πεποι σθω ±̋ å ΖΕ πρä̋ τäν Ε∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΒ. ûητäν
�ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΒ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΒΗ. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ,
οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ, å δà ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ λìγον οÎκ êχει, çν
τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΗΓ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ΒΗ τ¨ù ΗΓ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ ΒΗ, ΗΓ �ρα ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: � ΒΓ �ρα �ποτοµ  âστιν.

Λèγω δ , íτι καÈ πèµπτη.
@Ωι γ�ρ µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΗ τοÜ �πä τ¨̋ ΗΓ, êστω τä �πä τ¨̋ Θ. âπεÈ οÞν

âστιν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΓ, οÕτω̋ å ∆Ε πρä̋ τäν ΕΖ, �ναστρèψαντι
�ρα âστÈν ±̋ å Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ. å δà
Ε∆ πρä̋ τäν ∆Ζ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν:
οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Θ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΗ τ¨ù Θ µ κει. καÈ δÔναται � ΒΗ τ¨̋
ΗΓ µεØζον τÀú �πä τ¨̋ Θ: � ΗΒ �ρα τ¨̋ ΗΓ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù
µ κει. καÐ âστιν � προσαρµìζουσα � ΓΗ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Α µ κει:
� �ρα ΒΓ �ποτοµ  âστι πèµπτη.

ΕÕρηται �ρα � πèµπτη �ποτοµ� � ΒΓ: íπερ êδει δεØcαι.

X.90

ΕÍρεØν τ�ν éκτην �ποτοµ ν.
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ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Α καÈ τρεØ̋ �ριθµοÈ οÉ Ε, ΒΓ, Γ∆ λìγον µ� êχοντε̋ πρä̋
�λλ λου̋, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: êτι δà καÈ å ΓΒ πρä̋
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τäν Β∆ λìγον µ� âχèτω, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: καÈ πε-
ποι σθω ±̋ µàν å Ε πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ, ±̋ δà å
ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ.

ÇΕπεÈ οÞν âστιν ±̋ å Ε πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ,
σÔµµετρον �ρα τä �πä τ¨̋ Α τÀú �πä τ¨̋ ΖΗ. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ Α: ûητäν �ρα καÈ
τä �πä τ¨̋ ΖΗ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΖΗ. καÈ âπεÈ å Ε πρä̋ τäν ΒΓ λìγον οÎκ êχει,
çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � Α τ¨ù ΖΗ µ κει. π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, σÔµµετρον �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΘ. ûητäν
δà τä �πä τ¨̋ ΖΗ: ûητäν �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΘ: ûητ� �ρα καÈ � ΗΘ. καÈ âπεÈ å ΒΓ
πρä̋ τäν Γ∆ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν, οÎδ'
�ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ τ¨ù ΗΘ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι
ûηταÐ: αÉ ΖΗ, ΗΘ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: � �ρα ΖΘ �ποτοµ  âστιν.

Λèγω δ , íτι καÈ éκτη.

ÇΕπεÈ γ�ρ âστιν ±̋ µàν å Ε πρä̋ τäν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋
ΖΗ, ±̋ δà å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, δÐ Òσου
�ρα âστÈν ±̋ å Ε πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ. å δà Ε
πρä̋ τäν Γ∆ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: οÎδ'
�ρα τä �πä τ¨̋ Α πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ λìγον êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋
τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � Α τ¨ù ΗΘ µ κει: οÎδετèρα �ρα τÀν ΖΗ,
ΗΘ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù Α ûητ¨ù µ κει. Áú οÞν µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΖΗ τοÜ �πä τ¨̋
ΗΘ, êστω τä �πä τ¨̋ Κ. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ å ΒΓ πρä̋ τäν Γ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΗ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΘ, �ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ å ΓΒ πρä̋ τäν Β∆, οÕτω̋ τä �πä
τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ. å δà ΓΒ πρä̋ τäν Β∆ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋
�ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: οÎδ' �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΗ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Κ λìγον
êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΗ
τ¨ù Κ µ κει. καÈ δÔναται � ΖΗ τ¨̋ ΗΘ µεØζον τÀú �πä τ¨̋ Κ: � ΖΗ �ρα τ¨̋ ΗΘ µεØζον
δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÈ οÎδετèρα τÀν ΖΗ, ΗΘ σÔµµετρì̋ âστι
τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù Α. � �ρα ΖΘ �ποτοµ  âστιν éκτη.

ΕÕρηται �ρα � éκτη �ποτοµ� � ΖΘ: íπερ êδει δεØcαι.

X.91

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ πρ¸τη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη
�ποτοµ  âστιν.

Περιεχèσθω γ�ρ χωρÐον τä ΑΒ Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΓ καÈ �ποτοµ¨̋ πρ¸τη̋ τ¨̋ Α∆:
λèγω, íτι � τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη �ποτοµ  âστιν.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 327

b

bb

b b b b

b b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Α

ΒΓ

∆ Ε Ζ Η

Θ Ι Κ

Λ

Μ

Ν

C

Ο

Ρ

Σ

Τ

Υ

Φ

Χ

ÇΕπεÈ γ�ρ �ποτοµ  âστι πρ¸τη � Α∆, êστω αÎτ¨ù προσαρµìζουσα � ∆Η: αÉ ΑΗ, Η∆
�ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. καÈ íλη � ΑΗ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù
ûητ¨ù τ¨ù ΑΓ, καÈ � ΑΗ τ¨̋ Η∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει: â�ν
�ρα τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ∆Η Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú, εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ. τετµ σθω � ∆Η δÐχα κατ� τä Ε, καÈ τÀú �πä
τ¨̋ ΕΗ Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä Íπä
τÀν ΑΖ, ΖΗ: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΗ. καÈ δι� τÀν Ε, Ζ, Η σηµεÐων τ¨ù ΑΓ
παρ�λληλοι ¢χθωσαν αÉ ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ.

ΚαÈ âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΖ τ¨ù ΖΗ µ κει, καÈ � ΑΗ �ρα áκατèραø τÀν ΑΖ, ΖΗ
σÔµµετρì̋ âστι µ κει. �λλ� � ΑΗ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΑΓ: καÈ áκατèρα �ρα τÀν ΑΖ,
ΖΗ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΑΓ µ κει. καÐ âστι ûητ� � ΑΓ: ûητ� �ρα καÈ áκατèρα τÀν ΑΖ,
ΖΗ: ¹στε καÈ áκ�τερον τÀν ΑΙ, ΖΚ ûητìν âστιν. καÈ âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ε τ¨ù
ΕΗ µ κει, καÈ � ∆Η �ρα áκατèραø τÀν ∆Ε, ΕΗ σÔµµετρì̋ âστι µ κει. ûητ� δà � ∆Η
καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει: ûητ� �ρα καÈ áκατèρα τÀν ∆Ε, ΕΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù
ΑΓ µ κει: áκ�τερον �ρα τÀν ∆Θ, ΕΚ µèσον âστÐν.

ΚεÐσθω δ� τÀú µàν ΑΙ Òσον τετρ�γωνον τä ΛΜ, τÀú δà ΖΚ Òσον τετρ�γωνον �φηùρ σθω
κοιν�ν γωνÐαν êχον αÎτÀú τ�ν Íπä ΛΟΜ τä ΝC: περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι
τ� ΛΜ, ΝC τετρ�γωνα. êστω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΟΡ, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα.
âπεÈ οÞν Òσον âστÈ τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ περιεχìµενον æρθογ¸νιον τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ
τετραγ¸νωú, êστιν �ρα ±̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ � ΕΗ πρä̋ τ�ν ΖΗ. �λλ' ±̋ µàν
� ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ τä ΑΙ πρä̋ τä ΕΚ, ±̋ δà � ΕΗ πρä̋ τ�ν ΖΗ, οÕτω̋ âστÈ
τä ΕΚ πρä̋ τä ΚΖ: τÀν �ρα ΑΙ, ΚΖ µèσον �ν�λογìν âστι τä ΕΚ. êστι δà καÈ τÀν
ΛΜ, ΝC µèσον �ν�λογον τä ΜΝ, ±̋ âν τοØ̋ êµπροσθεν âδεÐχθη, καÐ âστι τä [µàν]
ΑΙ τÀú ΛΜ τετραγ¸νωú Òσον, τä δà ΚΖ τÀú ΝC: καÈ τä ΜΝ �ρα τÀú ΕΚ Òσον âστÐν.
�λλ� τä µàν ΕΚ τÀú ∆Θ âστιν Òσον, τä δà ΜΝ τÀú ΛC: τä �ρα ∆Κ Òσον âστÈ τÀú ΥΦΧ
γν¸µονι καÈ τÀú ΝC. êστι δà καÈ τä ΑΚ Òσον τοØ̋ ΛΜ, ΝC τετραγ¸νοι̋: λοιπäν �ρα
τä ΑΒ Òσον âστÈ τÀú ΣΤ. τä δà ΣΤ τä �πä τ¨̋ ΛΝ âστι τετρ�γωνον: τä �ρα �πä τ¨̋
ΛΝ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τÀú ΑΒ: � ΛΝ �ρα δÔναται τä ΑΒ.

Λèγω δ , íτι � ΛΝ �ποτοµ  âστιν.
ÇΕπεÈ γ�ρ ûητìν âστιν áκ�τερον τÀν ΑΙ, ΖΚ, καÐ âστιν Òσον τοØ̋ ΛΜ, ΝC, καÈ

áκ�τερον �ρα τÀν ΛΜ, ΝC ûητìν âστιν, τουτèστι τä �πä áκατèρα̋ τÀν ΛΟ, ΟΝ: καÈ
áκατèρα �ρα τÀν ΛΟ, ΟΝ ûητ  âστιν. π�λιν, âπεÈ µèσον âστÈ τä ∆Θ καÐ âστιν Òσον
τÀú ΛC, µèσον �ρα âστÈ καÈ τä ΛC. âπεÈ οÞν τä µàν ΛC µèσον âστÐν, τä δà ΝC ûητìν,
�σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΛC τÀú ΝC: ±̋ δà τä ΛC πρä̋ τä ΝC, οÕτω̋ âστÈν � ΛΟ
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πρä̋ τ�ν ΟΝ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΛΟ τ¨ù ΟΝ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ:
αÉ ΛΟ, ΟΝ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΛΝ. καÈ
δÔναται τä ΑΒ χωρÐον: � �ρα τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη �ποτοµ  âστιν.

ÇΕ�ν �ρα χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋, καÈ τ� ác¨̋.

X.92

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ δευτèρα̋, � τä χωρÐον δυναµèνη
µèση̋ �ποτοµ  âστι πρ¸τη.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΓ καÈ �ποτοµ¨̋ δευτèρα̋ τ¨̋ Α∆:
λèγω, íτι � τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη µèση̋ �ποτοµ  âστι πρ¸τη.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù Α∆ προσαρµìζουσα � ∆Η: αÉ �ρα ΑΗ, Η∆ ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι, καÈ � προσαρµìζουσα � ∆Η σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù
ΑΓ, � δà íλη � ΑΗ τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ τ¨̋ Η∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου
áαυτ¨ù µ κει. âπεÈ οÞν � ΑΗ τ¨̋ Η∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, â�ν
�ρα τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ Η∆ Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú, εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ. τετµ σθω οÞν � ∆Η δÐχα κατ� τä Ε: καÈ τÀú
�πä τ¨̋ ΕΗ Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä
Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΗ µ κει. καÈ � ΑΗ �ρα áκατèραø
τÀν ΑΖ, ΖΗ σÔµµετρì̋ âστι µ κει. ûητ� δà � ΑΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει: καÈ
áκατèρα �ρα τÀν ΑΖ, ΖΗ ûητ  âστι καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει: áκ�τερον �ρα τÀν
ΑΙ, ΖΚ µèσον âστÐν. π�λιν, âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ε τ¨ù ΕΗ, καÈ � ∆Η �ρα áκατèραø
τÀν ∆Ε, ΕΗ σÔµµετρì̋ âστιν. �λλ' � ∆Η σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΑΓ µ κει. [ûητ� �ρα
καÈ áκατèρα τÀν ∆Ε, ΕΗ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει.] áκ�τερον �ρα τÀν ∆Θ, ΕΚ
ûητìν âστιν.

Συνεστ�τω οÞν τÀú µàν ΑΙ Òσον τετρ�γωνον τä ΛΜ, τÀú δà ΖΚ Òσον �φηùρ σθω τä
ΝC περÈ τ�ν αÎτ�ν γωνÐαν ïν τÀú ΛΜ τ�ν Íπä τÀν ΛΟΜ: περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα âστÈ
δι�µετρον τ� ΛΜ, ΝC τετρ�γωνα. êστω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΟΡ, καÈ καταγεγρ�φθω
τä σχ¨µα. âπεÈ οÞν τ� ΑΙ, ΖΚ µèσα âστÈ καÐ âστιν Òσα τοØ̋ �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ, καÈ
τ� �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ [�ρα] µèσα âστÐν: καÈ αÉ ΛΟ, ΟΝ �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον
σÔµµετροι. καÈ âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ, êστιν �ρα ±̋ � ΑΖ
πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ � ΕΗ πρä̋ τ�ν ΖΗ: �λλ' ±̋ µàν � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ τä
ΑΙ πρä̋ τä ΕΚ: ±̋ δà � ΕΗ πρä̋ τ�ν ΖΗ, οÕτω̋ [âστÈ] τä ΕΚ πρä̋ τä ΖΚ: τÀν �ρα
ΑΙ, ΖΚ µèσον �ν�λογìν âστι τä ΕΚ. êστι δà καÈ τÀν ΛΜ, ΝC τετραγ¸νων µèσον
�ν�λογον τä ΜΝ: καÐ âστιν Òσον τä µàν ΑΙ τÀú ΛΜ, τä δà ΖΚ τÀú ΝC: καÈ τä ΜΝ �ρα
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Òσον âστÈ τÀú ΕΚ. �λλ� τÀú µàν ΕΚ Òσον [âστÈ] τä ∆Θ, τÀú δà ΜΝ Òσον τä ΛC: íλον
�ρα τä ∆Κ Òσον âστÈ τÀú ΥΦΧ γν¸µονι καÈ τÀú ΝC. âπεÈ οÞν íλον τä ΑΚ Òσον âστÈ
τοØ̋ ΛΜ, ΝC, Áν τä ∆Κ Òσον âστÈ τÀú ΥΦΧ γν¸µονι καÈ τÀú ΝC, λοιπäν �ρα τä ΑΒ
Òσον âστÈ τÀú ΤΣ. τä δà ΤΣ âστι τä �πä τ¨̋ ΛΝ: τä �πä τ¨̋ ΛΝ �ρα Òσον âστÈ τÀú ΑΒ
χωρÐωú: � ΛΝ �ρα δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

Λèγω [δ ], íτι � ΛΝ µèση̋ �ποτοµ  âστι πρ¸τη.
ÇΕπεÈ γ�ρ ûητìν âστι τä ΕΚ καÐ âστιν Òσον τÀú ΛC, ûητäν �ρα âστÈ τä ΛC, τουτèστι

τä Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ. µèσον δà âδεÐχθη τä ΝC: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΛC τÀú ΝC:
±̋ δà τä ΛC πρä̋ τä ΝC, οÕτω̋ âστÈν � ΛΟ πρä̋ ΟΝ: αÉ ΛΟ, ΟΝ �ρα �σÔµµετροÐ
εÊσι µ κει. αÉ �ρα ΛΟ, ΟΝ µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι ûητäν περιèχουσαι:
� ΛΝ �ρα µèση̋ �ποτοµ  âστι πρ¸τη: καÈ δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

ÃΗ �ρα τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη µèση̋ �ποτοµ  âστι πρ¸τη: íπερ êδει δεØcαι.

X.93

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ τρÐτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη µèση̋
�ποτοµ  âστι δευτèρα.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΓ καÈ �ποτοµ¨̋ τρÐτη̋ τ¨̋ Α∆:
λèγω, íτι � τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη µèση̋ �ποτοµ  âστι δευτèρα.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù Α∆ προσαρµìζουσα � ∆Η: αÉ ΑΗ, Η∆ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι, καÈ οÎδετèρα τÀν ΑΗ, Η∆ σÔµµετρì̋ âστι µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΑΓ,
� δà íλη � ΑΗ τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ τ¨̋ ∆Η µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù.
âπεÈ οÞν � ΑΗ τ¨̋ Η∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, â�ν �ρα τÀú τετ�ρτωú
µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ∆Η Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, εÊ̋
σÔµµετρα αÎτ�ν διελεØ. τετµ σθω οÞν � ∆Η δÐχα κατ� τä Ε, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ Òσον
παρ� τ�ν ΑΗ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ.
καÈ ¢χθωσαν δι� τÀν Ε, Ζ, Η σηµεÐων τ¨ù ΑΓ παρ�λληλοι αÉ ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ: σÔµµετροι
�ρα εÊσÈν αÉ ΑΖ, ΖΗ: σÔµµετρον �ρα καÈ τä ΑΙ τÀú ΖΚ. καÈ âπεÈ αÉ ΑΖ, ΖΗ σÔµµετροÐ
εÊσι µ κει, καÈ � ΑΗ �ρα áκατèραø τÀν ΑΖ, ΖΗ σÔµµετρì̋ âστι µ κει. ûητ� δà � ΑΗ
καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει: ¹στε καÈ αÉ ΑΖ, ΖΗ. áκ�τερον �ρα τÀν ΑΙ, ΖΚ µèσον
âστÐν. π�λιν, âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ε τ¨ù ΕΗ µ κει, καÈ � ∆Η �ρα áκατèραø τÀν
∆Ε, ΕΗ σÔµµετρì̋ âστι µ κει. ûητ� δà � Η∆ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει: ûητ�
�ρα καÈ áκατèρα τÀν ∆Ε, ΕΗ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει: áκ�τερον �ρα τÀν ∆Θ,
ΕΚ µèσον âστÐν. καÈ âπεÈ αÉ ΑΗ, Η∆ δυν�µει µìνον σÔµµετροÐ εÊσιν, �σÔµµετρο̋
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�ρα âστÈ µ κει � ΑΗ τ¨ù Η∆. �λλ' � µàν ΑΗ τ¨ù ΑΖ σÔµµετρì̋ âστι µ κει, � δà ∆Η
τ¨ù ΕΗ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΕΗ µ κει. ±̋ δà � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋
âστÈ τä ΑΙ πρä̋ τä ΕΚ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΑΙ τÀú ΕΚ.

Συνεστ�τω οÞν τÀú µàν ΑΙ Òσον τετρ�γωνον τä ΛΜ, τÀú δà ΖΚ Òσον �φηùρ σθω τä
ΝC περÈ τ�ν αÎτ�ν γωνÐαν ïν τÀú ΛΜ: περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι τ� ΛΜ, ΝC.
êστω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΟΡ, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα. âπεÈ οÞν τä Íπä τÀν ΑΖ,
ΖΗ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ, êστιν �ρα ±̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ � ΕΗ πρä̋ τ�ν
ΖΗ. �λλ' ±̋ µàν � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ âστÈ τä ΑΙ πρä̋ τä ΕΚ: ±̋ δà � ΕΗ πρä̋
τ�ν ΖΗ, οÕτω̋ âστÈ τä ΕΚ πρä̋ τä ΖΚ: καÈ ±̋ �ρα τä ΑΙ πρä̋ τä ΕΚ, οÕτω̋ τä ΕΚ
πρä̋ τä ΖΚ: τÀν �ρα ΑΙ, ΖΚ µèσον �ν�λογìν âστι τä ΕΚ. êστι δà καÈ τÀν ΛΜ, ΝC
τετραγ¸νων µèσον �ν�λογον τä ΜΝ: καÐ âστιν Òσον τä µàν ΑΙ τÀú ΛΜ, τä δà ΖΚ τÀú
ΝC: καÈ τä ΕΚ �ρα Òσον âστÈ τÀú ΜΝ. �λλ� τä µàν ΜΝ Òσον âστÈ τÀú ΛC, τä δà ΕΚ
Òσον [âστÈ] τÀú ∆Θ: καÈ íλον �ρα τä ∆Κ Òσον âστÈ τÀú ΥΦΧ γν¸µονι καÈ τÀú ΝC. êστι
δà καÈ τä ΑΚ Òσον τοØ̋ ΛΜ, ΝC: λοιπäν �ρα τä ΑΒ Òσον âστÈ τÀú ΣΤ, τουτèστι τÀú
�πä τ¨̋ ΛΝ τετραγ¸νωú: � ΛΝ �ρα δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

Λèγω, íτι � ΛΝ µèση̋ �ποτοµ  âστι δευτèρα.
ÇΕπεÈ γ�ρ µèσα âδεÐχθη τ� ΑΙ, ΖΚ καÐ âστιν Òσα τοØ̋ �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ, µèσον

�ρα καÈ áκ�τερον τÀν �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ: µèση �ρα áκατèρα τÀν ΛΟ, ΟΝ. καÈ âπεÈ
σÔµµετρìν âστι τä ΑΙ τÀú ΖΚ, σÔµµετρον �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΛΟ τÀú �πä τ¨̋ ΟΝ.
π�λιν, âπεÈ �σÔµµετρον âδεÐχθη τä ΑΙ τÀú ΕΚ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä ΛΜ τÀú
ΜΝ, τουτèστι τä �πä τ¨̋ ΛΟ τÀú Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ: ¹στε καÈ � ΛΟ �σÔµµετρì̋ âστι
τ¨ù ΟΝ: αÉ ΛΟ, ΟΝ �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι.

Λèγω δ , íτι καÈ µèσον περιèχουσιν.
ÇΕπεÈ γ�ρ µèσον âδεÐχθη τä ΕΚ καÐ âστιν Òσον τÀú Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ, µèσον �ρα âστÈ

καÈ τä Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ: ¹στε αÉ ΛΟ, ΟΝ µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι µèσον
περιèχουσαι. � ΛΝ �ρα µèση̋ �ποτοµ  âστι δευτèρα: καÈ δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

ÃΗ �ρα τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη µèση̋ �ποτοµ  âστι δευτèρα: íπερ êδει δεØcαι.

X.94

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ τετ�ρτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη
âλ�σσων âστÐν.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΓ καÈ �ποτοµ¨̋ τετ�ρτη̋ τ¨̋ Α∆:
λèγω, íτι � τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη âλ�σσων âστÐν.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù Α∆ προσαρµìζουσα � ∆Η: αÉ �ρα ΑΗ, Η∆ ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι, καÈ � ΑΗ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΑΓ µ κει, � δà
íλη � ΑΗ τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ τ¨̋ ∆Η µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù
µ κει. âπεÈ οÞν � ΑΗ τ¨̋ Η∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει, â�ν
�ρα τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ∆Η Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβληθ¨ù âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú, εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διελεØ. τετµ σθω οÞν � ∆Η δÐχα κατ� τä Ε, καÈ τÀú
�πä τ¨̋ ΕΗ Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä
Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ µ κει � ΑΖ τ¨ù ΖΗ. ¢χθωσαν οÞν δι� τÀν Ε, Ζ,
Η παρ�λληλοι ταØ̋ ΑΓ, Β∆ αÉ ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ. âπεÈ οÞν ûητ  âστιν � ΑΗ καÈ σÔµµετρο̋
τ¨ù ΑΓ µ κει, ûητäν �ρα âστÈν íλον τä ΑΚ. π�λιν, âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Η τ¨ù
ΑΓ µ κει, καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ, µèσον �ρα âστÈ τä ∆Κ. π�λιν, âπεÈ �σÔµµετρì̋
âστιν � ΑΖ τ¨ù ΖΗ µ κει, �σÔµµετρον �ρα καÈ τä ΑΙ τÀú ΖΚ. συνεστ�τω οÞν τÀú µàν
ΑΙ Òσον τετρ�γωνον τä ΛΜ, τÀú δà ΖΚ Òσον �φηùρ σθω περÈ τ�ν αÎτ�ν γωνÐαν τ�ν Íπä
τÀν ΛΟΜ τä ΝC. περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι τ� ΛΜ, ΝC τετρ�γωνα. êστω
αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΟΡ, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα. âπεÈ οÞν τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ
Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ, �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ � ΕΗ
πρä̋ τ�ν ΖΗ. �λλ' ±̋ µàν � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΕΗ, οÕτω̋ âστÈ τä ΑΙ πρä̋ τä ΕΚ, ±̋ δà
� ΕΗ πρä̋ τ�ν ΖΗ, οÕτω̋ âστÈ τä ΕΚ πρä̋ τä ΖΚ: τÀν �ρα ΑΙ, ΖΚ µèσον �ν�λογìν
âστι τä ΕΚ. êστι δà καÈ τÀν ΛΜ, ΝC τετραγ¸νων µèσον �ν�λογον τä ΜΝ, καÐ âστιν
Òσον τä µàν ΑΙ τÀú ΛΜ, τä δà ΖΚ τÀú ΝC: καÈ τä ΕΚ �ρα Òσον âστÈ τÀú ΜΝ. �λλ� τÀú
µàν ΕΚ Òσον âστÈ τä ∆Θ, τÀú δà ΜΝ Òσον âστÈ τä ΛC: íλον �ρα τä ∆Κ Òσον âστÈ τÀú
ΥΦΧ γν¸µονι καÈ τÀú ΝC. âπεÈ οÞν íλον τä ΑΚ Òσον âστÈ τοØ̋ ΛΜ, ΝC τετραγ¸νοι̋,
Áν τä ∆Κ Òσον âστÈ τÀú ΥΦΧ γν¸µονι καÈ τÀú ΝC τετραγ¸νωú, λοιπäν �ρα τä ΑΒ Òσον
âστÈ τÀú ΣΤ, τουτèστι τÀú �πä τ¨̋ ΛΝ τετραγ¸νωú: � ΛΝ �ρα δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

Λèγω, íτι � ΛΝ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�σσων.

ÇΕπεÈ γ�ρ ûητìν âστι τä ΑΚ καÐ âστιν Òσον τοØ̋ �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ τετραγ¸νοι̋,
τä �ρα συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ ûητìν âστιν. π�λιν, âπεÈ τä ∆Κ µèσον
âστÐν, καÐ âστιν Òσον τä ∆Κ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ, τä �ρα δÈ̋ Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ
µèσον âστÐν. καÈ âπεÈ �σÔµµετρον âδεÐχθη τä ΑΙ τÀú ΖΚ, �σÔµµετρον �ρα καÈ τä
�πä τ¨̋ ΛΟ τετρ�γωνον τÀú �πä τ¨̋ ΟΝ τετραγ¸νωú. αÉ ΛΟ, ΟΝ �ρα δυν�µει εÊσÈν
�σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δà
δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον. � ΛΝ �ρα �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�σσων: καÈ δÔναται τä
ΑΒ χωρÐον.

ÃΗ �ρα τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη âλ�σσων âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

X.95

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ πèµπτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη [�]
µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΓ καÈ �ποτοµ¨̋ πèµπτη̋ τ¨̋ Α∆:
λèγω, íτι � τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη [�] µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù Α∆ προσαρµìζουσα � ∆Η: αÉ �ρα ΑΗ, Η∆ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι, καÈ � προ̋ αρµìζουσα � Η∆ σÔµµετρì̋ âστι µ κει τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù
ΑΓ, � δà íλη � ΑΗ τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ τ¨̋ ∆Η µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου
áαυτ¨ù. â�ν �ρα τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ∆Η Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβληθ¨ù
âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú, εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διελεØ. τετµ σθω οÞν � ∆Η δÐχα
κατ� τä Ε σηµεØον, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβεβλ σθω âλλεØπον
εÒδει τετραγ¸νωú καÈ êστω τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΗ
µ κει. καÈ âπεÈ �σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΗ τ¨ù ΓΑ µ κει, καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ,
µèσον �ρα âστÈ τä ΑΚ. π�λιν, âπεÈ ûητ  âστιν � ∆Η καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΑΓ µ κει,
ûητìν âστι τä ∆Κ. συνεστ�τω οÞν τÀú µàν ΑΙ Òσον τετρ�γωνον τä ΛΜ, τÀú δà ΖΚ
Òσον τετρ�γωνον �φηùρ σθω τä ΝC περÈ τ�ν αÎτ�ν γωνÐαν τ�ν Íπä ΛΟΜ: περÈ τ�ν
αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι τ� ΛΜ, ΝC τετρ�γωνα. êστω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΟΡ, καÈ
καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι � ΛΝ δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

Λèγω, íτι � ΛΝ � µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.

ÇΕπεÈ γ�ρ µèσον âδεÐχθη τä ΑΚ καÐ âστιν Òσον τοØ̋ �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ, τä �ρα
συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ µèσον âστÐν. π�λιν, âπεÈ ûητìν âστι τä ∆Κ
καÐ âστιν Òσον τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ, καÈ αÎτä ûητìν âστιν. καÈ âπεÈ �σÔµµετρìν
âστι τä ΑΙ τÀú ΖΚ, �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΛΟ τÀú �πä τ¨̋ ΟΝ: αÉ ΛΟ,
ΟΝ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν
τετραγ¸νων µèσον, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν ûητìν. � λοιπ� �ρα � ΛΝ �λογì̋ âστιν �
καλουµèνη µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα: καÈ δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

ÃΗ τä ΑΒ �ρα χωρÐον δυναµèνη µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν: íπερ
êδει δεØcαι.

X.96

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ éκτη̋, � τä χωρÐον δυναµèνη µετ�
µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.

ΧωρÐον γ�ρ τä ΑΒ περιεχèσθω Íπä ûητ¨̋ τ¨̋ ΑΓ καÈ �ποτοµ¨̋ éκτη̋ τ¨̋ Α∆:
λèγω, íτι � τä ΑΒ χωρÐον δυναµèνη [�] µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù Α∆ προσαρµìζουσα � ∆Η: αÉ �ρα ΑΗ, Η∆ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι, καÈ οÎδετèρα αÎτÀν σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΑΓ µ κει, �
δà íλη � ΑΗ τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ τ¨̋ ∆Η µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù
µ κει. âπεÈ οÞν � ΑΗ τ¨̋ Η∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει,
â�ν �ρα τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ∆Η Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβληθ¨ù âλλεØπον
εÒδει τετραγ¸νωú, εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διελεØ. τετµ σθω οÞν � ∆Η δÐχα κατ� τä
Ε [σηµεØον], καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΗ Òσον παρ� τ�ν ΑΗ παραβεβλ σθω âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú, καÈ êστω τä Íπä τÀν ΑΖ, ΖΗ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΖ τ¨ù ΖΗ µ κει.
±̋ δà � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΖΗ, οÕτω̋ âστÈ τä ΑΙ πρä̋ τä ΖΚ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä
ΑΙ τÀú ΖΚ. καÈ âπεÈ αÉ ΑΗ, ΑΓ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, µèσον âστÈ τä
ΑΚ. π�λιν, âπεÈ αÉ ΑΓ, ∆Η ûηταÐ εÊσι καÈ �σÔµµετροι µ κει, µèσον âστÈ καÈ τä ∆Κ.
âπεÈ οÞν αÉ ΑΗ, Η∆ δυν�µει µìνον σÔµµετροÐ εÊσιν, �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΑΗ τ¨ù
Η∆ µ κει. ±̋ δà � ΑΗ πρä̋ τ�ν Η∆, οÕτω̋ âστÈ τä ΑΚ πρä̋ τä Κ∆: �σÔµµετρον
�ρα âστÈ τä ΑΚ τÀú Κ∆. συνεστ�τω οÞν τÀú µàν ΑΙ Òσον τετρ�γωνον τä ΛΜ, τÀú δà
ΖΚ Òσον �φηùρ σθω περÈ τ�ν αÎτ�ν γωνÐαν τä ΝC: περÈ τ�ν αÎτ�ν �ρα δι�µετρìν âστι
τ� ΛΜ, ΝC τετρ�γωνα. êστω αÎτÀν δι�µετρο̋ � ΟΡ, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα.
åµοÐω̋ δ� τοØ̋ âπ�νω δεÐcοµεν, íτι � ΛΝ δÔναται τä ΑΒ χωρÐον.

Λèγω, íτι � ΛΝ [�] µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.
ÇΕπεÈ γ�ρ µèσον âδεÐχθη τä ΑΚ καÐ âστιν Òσον τοØ̋ �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ, τä �ρα

συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΛΟ, ΟΝ µèσον âστÐν. π�λιν, âπεÈ µèσον âδεÐχθη τä ∆Κ
καÐ âστιν Òσον τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ, καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ µèσον âστÐν.
καÈ âπεÈ �σÔµµετρον âδεÐχθη τä ΑΚ τÀú ∆Κ, �σÔµµετρα [�ρα] âστÈ καÈ τ� �πä τÀν
ΛΟ, ΟΝ τετρ�γωνα τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΛΟ, ΟΝ. καÈ âπεÈ �σÔµµετρìν âστι τä ΑΙ τÀú ΖΚ,
�σÔµµετρον �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΛΟ τÀú �πä τ¨̋ ΟΝ: αÉ ΛΟ, ΟΝ �ρα δυν�µει εÊσÈν
�σÔµµετροι ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων µèσον καÈ τä
δÈ̋ Íπ' αÎτÀν µèσον êτι τε τ� �π' αÎτÀν τετρ�γωνα �σÔµµετρα τÀú δÈ̋ Íπ' αÎτÀν. �
�ρα ΛΝ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα: καÈ δÔναται
τä ΑΒ χωρÐον.

ÃΗ �ρα τä χωρÐον δυναµèνη µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν: íπερ êδει
δεØcαι.

X.97

Τä �πä �ποτοµ¨̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν πρ¸την.
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^Εστω �ποτοµ� � ΑΒ, ûητ� δà � Γ∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ� τ�ν Γ∆
παραβεβλ σθω τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΖ: λèγω, íτι � ΓΖ �ποτοµ  âστι πρ¸τη.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΗ: αÉ �ρα ΑΗ, ΗΒ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι. καÈ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΘ, τÀú δà �πä
τ¨̋ ΒΗ τä ΚΛ. íλον �ρα τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ: Áν τä ΓΕ Òσον âστÈ
τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ: λοιπäν �ρα τä ΖΛ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. τετµ σθω � ΖΜ
δÐχα κατ� τä Ν σηµεØον, καÈ ¢χθω δι� τοÜ Ν τ¨ù Γ∆ παρ�λληλο̋ � ΝC: áκ�τερον �ρα
τÀν ΖC, ΛΝ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÈ âπεÈ τ� �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ ûητ� âστιν,
καÐ âστι τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον τä ∆Μ, ûητäν �ρα âστÈ τä ∆Μ. καÈ παρ� ûητ�ν
τ�ν Γ∆ παραβèβληται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΓΜ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù
Γ∆ µ κει. π�λιν, âπεÈ µèσον âστÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ,
ΗΒ Òσον τä ΖΛ, µèσον �ρα τä ΖΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν Γ∆ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν
τ�ν ΖΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΖΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ τ� µàν �πä τÀν
ΑΗ, ΗΒ ûητ� âστιν, τä δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον, �σÔµµετρα �ρα âστÈ τ� �πä
τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÈ τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον âστÈ τä
ΓΛ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ τä ΖΛ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ∆Μ τÀú ΖΛ. ±̋ δà
τä ∆Μ πρä̋ τä ΖΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΖΜ. �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΓΜ
τ¨ù ΖΜ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ �ρα ΓΜ, ΜΖ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι: � ΓΖ �ρα �ποτοµ  âστιν.

Λèγω δ , íτι καÈ πρ¸τη.
ÇΕπεÈ γ�ρ τÀν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον �ν�λογìν âστι τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÐ âστι

τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον τä ΓΘ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΒΗ Òσον τä ΚΛ, τÀú δà Íπä τÀν ΑΗ,
ΗΒ τä ΝΛ, καÈ τÀν ΓΘ, ΚΛ �ρα µèσον �ν�λογìν âστι τä ΝΛ: êστιν �ρα ±̋ τä ΓΘ
πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ. �λλ' ±̋ µàν τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ âστÈν
� ΓΚ πρä̋ τ�ν ΝΜ: ±̋ δà τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΝΜ πρä̋ τ�ν ΚΜ: τä
�ρα Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΝΜ, τουτèστι τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä
τ¨̋ ΖΜ. καÈ âπεÈ σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΒ, σÔµµετρìν [âστι]
καÈ τä ΓΘ τÀú ΚΛ. ±̋ δà τä ΓΘ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΚΜ: σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ΓΚ τ¨ù ΚΜ. âπεÈ οÞν δÔο εÎθεØαι �νισοÐ εÊσιν αÉ ΓΜ, ΜΖ, καÈ τÀú τετ�ρτωú
µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ Òσον παρ� τ�ν ΓΜ παραβèβληται âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú τä
Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ, καÐ âστι σÔµµετρο̋ � ΓΚ τ¨ù ΚΜ, � �ρα ΓΜ τ¨̋ ΜΖ µεØζον δÔναται
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τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÐ âστιν � ΓΜ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Γ∆
µ κει: � �ρα ΓΖ �ποτοµ  âστι πρ¸τη.

Τä �ρα �πä �ποτοµ¨̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν πρ¸την:
íπερ êδει δεØcαι.

X.98

Τä �πä µèση̋ �ποτοµ¨̋ πρ¸τη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν
δευτèραν.

^Εστω µèση̋ �ποτοµ� πρ¸τη � ΑΒ, ûητ� δà � Γ∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ�
τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΖ: λèγω, íτι � ΓΖ �ποτοµ  âστι
δευτèρα.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΗ: αÉ �ρα ΑΗ, ΗΒ µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον
σÔµµετροι ûητäν περιèχουσαι. καÈ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ

Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΘ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΚ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΗΒ
Òσον τä ΚΛ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΚΜ: íλον �ρα τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ:
µèσον �ρα καÈ τä ΓΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν Γ∆ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΜ:
ûητ� �ρα âστÈν � ΓΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋
�πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, Áν τä �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον âστÈ τÀú ΓΕ, λοιπäν �ρα τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ,
ΗΒ Òσον âστÈ τÀú ΖΛ. ûητäν δà [âστι] τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ: ûητäν �ρα τä ΖΛ. καÈ
παρ� ûητ�ν τ�ν ΖΕ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΖΜ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΖΜ καÈ
σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. âπεÈ οÞν τ� µàν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, τουτèστι τä ΓΛ, µèσον
âστÐν, τä δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, τουτèστι τä ΖΛ, ûητìν, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΓΛ
τÀú ΖΛ. ±̋ δà τä ΓΛ πρä̋ τä ΖΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΖΜ: �σÔµµετρο̋ �ρα
� ΓΜ τ¨ù ΖΜ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ �ρα ΓΜ, ΜΖ ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι: � ΓΖ �ρα �ποτοµ  âστιν.

Λèγω δ , íτι καÈ δευτèρα.
Τετµ σθω γ�ρ � ΖΜ δÐχα κατ� τä Ν, καÈ ¢χθω δι� τοÜ Ν τ¨ù Γ∆ παρ�λληλο̋ �

ΝC: áκ�τερον �ρα τÀν ΖC, ΝΛ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÈ âπεÈ τÀν �πä τÀν
ΑΗ, ΗΒ τετραγ¸νων µèσον �ν�λογìν âστι τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÐ âστιν Òσον τä
µàν �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú ΓΘ, τä δà Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú ΝΛ, τä δà �πä τ¨̋ ΒΗ τÀú ΚΛ,
καÈ τÀν ΓΘ, ΚΛ �ρα µèσον �ν�λογìν âστι τä ΝΛ: êστιν �ρα ±̋ τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ,
οÕτω̋ τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ. �λλ' ±̋ µàν τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΚ πρä̋
τ�ν ΝΜ, ±̋ δà τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΝΜ πρä̋ τ�ν ΜΚ: ±̋ �ρα � ΓΚ
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πρä̋ τ�ν ΝΜ, οÕτω̋ âστÈν � ΝΜ πρä̋ τ�ν ΚΜ: τä �ρα Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ Òσον âστÈ τÀú
�πä τ¨̋ ΝΜ, τουτèστι τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ. [καÈ âπεÈ σÔµµετρìν âστι
τä �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú �πä τ¨̋ ΒΗ, σÔµµετρìν âστι καÈ τä ΓΘ τÀú ΚΛ, τουτèστιν � ΓΚ
τ¨ù ΚΜ.] âπεÈ οÞν δÔο εÎθεØαι �νισοÐ εÊσιν αÉ ΓΜ, ΜΖ, καÈ τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä
τ¨̋ ΜΖ Òσον παρ� τ�ν µεÐζονα τ�ν ΓΜ παραβèβληται âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú τä
Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ καÈ εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ, � �ρα ΓΜ τ¨̋ ΜΖ µεØζον δÔναται
τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù µ κει. καÐ âστιν � προσαρµìζουσα � ΖΜ σÔµµετρο̋ µ κει
τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Γ∆: � �ρα ΓΖ �ποτοµ  âστι δευτèρα.

Τä �ρα �πä µèση̋ �ποτοµ¨̋ πρ¸τη̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ
�ποτοµ�ν δευτèραν: íπερ êδει δεØcαι.

X.99

Τä �πä µèση̋ �ποτοµ¨̋ δευτèρα̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν
τρÐτην.

^Εστω µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα � ΑΒ, ûητ� δà � Γ∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ�
τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΖ: λèγω, íτι � ΓΖ �ποτοµ  âστι
τρÐτη.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΗ: αÉ �ρα ΑΗ, ΗΒ µèσαι εÊσÈ δυν�µει
µìνον σÔµµετροι µèσον περιèχουσαι. καÈ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον παρ� τ�ν Γ∆
παραβεβλ σθω τä ΓΘ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΚ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΒΗ Òσον παρ� τ�ν ΚΘ
παραβεβλ σθω τä ΚΛ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΚΜ: íλον �ρα τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν
ΑΗ, ΗΒ [καÐ âστι µèσα τ� �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ]: µèσον �ρα καÈ τä ΓΛ. καÈ παρ� ûητ�ν
τ�ν Γ∆ παραβèβληται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΓΜ καÈ �σÔµµετρο̋
τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ íλον τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, Áν τä ΓΕ Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ, λοιπäν �ρα τä ΛΖ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. τετµ σθω
οÞν � ΖΜ δÐχα κατ� τä Ν σηµεØον, καÈ τ¨ù Γ∆ παρ�λληλο̋ ¢χθω � ΝC: áκ�τερον �ρα
τÀν ΖC, ΝΛ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. µèσον δà τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ: µèσον
�ρα âστÈ καÈ τä ΖΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΖΜ: ûητ�
�ρα καÈ � ΖΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ αÉ ΑΗ, ΗΒ δυν�µει µìνον εÊσÈ
σÔµµετροι, �σÔµµετρο̋ �ρα [âστÈ] µ κει � ΑΗ τ¨ù ΗΒ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä
�πä τ¨̋ ΑΗ τÀú Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ σÔµµετρ� âστι τ� �πä
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τÀν ΑΗ, ΗΒ, τÀú δà Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ: �σÔµµετρα �ρα âστÈ
τ� �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. �λλ� τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον
âστÈ τä ΓΛ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον âστÈ τä ΖΛ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä
ΓΛ τÀú ΖΛ. ±̋ δà τä ΓΛ πρä̋ τä ΖΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΖΜ: �σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ΓΜ τ¨ù ΖΜ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ: αÉ �ρα ΓΜ, ΜΖ ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΓΖ.

Λèγω δ , íτι καÈ τρÐτη.
ÇΕπεÈ γ�ρ σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΒ, σÔµµετρον �ρα καÈ τä

ΓΘ τÀú ΚΛ: ¹στε καÈ � ΓΚ τ¨ù ΚΜ. καÈ âπεÈ τÀν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον �ν�λογìν
âστι τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÐ âστι τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον τä ΓΘ, τÀú δà �πä τ¨̋
ΗΒ Òσον τä ΚΛ, τÀú δà Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον τä ΝΛ, καÈ τÀν ΓΘ, ΚΛ �ρα µèσον
�ν�λογìν âστι τä ΝΛ: êστιν �ρα ±̋ τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ.
�λλ' ±̋ µàν τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΝΜ, ±̋ δà τä ΝΛ πρä̋
τä ΚΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΝΜ πρä̋ τ�ν ΚΜ: ±̋ �ρα � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΜΝ, οÕτω̋ âστÈν
� ΜΝ πρä̋ τ�ν ΚΜ: τä �ρα Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ Òσον âστÈ τÀú [�πä τ¨̋ ΜΝ, τουτèστι
τÀú] τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ. âπεÈ οÞν δÔο εÎθεØαι �νισοÐ εÊσιν αÉ ΓΜ, ΜΖ, καÈ
τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ Òσον παρ� τ�ν ΓΜ παραβèβληται âλλεØπον εÒδει
τετραγ¸νωú καÈ εÊ̋ σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ, � ΓΜ �ρα τ¨̋ ΜΖ µεØζον δÔναται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ οÎδετèρα τÀν ΓΜ, ΜΖ σÔµµετρì̋ âστι µ κει τ¨ù âκκειµèνηù
ûητ¨ù τ¨ù Γ∆: � �ρα ΓΖ �ποτοµ  âστι τρÐτη.

Τä �ρα �πä µèση̋ �ποτοµ¨̋ δευτèρα̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ
�ποτοµ�ν τρÐτην: íπερ êδει δεØcαι.

X.100

Τä �πä âλ�σσονο̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν τετ�ρτην.
^Εστω âλ�σσων � ΑΒ, ûητ� δà � Γ∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ� ûητ�ν τ�ν Γ∆

παραβεβλ σθω τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΖ: λèγω, íτι � ΓΖ �ποτοµ  âστι τετ�ρτη.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΗ: αÉ �ρα ΑΗ, ΗΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι
ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ τετραγ¸νων ûητìν, τä δà δÈ̋
Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον. καÈ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω
τä ΓΘ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΚ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΒΗ Òσον τä ΚΛ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΚΜ:
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íλον �ρα τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÐ âστι τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä
τÀν ΑΗ, ΗΒ ûητìν: ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä ΓΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν Γ∆ παρ�κειται
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΜ: ûητ� �ρα καÈ � ΓΜ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ
íλον τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, Áν τä ΓΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ,
λοιπäν �ρα τä ΖΛ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. τετµ σθω οÞν � ΖΜ δÐχα κατ�
τä Ν σηµεØον, καÈ ¢χθω δι� τοÜ Ν åποτèραø τÀν Γ∆, ΜΛ παρ�λληλο̋ � ΝC: áκ�τερον
�ρα τÀν ΖC, ΝΛ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÈ âπεÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ
µèσον âστÈ καÐ âστιν Òσον τÀú ΖΛ, καÈ τä ΖΛ �ρα µèσον âστÐν. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν
ΖΕ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΖΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΖΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆
µ κει. καÈ âπεÈ τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ ûητìν âστιν, τä δà δÈ̋
Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον, �σÔµµετρα [�ρα] âστÈ τ� �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν
ΑΗ, ΗΒ. Òσον δè [âστι] τä ΓΛ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον
τä ΖΛ: �σÔµµετρον �ρα [âστÈ] τä ΓΛ τÀú ΖΛ. ±̋ δà τä ΓΛ πρä̋ τä ΖΛ, οÕτω̋ âστÈν
� ΓΜ πρä̋ τ�ν ΜΖ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΓΜ τ¨ù ΜΖ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι
ûηταÐ: αÉ �ρα ΓΜ, ΜΖ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΓΖ.

Λèγω [δ ], íτι καÈ τετ�ρτη.

ÇΕπεÈ γ�ρ αÉ ΑΗ, ΗΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι, �σÔµµετρον �ρα καÈ τä �πä τ¨̋
ΑΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΒ. καÐ âστι τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον τä ΓΘ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΗΒ Òσον
τä ΚΛ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΓΘ τÀú ΚΛ. ±̋ δà τä ΓΘ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ âστÈν
� ΓΚ πρä̋ τ�ν ΚΜ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΓΚ τ¨ù ΚΜ µ κει. καÈ âπεÈ τÀν �πä
τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον �ν�λογìν âστι τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÐ âστιν Òσον τä µàν �πä
τ¨̋ ΑΗ τÀú ΓΘ, τä δà �πä τ¨̋ ΗΒ τÀú ΚΛ, τä δà Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú ΝΛ, τÀν �ρα
ΓΘ, ΚΛ µèσον �ν�λογìν âστι τä ΝΛ: êστιν �ρα ±̋ τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ τä ΝΛ
πρä̋ τä ΚΛ. �λλ' ±̋ µàν τä ΓΘ πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΝΜ, ±̋ δà
τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΝΜ πρä̋ τ�ν ΚΜ: ±̋ �ρα � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΜΝ,
οÕτω̋ âστÈν � ΜΝ πρä̋ τ�ν ΚΜ: τä �ρα Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΜΝ,
τουτèστι τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ. âπεÈ οÞν δÔο εÎθεØαι �νισοÐ εÊσιν αÉ ΓΜ,
ΜΖ, καÈ τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΜΖ Òσον παρ� τ�ν ΓΜ παραβèβληται âλλεØπον
εÒδει τετραγ¸νωú τä Íπä τÀν ΓΚ, ΚΜ καÈ εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ, � �ρα ΓΜ τ¨̋
ΜΖ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÐ âστιν íλη � ΓΜ σÔµµετρο̋ µ κει
τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Γ∆: � �ρα ΓΖ �ποτοµ  âστι τετ�ρτη.

Τä �ρα �πä âλ�σσονο̋ καÈ τ� ác¨̋.

X.101

Τä �πä τ¨̋ µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÔση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋
ποιεØ �ποτοµ�ν πèµπτην.

^Εστω � µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα � ΑΒ, ûητ� δà � Γ∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋
ΑΒ Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΖ: λèγω, íτι � ΓΖ
�ποτοµ  âστι πèµπτη.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΗ: αÉ �ρα ΑΗ, ΗΒ εÎθεØαι δυν�µει εÊσÈν
�σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν

τετραγ¸νων µèσον, τä δà δÈ̋ Íπ' αÎτÀν ûητìν. καÈ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον παρ�
τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΘ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΗΒ Òσον τä ΚΛ: íλον �ρα τä ΓΛ Òσον
âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ. τä δà συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ �µα µèσον
âστÐν: µèσον �ρα âστÈ τä ΓΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν Γ∆ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν
ΓΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΓΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆. καÈ âπεÈ íλον τä ΓΛ Òσον âστÈ
τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, Áν τä ΓΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ, λοιπäν �ρα τä ΖΛ Òσον
âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. τετµ σθω οÞν � ΖΜ δÐχα κατ� τä Ν, καÈ ¢χθω δι� τοÜ
Ν åποτèραø τÀν Γ∆, ΜΛ παρ�λληλο̋ � ΝC: áκ�τερον �ρα τÀν ΖC, ΝΛ Òσον âστÈ τÀú
Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÈ âπεÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ ûητìν âστι καÐ [âστιν] Òσον τÀú
ΖΛ, ûητäν �ρα âστÈ τä ΖΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΕΖ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΖΜ:
ûητ� �ρα âστÈν � ΖΜ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ τä µàν ΓΛ µèσον âστÐν,
τä δà ΖΛ ûητìν, �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΓΛ τÀú ΖΛ. ±̋ δà τä ΓΛ πρä̋ τä ΖΛ, οÕτω̋
� ΓΜ πρä̋ τ�ν ΜΖ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΓΜ τ¨ù ΜΖ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι
ûηταÐ: αÉ �ρα ΓΜ, ΜΖ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΓΖ.

Λèγω δ , íτι καÈ πèµπτη.
ÃΟµοÐω̋ γ�ρ δεÐcοµεν, íτι τä Íπä τÀν ΓΚΜ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΝΜ, τουτèστι

τÀú τετ�ρτωú µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ. καÈ âπεÈ �σÔµµετρìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú �πä
τ¨̋ ΗΒ, Òσον δà τä µàν �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú ΓΘ, τä δà �πä τ¨̋ ΗΒ τÀú ΚΛ, �σÔµµετρον
�ρα τä ΓΘ τÀú ΚΛ. ±̋ δà τä ΓΘ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΚΜ: �σÔµµετρο̋
�ρα � ΓΚ τ¨ù ΚΜ µ κει. âπεÈ οÞν δÔο εÎθεØαι �νισοÐ εÊσιν αÉ ΓΜ, ΜΖ, καÈ τÀú τετ�ρτωú
µèρει τοÜ �πä τ¨̋ ΖΜ Òσον παρ� τ�ν ΓΜ παραβèβληται âλλεØπον εÒδει τετραγ¸νωú καÈ
εÊ̋ �σÔµµετρα αÎτ�ν διαιρεØ, � �ρα ΓΜ τ¨̋ ΜΖ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου
áαυτ¨ù. καÐ âστιν � προσαρµìζουσα � ΖΜ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù Γ∆: � �ρα
ΓΖ �ποτοµ  âστι πèµπτη: íπερ êδει δεØcαι.

X.102

Τä �πä τ¨̋ µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÔση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋
ποιεØ �ποτοµ�ν éκτην.

^Εστω � µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα � ΑΒ, ûητ� δà � Γ∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋
ΑΒ Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΖ: λèγω, íτι � ΓΖ
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�ποτοµ  âστιν éκτη.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΗ: αÉ �ρα ΑΗ, ΗΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι
ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων

µèσον καÈ τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον καÈ �σÔµµετρον τ� �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ τÀú
δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. παραβεβλ σθω οÞν παρ� τ�ν Γ∆ τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον τä
ΓΘ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΚ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΒΗ τä ΚΛ: íλον �ρα τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋
�πä τÀν ΑΗ, ΗΒ: µèσον �ρα [âστÈ] καÈ τä ΓΛ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν Γ∆ παρ�κειται
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΓΜ: ûητ� �ρα âστÈν � ΓΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. âπεÈ οÞν
τä ΓΛ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ, Áν τä ΓΕ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ, λοιπäν �ρα
τä ΖΛ Òσον âστÈ δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÐ âστι τä δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον: καÈ
τä ΖΛ �ρα µèσον âστÐν. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΖΕ παρ�κειται πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΖΜ:
ûητ� �ρα âστÈν � ΖΜ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù Γ∆ µ κει. καÈ âπεÈ τ� �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ
�σÔµµετρ� âστι τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÐ âστι τοØ̋ µàν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον τä
ΓΛ, τÀú δà δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ Òσον τä ΖΛ, �σÔµµετρον �ρα [âστÈ] τä ΓΛ τÀú ΖΛ. ±̋
δà τä ΓΛ πρä̋ τä ΖΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΜΖ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΓΜ
τ¨ù ΜΖ µ κει. καÐ εÊσιν �µφìτεραι ûηταÐ. αÉ ΓΜ, ΜΖ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΓΖ.

Λèγω δ , íτι καÈ éκτη.

ÇΕπεÈ γ�ρ τä ΖΛ Òσον âστÈ τÀú δÈ̋ Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, τετµ σθω δÐχα � ΖΜ κατ� τä
Ν, καÈ ¢χθω δι� τοÜ Ν τ¨ù Γ∆ παρ�λληλο̋ � ΝC: áκ�τερον �ρα τÀν ΖC, ΝΛ Òσον âστÈ
τÀú Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ. καÈ âπεÈ αÉ ΑΗ, ΗΒ δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι, �σÔµµετρον �ρα
âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΗ τÀú �πä τ¨̋ ΗΒ. �λλ� τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον âστÈ τä ΓΘ, τÀú
δà �πä τ¨̋ ΗΒ Òσον âστÈ τä ΚΛ: �σÔµµετρον �ρα âστÈ τä ΓΘ τÀú ΚΛ. ±̋ δà τä ΓΘ
πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋ âστÈν � ΓΚ πρä̋ τ�ν ΚΜ: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΓΚ τ¨ù ΚΜ.
καÈ âπεÈ τÀν �πä τÀν ΑΗ, ΗΒ µèσον �ν�λογìν âστι τä Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ, καÐ âστι τÀú
µàν �πä τ¨̋ ΑΗ Òσον τä ΓΘ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΗΒ Òσον τä ΚΛ, τÀú δà Íπä τÀν ΑΗ, ΗΒ
Òσον τä ΝΛ, καÈ τÀν �ρα ΓΘ, ΚΛ µèσον �ν�λογìν âστι τä ΝΛ: êστιν �ρα ±̋ τä ΓΘ
πρä̋ τä ΝΛ, οÕτω̋ τä ΝΛ πρä̋ τä ΚΛ. καÈ δι� τ� αÎτ� � ΓΜ τ¨̋ ΜΖ µεØζον δÔναται
τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ οÎδετèρα αÎτÀν σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù
τ¨ù Γ∆: � ΓΖ �ρα �ποτοµ  âστιν éκτη: íπερ êδει δεØcαι.
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X.103

ÃΗ τ¨ù �ποτοµ¨ù µ κει σÔµµετρο̋ �ποτοµ  âστι καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ .
^Εστω �ποτοµ� � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ µ κει σÔµµετρο̋ êστω � Γ∆: λèγω, íτι καÈ �

Γ∆ �ποτοµ  âστι καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.
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ÇΕπεÈ γ�ρ �ποτοµ  âστιν � ΑΒ, êστω αÎτ¨ù προσαρµìζουσα � ΒΕ: αÉ ΑΕ, ΕΒ �ρα
ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. καÈ τÀú τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆ λìγωú å αÎτä̋
γεγονèτω å τ¨̋ ΒΕ πρä̋ τ�ν ∆Ζ: καÈ ±̋ ëν �ρα πρä̋ éν, π�ντα [âστÈ] πρä̋ π�ντα:
êστιν �ρα καÈ ±̋ íλη � ΑΕ πρä̋ íλην τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆. σÔµµετρο̋
δà � ΑΒ τ¨ù Γ∆ µ κει. σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ΑΕ µàν τ¨ù ΓΖ, � δà ΒΕ τ¨ù ∆Ζ. καÈ αÉ
ΑΕ, ΕΒ ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι. [�ποτοµ� �ρα âστÈν � Γ∆.

Λèγω δ , íτι καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.]
ÇΕπεÈ οÞν âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ � ΒΕ πρä̋ τ�ν ∆Ζ, âναλλ�c �ρα

âστÈν ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΒ, οÕτω̋ � ΓΖ πρä̋ τ�ν Ζ∆. ¢τοι δ� � ΑΕ τ¨̋ ΕΒ µεØζον
δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù £ τÀú �πä �συµµèτρου. εÊ µàν οÞν � ΑΕ τ¨̋ ΕΒ
µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ΓΖ τ¨̋ Ζ∆ µεØζον δυν σεται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καÈ �
ΓΖ, εÊ δà � ΒΕ, καÈ � ∆Ζ, εÊ δà οÎδετèρα τÀν ΑΕ, ΕΒ, καÈ οÎδετèρα τÀν ΓΖ, Ζ∆. εÊ
δà � ΑΕ [τ¨̋ ΕΒ] µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ΓΖ τ¨̋ Ζ∆ µεØζον
δυν σεται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστιν � ΑΕ τ¨ù âκκειµèνηù
ûητ¨ù µ κει, καÈ � ΓΖ, εÊ δà � ΒΕ, καÈ � ∆Ζ, εÊ δà οÎδετèρα τÀν ΑΕ, ΕΒ, οÎδετèρα
τÀν ΓΖ, Ζ∆.

ÇΑποτοµ� �ρα âστÈν � Γ∆ καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ: íπερ êδει δεØcαι.

X.104

ÃΗ τ¨ù µèση̋ �ποτοµ¨ù σÔµµετρο̋ µèση̋ �ποτοµ  âστι καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ .
^Εστω µèση̋ �ποτοµ� � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ µ κει σÔµµετρο̋ êστω � Γ∆: λèγω, íτι

καÈ � Γ∆ µèση̋ �ποτοµ  âστι καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.
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ÇΕπεÈ γ�ρ µèση̋ �ποτοµ  âστιν � ΑΒ, êστω αÎτ¨ù προσαρµìζουσα � ΕΒ. αÉ ΑΕ,
ΕΒ �ρα µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι. καÈ γεγονèτω ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆,



342 BIBΛION X.

οÕτω̋ � ΒΕ πρä̋ τ�ν ∆Ζ: σÔµµετρο̋ �ρα [âστÈ] καÈ � ΑΕ τ¨ù ΓΖ, � δà ΒΕ τ¨ù ∆Ζ.
αÉ δà ΑΕ, ΕΒ µèσαι εÊσÈ δυν�µει µìνον σÔµµετροι: καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα µèσαι εÊσÈ
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: µèση̋ �ρα �ποτοµ  âστιν � Γ∆.

Λèγω δ , íτι καÈ τ¨ù τ�cει âστÈν � αÎτ� τ¨ù ΑΒ.
ÇΕπεÈ [γ�ρ] âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΒ, οÕτω̋ � ΓΖ πρä̋ τ�ν Ζ∆ [�λλ' ±̋ µàν �

ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΕ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ, ±̋ δà � ΓΖ πρä̋
τ�ν Ζ∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ πρä̋ τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆], êστιν �ρα καÈ ±̋ τä �πä
τ¨̋ ΑΕ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ πρä̋ τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆
[καÈ âναλλ�c ±̋ τä �πä τ¨̋ ΑΕ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ, οÕτω̋ τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ πρä̋
τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆]. σÔµµετρον δà τä �πä τ¨̋ ΑΕ τÀú �πä τ¨̋ ΓΖ: σÔµµετρον �ρα
âστÈ καÈ τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ τÀú Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆. εÒτε οÞν ûητìν âστι τä Íπä τÀν
ΑΕ, ΕΒ, ûητäν êσται καÈ τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆, εÒτε µèσον [âστÈ] τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ,
µèσον [âστÈ] καÈ τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆.

Μèση̋ �ρα �ποτοµ  âστιν � Γ∆ καÈ τ¨ù τ�cει � αÎτ� τ¨ù ΑΒ: íπερ êδει δεØcαι.

X.105

ÃΗ τ¨ù âλ�σσονι σÔµµετρο̋ âλ�σσων âστÐν.
^Εστω γ�ρ âλ�σσων � ΑΒ καÈ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋ � Γ∆: λèγω, íτι καÈ � Γ∆ âλ�σσων

âστÐν.
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Γεγονèτω γ�ρ τ� αÎτ�: καÈ âπεÈ αÉ ΑΕ, ΕΒ
δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι, καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι. âπεÈ οÞν

âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΒ, οÕτω̋ � ΓΖ πρä̋ τ�ν Ζ∆, êστιν �ρα καÈ ±̋ τä �πä
τ¨̋ ΑΕ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΕΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Ζ∆. συνθèντι
�ρα âστÈν ±̋ τ� �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΕΒ, οÕτω̋ τ� �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆
πρä̋ τä �πä τ¨̋ Ζ∆ [καÈ âναλλ�c]: σÔµµετρον δè âστι τä �πä τ¨̋ ΒΕ τÀú �πä τ¨̋
∆Ζ: σÔµµετρον �ρα καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τετραγ¸νων τÀú
συγκειµèνωú âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆ τετραγ¸νων. ûητäν δè âστι τä συγκεÐµενον âκ
τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τετραγ¸νων: ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä
τÀν ΓΖ, Ζ∆ τετραγ¸νων. π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΑΕ πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΕ,
ΕΒ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΓΖ πρä̋ τä Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆, σÔµµετρον δà τä �πä τ¨̋ ΑΕ
τετρ�γωνον τÀú �πä τ¨̋ ΓΖ τετραγ¸νωú, σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ
τÀú Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆. µèσον δà τä Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ: µèσον �ρα καÈ τä Íπä τÀν ΓΖ,
Ζ∆: αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν
�π' αÎτÀν τετραγ¸νων ûητìν, τä δ' Íπ' αÎτÀν µèσον.

ÇΕλ�σσων �ρα âστÈν � Γ∆: íπερ êδει δεØcαι.

X.106

ÃΗ τ¨ù µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÔσηù σÔµµετρο̋ µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ�
âστιν.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 343

^Εστω µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα � ΑΒ καÈ τ¨ù ΑΒ σÔµµετρο̋ � Γ∆: λèγω,
íτι καÈ � Γ∆ µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΕ: αÉ ΑΕ, ΕΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι
ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τετραγ¸νων µèσον, τä δ' Íπ'
αÎτÀν ûητìν. καÈ τ� αÎτ� κατεσκευ�σθω. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν τοØ̋ πρìτερον, íτι αÉ
ΓΖ, Ζ∆ âν τÀú αÎτÀú λìγωú εÊσÈ ταØ̋ ΑΕ, ΕΒ, καÈ σÔµµετρìν âστι τä συγκεÐµενον
âκ τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τετραγ¸νων τÀú συγκειµèνωú âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆
τετραγ¸νων, τä δà Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ τÀú Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆: ¹στε καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ δυν�µει
εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τä µàν συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆ τετραγ¸νων
µèσον, τä δ' Íπ' αÎτÀν ûητìν.

ÃΗ Γ∆ �ρα µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

X.107

ÃΗ τ¨ù µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÔσηù σÔµµετρο̋ καÈ αÎτ� µετ� µèσου µèσον τä
íλον ποιοÜσ� âστιν.

^Εστω µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα � ΑΒ, καÈ τ¨ù ΑΒ êστω σÔµµετρο̋ �
Γ∆: λèγω, íτι καÈ � Γ∆ µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù ΑΒ προσαρµìζουσα � ΒΕ, καÈ τ� αÎτ� κατεσκευ�σθω: αÉ ΑΕ,
ΕΒ �ρα δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν
τετραγ¸νων µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τä συγκεÐµενον âκ
τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων τÀú Íπ' αÎτÀν. καÐ εÊσιν, ±̋ âδεÐχθη, αÉ ΑΕ, ΕΒ σÔµµετροι
ταØ̋ ΓΖ, Ζ∆, καÈ τä συγκεÐµενον âκ τÀν �πä τÀν ΑΕ, ΕΒ τετραγ¸νων τÀú συγκειµèνωú
âκ τÀν �πä τÀν ΓΖ, Ζ∆, τä δà Íπä τÀν ΑΕ, ΕΒ τÀú Íπä τÀν ΓΖ, Ζ∆: καÈ αÉ ΓΖ, Ζ∆ �ρα
δυν�µει εÊσÈν �σÔµµετροι ποιοÜσαι τì τε συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν τετραγ¸νων
µèσον καÈ τä Íπ' αÎτÀν µèσον καÈ êτι �σÔµµετρον τä συγκεÐµενον âκ τÀν �π' αÎτÀν
[τετραγ¸νων] τÀú Íπ' αÎτÀν.

ÃΗ Γ∆ �ρα µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

X.108

ÇΑπä ûητοÜ µèσου �φαιρουµèνου � τä λοιπäν χωρÐον δυναµèνη µÐα δÔο �λìγων γÐνεται
¢τοι �ποτοµ� £ âλ�σσων.
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ÇΑπä γ�ρ ûητοÜ τοÜ ΒΓ µèσον �φηùρ σθω τä Β∆: λèγω, íτι � τä λοιπäν δυναµèνη
τä ΕΓ µÐα δÔο �λìγων γÐνεται ¢τοι �ποτοµ� £ âλ�σσων.
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ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � ΖΗ, καÈ τÀú µàν ΒΓ Òσον παρ� τ�ν ΖΗ παραβεβλ σθω
æρθογ¸νιον παραλληλìγραµµον τä ΗΘ, τÀú δà ∆Β Òσον �φηùρ σθω τä ΗΚ: λοιπäν
�ρα τä ΕΓ Òσον âστÈ τÀú ΛΘ. âπεÈ οÞν ûητäν µèν âστι τä ΒΓ, µèσον δà τä Β∆, Òσον
δà τä µàν ΒΓ τÀú ΗΘ, τä δà Β∆ τÀú ΗΚ, ûητäν µàν �ρα âστÈ τä ΗΘ, µèσον δà τä
ΗΚ. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΖΗ παρ�κειται: ûητ� µàν �ρα � ΖΘ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΖΗ
µ κει, ûητ� δà � ΖΚ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΖΗ µ κει: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΖΘ τ¨ù
ΖΚ µ κει. αÉ ΖΘ, ΖΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν
� ΚΘ, προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΚΖ. ¢τοι δ� � ΘΖ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä
συµµèτρου £ οÖ.

∆υν�σθω πρìτερον τÀú �πä συµµèτρου. καÐ âστιν íλη � ΘΖ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù
ûητ¨ù µ κει τ¨ù ΖΗ: �ποτοµ� �ρα πρ¸τη âστÈν � ΚΘ. τä δ' Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋
πρ¸τη̋ περιεχìµενον � δυναµèνη �ποτοµ  âστιν. � �ρα τä ΛΘ, τουτèστι τä ΕΓ,
δυναµèνη �ποτοµ  âστιν.

ΕÊ δà � ΘΖ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÐ âστιν íλη �
ΖΘ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù ΖΗ, �ποτοµ� τετ�ρτη âστÈν � ΚΘ. τä δ'
Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ τετ�ρτη̋ περιεχìµενον � δυναµèνη âλ�σσων âστÐν: íπερ êδει
δεØcαι.

X.109

ÇΑπä µèσου ûητοÜ �φαιρουµèνου �λλαι δÔο �λογοι γÐνονται ¢τοι µèση̋ �ποτοµ� πρ¸τη
£ µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσα.

ÇΑπä γ�ρ µèσου τοÜ ΒΓ ûητäν �φηùρ σθω τä Β∆. λèγω, íτι � τä λοιπäν τä ΕΓ
δυναµèνη µÐα δÔο �λìγων γÐνεται ¢τοι µèση̋ �ποτοµ� πρ¸τη £ µετ� ûητοÜ µèσον τä
íλον ποιοÜσα.
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ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � ΖΗ, καÈ παραβεβλ σθω åµοÐω̋ τ� χωρÐα. êστι δ� �κολοÔθω̋
ûητ� µàν � ΖΘ καÈ �σÔµ µετρο̋ τ¨ù ΖΗ µ κει, ûητ� δà � ΚΖ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΖΗ
µ κει: αÉ ΖΘ, ΖΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν �
ΚΘ, προσαρµìζουσα δà ταÔτηù � ΖΚ. ¢τοι δ� � ΘΖ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù £ τÀú �πä �συµµèτρου.

ΕÊ µàν οÞν � ΘΖ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÐ âστιν �
προσαρµìζουσα � ΖΚ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù ΖΗ, �ποτοµ� δευτèρα
âστÈν � ΚΘ. ûητ� δà � ΖΗ: ¹στε � τä ΛΘ, τουτèστι τä ΕΓ, δυναµèνη µèση̋ �ποτοµ�
πρ¸τη âστÐν.

ΕÊ δà � ΘΖ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου, καÐ âστιν � προσαρµìζουσα
� ΖΚ σÔµµετρο̋ τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù ΖΗ, �ποτοµ� πèµπτη âστÈν � ΚΘ: ¹στε
� τä ΕΓ δυναµèνη µετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

X.110

ÇΑπä µèσου µèσου �φαιρουµèνου �συµµèτρου τÀú íλωú αÉ λοιπαÈ δÔο �λογοι γÐνονται
¢τοι µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα £ µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα.

ÇΑφηùρ σθω γ�ρ ±̋ âπÈ τÀν προκειµèνων καταγραφÀν �πä µèσου τοÜ ΒΓ µèσον
τä Β∆ �σÔµµετρον τÀú íλωú: λèγω, íτι � τä ΕΓ δυναµèνη µÐα âστÈ δÔο �λìγων ¢τοι
µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα £ µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα.

ÇΕπεÈ γ�ρ µèσον âστÈν áκ�τερον τÀν ΒΓ, Β∆, καÈ �σÔµµετρον τä ΒΓ τÀú Β∆,
êσται �κολοÔθω̋ ûητ� áκατèρα τÀν ΖΘ, ΖΚ καÈ �σÔµµετρο̋ τ¨ù ΖΗ µ κει. καÈ âπεÈ
�σÔµµετρìν âστι τä ΒΓ τÀú Β∆, τουτèστι τä ΗΘ τÀú ΗΚ, �σÔµµετρο̋ καÈ � ΘΖ τ¨ù
ΖΚ: αÉ ΖΘ, ΖΚ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΚΘ
[προσαρµìζουσα δà � ΖΚ. ¢τοι δ� � ΖΘ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου £
τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù].
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ΕÊ µàν δ� � ΖΘ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ οÎθετèρα τÀν
ΖΘ, ΖΚ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù ΖΗ, �ποτοµ� τρÐτη âστÈν � ΚΘ.
ûητ� δà � ΚΛ, τä δ' Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ τρÐτη̋ περιεχìµενον æρθογ¸νιον �λογìν
âστιν, καÈ � δυναµèνη αÎτä �λογì̋ âστιν, καλεØται δà µèση̋ �ποτοµ� δευτèρα: ¹στε
� τä ΛΘ, τουτèστι τä ΕΓ, δυναµèνη µèση̋ �ποτοµ  âστι δευτèρα.

ΕÊ δà � ΖΘ τ¨̋ ΖΚ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù [µ κει], καÈ οÎθετèρα
τÀν ΘΖ, ΖΚ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ΖΗ µ κει, �ποτοµ� éκτη âστÈν � ΚΘ. τä δ' Íπä ûητ¨̋
καÈ �ποτοµ¨̋ éκτη̋ � δυναµèνη âστÈ µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσα. � τä ΛΘ
�ρα, τουτèστι τä ΕΓ, δυναµèνη µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσ� âστιν: íπερ êδει
δεØcαι.

X.111

ÃΗ �ποτοµ� οÎκ êστιν � αÎτ� τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των.
^Εστω �ποτοµ� � ΑΒ: λèγω, íτι � ΑΒ οÎκ êστιν � αÎτ� τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των.
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω: καÈ âκκεÐσθω ûητ� � ∆Γ, καÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον παρ�
τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω æρθογ¸νιον τä ΓΕ πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ∆Ε. âπεÈ οÞν �ποτοµ 
âστιν � ΑΒ, �ποτοµ� πρ¸τη âστÈν � ∆Ε. êστω αÎτ¨ù προσαρµìζουσα � ΕΖ: αÉ ∆Ζ, ΖΕ
�ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ � ∆Ζ τ¨̋ ΖΕ µεØζον δÔναται τÀú �πä
συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ∆Ζ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù ∆Γ. π�λιν,
âπεÈ âκ δÔο æνοµ�των âστÈν � ΑΒ, âκ δÔο �ρα æνοµ�των πρ¸τη âστÈν � ∆Ε. διηùρ σθω
εÊ̋ τ� æνìµατα κατ� τä Η, καÈ êστω µεØζον îνοµα τä ∆Η: αÉ ∆Η, ΗΕ �ρα ûηταÐ
εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι, καÈ � ∆Η τ¨̋ ΗΕ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου
áαυτ¨ù, καÈ τä µεØζον � ∆Η σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει τ¨ù ∆Γ. καÈ � ∆Ζ
�ρα τ¨ù ∆Η σÔµµετρì̋ âστι µ κει: καÈ λοιπ� �ρα � ΗΖ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù ∆Ζ µ κει.
[âπεÈ οÞν σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ζ τ¨ù ΗΖ, ûητ� δè âστιν � ∆Ζ, ûητ� �ρα âστÈ καÈ �
ΗΖ. âπεÈ οÞν σÔµµετρì̋ âστιν � ∆Ζ τ¨ù ΗΖ µ κει] �σÔµµετρο̋ δà � ∆Ζ τ¨ù ΕΖ µ κει:
�σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ΖΗ τ¨ù ΕΖ µ κει. αÉ ΗΖ, ΖΕ �ρα ûηταÐ [εÊσι] δυν�µει
µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΕΗ. �λλ� καÈ ûητ : íπερ âστÈν �δÔνατον.

ÃΗ �ρα �ποτοµ� οÎκ êστιν � αÎτ� τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των: íπερ êδει δεØcαι.

[
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Πìρισµα

]
ÃΗ �ποτοµ� καÈ αÉ µετ' αÎτ�ν �λογοι οÖτε τ¨ù µèσηù οÖτε �λλ λαι̋ εÊσÈν αÉ αÎταÐ.
Τä µàν γ�ρ �πä µèση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ ûητ�ν καÈ �σÔµµετρον

τ¨ù, παρ' �ν παρ�κειται, µ κει, τä δà �πä �ποτοµ¨̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον
πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν πρ¸την, τä δà �πä µèση̋ �ποτοµ¨̋ πρ¸τη̋ παρ� ûητ�ν παρα-
βαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν δευτèραν, τä δà �πä µèση̋ �ποτοµ¨̋ δευτèρα̋
παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν τρÐτην, τä δà �πä âλ�σσονο̋ παρ�
ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν τετ�ρτην, τä δà �πä τ¨̋ µετ� ûητοÜ
µèσον τä íλον ποιοÔση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν πèµπτην,
τä δà �πä τ¨̋ µετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÔση̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον
πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν éκτην. âπεÈ οÞν τ� εÊρηµèνα πλ�τη διαφèρει τοÜ τε πρ¸του
καÈ �λλ λων, τοÜ µàν πρ¸του, íτι ûητ  âστιν, �λλ λων δè, âπεÈ τ¨ù τ�cει οÎκ εÊσÈν
αÉ αÎταÐ, δ¨λον, ±̋ καÈ αÎταÈ αÉ �λογοι διαφèρουσιν �λλ λων. καÈ âπεÈ δèδεικται �
�ποτοµ� οÎκ οÞσα � αÎτ� τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των, ποιοÜσι δà πλ�τη παρ� ûητ�ν παρα-
βαλλìµεναι αÉ µετ� τ�ν �ποτοµ�ν �ποτοµ�̋ �κολοÔθω̋ áκ�στη τ¨ù τ�cει τ¨ù καθ'
αÍτ ν, αÉ δà µετ� τ�ν âκ δÔο æνοµ�των τ�̋ âκ δÔο æνοµ�των καÈ αÎταÈ τ¨ù τ�cει
�κολοÔθω̋, éτεραι �ρα εÊσÈν αÉ µετ� τ�ν �ποτοµ�ν καÈ éτεραι αÉ µετ� τ�ν âκ δÔο
æνοµ�των, ±̋ εÚναι τ¨ù τ�cει π�σα̋ �λìγου̋ 〈ιγ〉,

Μèσην,
ÇΕκ δÔο æνοµ�των,
ÇΕκ δÔο µèσων πρ¸την,
ÇΕκ δÔο µèσων δευτèραν,
ΜεÐζονα,
ÃΡητäν καÈ µèσον δυναµèνην,
∆Ôο µèσα δυναµèνην,
ÇΑποτοµ ν,
Μèση̋ �ποτοµ�ν πρ¸την,
Μèση̋ �ποτοµ�ν δευτèραν,
ÇΕλ�σσονα,
Μετ� ûητοÜ µèσον τä íλον ποιοÜσαν,
Μετ� µèσου µèσον τä íλον ποιοÜσαν.

X.112

Τä �πä ûητ¨̋ παρ� τ�ν âκ δÔο æνοµ�των παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ ν,
©̋ τ� æνìµατα σÔµµετρ� âστι τοØ̋ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των æνìµασι καÈ êτι âν τÀú αÎτÀú
λìγωú, καÈ êτι � γινοµèνη �ποτοµ� τ�ν αÎτ�ν écει τ�cιν τ¨ù âκ δÔο æνοµ�των.

^Εστω ûητ� µàν � Α, âκ δÔο æνοµ�των δà � ΒΓ, ©̋ µεØζον îνοµα êστω � ∆Γ, καÈ
τÀú �πä τ¨̋ Α Òσον êστω τä Íπä τÀν ΒΓ, ΕΖ: λèγω, íτι � ΕΖ �ποτοµ  âστιν, ©̋ τ�
æνìµατα σÔµµετρ� âστι τοØ̋ Γ∆, ∆Β, καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ êτι � ΕΖ τ�ν αÎτ�ν
écει τ�cιν τ¨ù ΒΓ.
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^Εστω γ�ρ π�λιν τÀú �πä τ¨̋ Α Òσον τä Íπä τÀν Β∆, Η. âπεÈ οÞν τä Íπä τÀν ΒΓ,
ΕΖ Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν Β∆, Η, êστιν �ρα ±̋ � ΓΒ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋ � Η πρä̋
τ�ν ΕΖ. µεÐζων δà � ΓΒ τ¨̋ Β∆: µεÐζων �ρα âστÈ καÈ � Η τ¨̋ ΕΖ. êστω τ¨ù Η Òση �
ΕΘ: êστιν �ρα ±̋ � ΓΒ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋ � ΘΕ πρä̋ τ�ν ΕΖ: διελìντι �ρα âστÈν
±̋ � Γ∆ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋ � ΘΖ πρä̋ τ�ν ΖΕ. γεγονèτω ±̋ � ΘΖ πρä̋ τ�ν ΖΕ,
οÕτω̋ � ΖΚ πρä̋ τ�ν ΚΕ: καÈ íλη �ρα � ΘΚ πρä̋ íλην τ�ν ΚΖ âστιν, ±̋ � ΖΚ πρä̋
ΚΕ: ±̋ γ�ρ ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντα τ� �γοÔµενα
πρä̋ �παντα τ� áπìµενα. ±̋ δà � ΖΚ πρä̋ ΚΕ, οÕτω̋ âστÈν � Γ∆ πρä̋ τ�ν ∆Β: καÈ
±̋ �ρα � ΘΚ πρä̋ ΚΖ, οÕτω̋ � Γ∆ πρä̋ τ�ν ∆Β. σÔµµετρον δà τä �πä τ¨̋ Γ∆ τÀú
�πä τ¨̋ ∆Β: σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΘΚ τÀú �πä τ¨̋ ΚΖ. καÐ âστιν ±̋
τä �πä τ¨̋ ΘΚ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΚΖ, οÕτω̋ � ΘΚ πρä̋ τ�ν ΚΕ, âπεÈ αÉ τρεØ̋ αÉ ΘΚ,
ΚΖ, ΚΕ �ν�λογìν εÊσιν. σÔµµετρο̋ �ρα � ΘΚ τ¨ù ΚΕ µ κει: ¹στε καÈ � ΘΕ τ¨ù ΕΚ
σÔµµετρì̋ âστι µ κει. καÈ âπεÈ τä �πä τ¨̋ Α Òσον âστÈ τÀú Íπä τÀν ΕΘ, Β∆, ûητäν δè
âστι τä �πä τ¨̋ Α, ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä Íπä τÀν ΕΘ, Β∆. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν Β∆
παρ�κειται: ûητ� �ρα âστÈν � ΕΘ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù Β∆ µ κει: ¹στε καÈ � σÔµµετρο̋
αÎτ¨ù � ΕΚ ûητ  âστι καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù Β∆ µ κει. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ � Γ∆ πρä̋ ∆Β,
οÕτω̋ � ΖΚ πρä̋ ΚΕ, αÉ δà Γ∆, ∆Β δυν�µει µìνον εÊσÈ σÔµµετροι, καÈ αÉ ΖΚ, ΚΕ
δυν�µει µìνον εÊσÈ σÔµµετροι. ûητ� δè âστιν � ΚΕ: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � ΖΚ. αÉ ΖΚ,
ΚΕ �ρα ûηταÈ δυν�µει µìνον εÊσÈ σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΕΖ.

^Ητοι δà � Γ∆ τ¨̋ ∆Β µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù £ τÀú �πä �συµµèτρου.
ΕÊ µàν οÞν � Γ∆ τ¨̋ ∆Β µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου [áαυτ¨ù], καÈ � ΖΚ τ¨̋

ΚΕ µεØζον δυν σεται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστιν � Γ∆ τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καÈ � ΖΚ: εÊ δà � Β∆, καÈ � ΚΕ: εÊ δà οÎδετèρα τÀν Γ∆, ∆Β,
καÈ οÎδετèρα τÀν ΖΚ, ΚΕ.

ΕÊ δà � Γ∆ τ¨̋ ∆Β µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ΖΚ τ¨̋ ΚΕ
µεØζον δυν σεται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν � Γ∆ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καÈ � ΖΚ: εÊ δà � Β∆, καÈ � ΚΕ: εÊ δà οÎδετèρα τÀν Γ∆,
∆Β, καÈ οÎδετèρα τÀν ΖΚ, ΚΕ: ¹στε �ποτοµ  âστιν � ΖΕ, ©̋ τ� æνìµατα τ� ΖΚ,
ΚΕ σÔµµετρ� âστι τοØ̋ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των æνìµασι τοØ̋ Γ∆, ∆Β καÈ âν τÀú αÎτÀú
λìγωú, καÈ τ�ν αÎτ�ν τ�cιν êχει τ¨ù ΒΓ: íπερ êδει δεØcαι.

X.113

Τä �πä ûητ¨̋ παρ� �ποτοµ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν âκ δÔο æνοµ�των, ©̋
τ� æνìµατα σÔµµετρ� âστι τοØ̋ τ¨̋ �ποτοµ¨̋ æνìµασι καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, êτι δà
� γινοµèνη âκ δÔο æνοµ�των τ�ν αÎτ�ν τ�cιν êχει τ¨ù �ποτοµ¨ù.

^Εστω ûητ� µàν � Α, �ποτοµ� δà � Β∆, καÈ τÀú �πä τ¨̋ Α Òσον êστω τä Íπä τÀν
Β∆, ΚΘ, ¹στε τä �πä τ¨̋ Α ûητ¨̋ παρ� τ�ν Β∆ �ποτοµ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 349

ποιεØ τ�ν ΚΘ: λèγω, íτι âκ δÔο æνοµ�των âστÈν � ΚΘ, ©̋ τ� æνìµατα σÔµµετρ� âστι
τοØ̋ τ¨̋ Β∆ æνìµασι καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ êτι � ΚΘ τ�ν αÎτ�ν êχει τ�cιν τ¨ù
Β∆.
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^Εστω γ�ρ τ¨ù Β∆ προσαρµìζουσα � ∆Γ: αÉ ΒΓ, Γ∆ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον
σÔµµετροι. καÈ τÀú �πä τ¨̋ Α Òσον êστω καÈ τä Íπä τÀν ΒΓ, Η. ûητäν δà τä �πä τ¨̋
Α: ûητäν �ρα καÈ τä Íπä τÀν ΒΓ, Η. καÈ παρ� ûητ�ν τ�ν ΒΓ παραβèβληται: ûητ� �ρα
âστÈν � Η καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΒΓ µ κει. âπεÈ οÞν τä Íπä τÀν ΒΓ, Η Òσον âστÈ τÀú Íπä
τÀν Β∆, ΚΘ, �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΓΒ πρä̋ Β∆, οÕτω̋ � ΚΘ πρä̋ Η. µεÐζων
δà � ΒΓ τ¨̋ Β∆: µεÐζων �ρα καÈ � ΚΘ τ¨̋ Η. κεÐσθω τ¨ù Η Òση � ΚΕ: σÔµµετρο̋
�ρα âστÈν � ΚΕ τ¨ù ΒΓ µ κει. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΓΒ πρä̋ Β∆, οÕτω̋ � ΘΚ πρä̋
ΚΕ, �ναστρèψαντι �ρα âστÈν ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΚΘ πρä̋ ΘΕ. γεγονèτω
±̋ � ΚΘ πρä̋ ΘΕ, οÕτω̋ � ΘΖ πρä̋ ΖΕ: καÈ λοιπ� �ρα � ΚΖ πρä̋ ΖΘ âστιν, ±̋
� ΚΘ πρä̋ ΘΕ, τουτèστιν [±̋] � ΒΓ πρä̋ Γ∆. αÉ δà ΒΓ, Γ∆ δυν�µει µìνον [εÊσÈ]
σÔµµετροι: καÈ αÉ ΚΖ, ΖΘ �ρα δυν�µει µìνον εÊσÈ σÔµµετροι. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ �
ΚΘ πρä̋ ΘΕ, � ΚΖ πρä̋ ΖΘ, �λλ' ±̋ � ΚΘ πρä̋ ΘΕ, � ΘΖ πρä̋ ΖΕ, καÈ ±̋ �ρα
� ΚΖ πρä̋ ΖΘ, � ΘΖ πρä̋ ΖΕ: ¹στε καÈ ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην, τä �πä τ¨̋
πρ¸τη̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ δευτèρα̋: καÈ ±̋ �ρα � ΚΖ πρä̋ ΖΕ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΚΖ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ. σÔµµετρον δè âστι τä �πä τ¨̋ ΚΖ τÀú �πä τ¨̋ ΖΘ: αÉ γ�ρ ΚΖ,
ΖΘ δυν�µει εÊσÈ σÔµµετροι: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ΚΖ τ¨ù ΖΕ µ κει: ¹στε � ΚΖ
καÈ τ¨ù ΚΕ σÔµµετρì̋ [âστι] µ κει. ûητ� δè âστιν � ΚΕ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΒΓ µ κει:
ûητ� �ρα καÈ � ΚΖ καÈ σÔµµετρο̋ τ¨ù ΒΓ µ κει. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΒΓ πρä̋ Γ∆,
οÕτω̋ � ΚΖ πρä̋ ΖΘ, âναλλ�c ±̋ � ΒΓ πρä̋ ΚΖ, οÕτω̋ � ∆Γ πρä̋ ΖΘ. σÔµµετρο̋
δà � ΒΓ τ¨ù ΚΖ: σÔµµετρο̋ �ρα καÈ � ΖΘ τ¨ù Γ∆ µ κει. αÉ ΒΓ, Γ∆ δà ûηταÐ εÊσι
δυν�µει µìνον σÔµµετροι: καÈ αÉ ΚΖ, ΖΘ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι:
âκ δÔο æνοµ�των âστÈν �ρα � ΚΘ.

ΕÊ µàν οÞν � ΒΓ τ¨̋ Γ∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ΚΖ τ¨̋
ΖΘ µεØζον δυν σεται τÀú �πä συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καÈ � ΚΖ, εÊ δà � Γ∆ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει,
καÈ � ΖΘ, εÊ δà οÎδετèρα τÀν ΒΓ, Γ∆, οÎδετèρα τÀν ΚΖ, ΖΘ.

ΕÊ δà � ΒΓ τ¨̋ Γ∆ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ � ΚΖ τ¨̋ ΖΘ
µεØζον δυν σεται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. καÈ εÊ µàν σÔµµετρì̋ âστιν � ΒΓ τ¨ù
âκκειµèνηù ûητ¨ù µ κει, καÈ � ΚΖ, εÊ δà � Γ∆, καÈ � ΖΘ, εÊ δà οÎδετèρα τÀν ΒΓ, Γ∆,
οÎδετèρα τÀν ΚΖ, ΖΘ.



350 BIBΛION X.

ÇΕκ δÔο �ρα æνοµ�των âστÈν � ΚΘ, ©̋ τ� æνìµατα τ� ΚΖ, ΖΘ σÔµµετρ� [âστι] τοØ̋
τ¨̋ �ποτοµ¨̋ æνìµασι τοØ̋ ΒΓ, Γ∆ καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ êτι � ΚΘ τ¨ù ΒΓ τ�ν
αÎτ�ν écει τ�cιν: íπερ êδει δεØcαι.

X.114

ÇΕ�ν χωρÐον περιèχηται Íπä �ποτοµ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των, ©̋ τ� æνìµατα
σÔµµετρ� τè âστι τοØ̋ τ¨̋ �ποτοµ¨̋ æνìµασι καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, � τä χωρÐον
δυναµèνη ûητ  âστιν.

b b

b bb

b
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Α Β

Γ ∆Ε

Ζ

Η

Θ

Κ Λ Μ

Περιεχèσθω γ�ρ χωρÐον τä Íπä τÀν ΑΒ, Γ∆ Íπä �ποτοµ¨̋ τ¨̋ ΑΒ καÈ τ¨̋ âκ δÔο
æνοµ�των τ¨̋ Γ∆, ©̋ µεØζον îνοµα êστω τä ΓΕ, καÈ êστω τ� æνìµατα τ¨̋ âκ δÔο
æνοµ�των τ� ΓΕ, Ε∆ σÔµµετρ� τε τοØ̋ τ¨̋ �ποτοµ¨̋ æνìµασι τοØ̋ ΑΖ, ΖΒ καÈ âν
τÀú αÎτÀú λìγωú, καÈ êστω � τä Íπä τÀν ΑΒ, Γ∆ δυναµèνη � Η: λèγω, íτι ûητ  âστιν
� Η.

ÇΕκκεÐσθω γ�ρ ûητ� � Θ, καÈ τÀú �πä τ¨̋ Θ Òσον παρ� τ�ν Γ∆ παραβεβλ σθω
πλ�το̋ ποιοÜν τ�ν ΚΛ: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΚΛ, ©̋ τ� æνìµατα êστω τ� ΚΜ, ΜΛ
σÔµµετρα τοØ̋ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των æνìµασι τοØ̋ ΓΕ, Ε∆ καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú.
�λλ� καÈ αÉ ΓΕ, Ε∆ σÔµµετροÐ τè εÊσι ταØ̋ ΑΖ, ΖΒ καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú: êστιν �ρα
±̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν ΖΒ, οÕτω̋ � ΚΜ πρä̋ ΜΛ. âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ � ΑΖ πρä̋ τ�ν
ΚΜ, οÕτω̋ � ΒΖ πρä̋ τ�ν ΛΜ: καÈ λοιπ� �ρα � ΑΒ πρä̋ λοιπ�ν τ�ν ΚΛ âστιν ±̋
� ΑΖ πρä̋ ΚΜ. σÔµµετρο̋ δà � ΑΖ τ¨ù ΚΜ: σÔµµετρο̋ �ρα âστÈ καÈ � ΑΒ τ¨ù ΚΛ.
καÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ ΚΛ, οÕτω̋ τä Íπä τÀν Γ∆, ΑΒ πρä̋ τä Íπä τÀν Γ∆, ΚΛ:
σÔµµετρον �ρα âστÈ καÈ τä Íπä τÀν Γ∆, ΑΒ τÀú Íπä τÀν Γ∆, ΚΛ. Òσον δà τä Íπä τÀν
Γ∆, ΚΛ τÀú �πä τ¨̋ Θ: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä Íπä τÀν Γ∆, ΑΒ τÀú �πä τ¨̋ Θ. τÀú
δà Íπä τÀν Γ∆, ΑΒ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ Η: σÔµµετρον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ Η τÀú
�πä τ¨̋ Θ. ûητäν δà τä �πä τ¨̋ Θ: ûητäν �ρα âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ Η: ûητ� �ρα âστÈν
� Η. καÈ δÔναται τä Íπä τÀν Γ∆, ΑΒ.

ÇΕ�ν �ρα χωρÐον περιèχηται Íπä �ποτοµ¨̋ καÈ τ¨̋ âκ δÔο æνοµ�των, ©̋ τ� æνìµατα
σÔµµετρ� âστι τοØ̋ τ¨̋ �ποτοµ¨̋ æνìµασι καÈ âν τÀú αÎτÀú λìγωú, � τä χωρÐον δυναµèνη
ûητ  âστιν.
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Πìρισµα

ΚαÈ γèγονεν �µØν καÈ δι� τοÔτου φανερìν, íτι δυνατìν âστι ûητäν χωρÐον Íπä
�λìγων εÎθειÀν περιèχεσθαι. íπερ êδει δεØcαι.

X.115

ÇΑπä µèση̋ �πειροι �λογοι γÐνονται, καÈ οÎδεµÐα οÎδεµι�ø τÀν πρìτερον � αÎτ .
^Εστω µèση � Α: λèγω, íτι �πä τ¨̋ Α �πειροι �λογοι γÐνονται, καÈ οÎδεµÐα οÎδεµι�ø

τÀν πρìτερον � αÎτ .

Α

Β

Γ

∆

ÇΕκκεÐσθω ûητ� � Β, καÈ τÀú Íπä τÀν Β, Α Òσον êστω τä �πä τ¨̋ Γ: �λογο̋ �ρα
âστÈν � Γ: τä γ�ρ Íπä �λìγου καÈ ûητ¨̋ �λογìν âστιν. καÈ οÎδεµι�ø τÀν πρìτερον �
αÎτ : τä γ�ρ �π' οÎδεµι�̋ τÀν πρìτερον παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ
µèσην. π�λιν δ� τÀú Íπä τÀν Β, Γ Òσον êστω τä �πä τ¨̋ ∆: �λογον �ρα âστÈ τä
�πä τ¨̋ ∆. �λογο̋ �ρα âστÈν � ∆: καÈ οÎδεµι�ø τÀν πρìτερον � αÎτ : τä γ�ρ �π'
οÎδεµι�̋ τÀν πρìτερον παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ τ�ν Γ. åµοÐω̋ δ�
τ¨̋ τοιαÔτη̋ τ�cεω̋ âπ' �πειρον προβαινοÔση̋ φανερìν, íτι �πä τ¨̋ µèση̋ �πειροι
�λογοι γÐνονται, καÈ οÎδεµÐα οÎδεµι�ø τÀν πρìτερον � αÎτ : íπερ êδει δεØcαι].
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BIBΛION XI

ΟΡΟΙ

1. Στερεìν âστι τä µ¨κο̋ καÈ πλ�το̋ καÈ β�θο̋ êχον.

2. ΣτερεοÜ δà πèρα̋ âπιφ�νεια.

3. ΕÎθεØα πρä̋ âπÐπεδον æρθ  âστιν, íταν πρä̋ π�σα̋ τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋
καÈ οÖσα̋ âν τÀú [Íποκειµèνωú] âπιπèδωú æρθ�̋ ποι¨ù γωνÐα̋.

4. ÇΕπÐπεδον πρä̋ âπÐπεδον æρθìν âστιν, íταν αÉ τ¨ù κοιν¨ù τοµ¨ù τÀν âπιπèδων πρä̋
æρθ�̋ �γìµεναι εÎθεØαι âν áνÈ τÀν âπιπèδων τÀú λοιπÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ Âσιν.

5. ΕÎθεÐα̋ πρä̋ âπÐπεδον κλÐσι̋ âστÐν, íταν �πä τοÜ µετε¸ρου πèρατο̋ τ¨̋ εÎθεÐα̋
âπÈ τä âπÐπεδον κ�θετο̋ �χθ¨ù, καÈ �πä τοÜ γενοµèνου σηµεÐου âπÈ τä âν τÀú
âπιπèδωú πèρα̋ τ¨̋ εÎθεÐα̋ εÎθεØα âπιζευχθ¨ù, � περιεχοµèνη γωνÐα Íπä τ¨̋ �χθεÐση̋
καÈ τ¨̋ âφεστ¸ση̋.

6. ÇΕπιπèδου πρä̋ âπÐπεδον κλÐσι̋ âστÈν � περιεχοµèνη æcεØα γωνÐα Íπä τÀν πρä̋
æρθ�̋ τ¨ù κοιν¨ù τοµ¨ù �γοµèνων πρä̋ τÀú αÎτÀú σηµεÐωú âν áκατèρωú τÀν âπιπèδων.

7. ÇΕπÐπεδον πρä̋ âπÐπεδον åµοÐω̋ κεκλÐσθαι λèγεται καÈ éτερον πρä̋ éτερον, íταν
αÉ εÊρηµèναι τÀν κλÐσεων γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ Âσιν.

8. Παρ�λληλα âπÐπεδ� âστι τ� �σÔµπτωτα.

9. �Οµοια στερε� σχ µατ� âστι τ� Íπä åµοÐων âπιπèδων περιεχìµενα Òσων τä πλ¨θο̋.

10. Ι̂σα δà καÈ íµοια στερε� σχ µατ� âστι τ� Íπä åµοÐων âπιπèδων περιεχìµενα
Òσων τÀú πλ θει καÈ τÀú µεγèθει.

11. Στερε� γωνÐα âστÈν � Íπä πλειìνων £ δÔο γραµµÀν �πτοµèνων �λλ λων καÈ µ�
âν τ¨ù αÎτ¨ù âπιφανεÐαø οÎσÀν πρä̋ π�σαι̋ ταØ̋ γραµµαØ̋ κλÐσι̋. Α̂λλω̋: στερε�
γωνÐα âστÈν � Íπä πλειìνων £ δÔο γωνιÀν âπιπèδων περιεχοµèνη µ� οÎσÀν âν τÀú
αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ áνÈ σηµεÐωú συνισταµèνων.

12. ΠυραµÐ̋ âστι σχ¨µα στερεäν âπιπèδοι̋ περιεχìµενον �πä áνä̋ âπιπèδου πρä̋ áνÈ
σηµεÐωú συνεστ¸̋.

13. ΠρÐσµα âστÈ σχ¨µα στερεäν âπιπèδοι̋ περιεχìµενον, Áν δÔο τ� �πεναντÐον Òσα
τε καÈ íµοι� âστι καÈ παρ�λληλα, τ� δà λοιπ� παραλληλìγραµµα.

14. ΣφαØρ� âστιν, íταν �µικυκλÐου µενοÔση̋ τ¨̋ διαµèτρου περιενεχθàν τä �µικÔκλιον
εÊ̋ τä αÎτä π�λιν �ποκατασταθ¨ù, íθεν ¢ρcατο φèρεσθαι, τä περιληφθàν σχ¨µα.

15. Α̂cων δà τ¨̋ σφαÐρα̋ âστÈν � µèνουσα εÎθεØα, περÈ �ν τä �µικÔκλιον στρèφεται.
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16. Κèντρον δà τ¨̋ σφαÐρα̋ âστÈ τä αÎτì, ç καÈ τοÜ �µικυκλÐου.

17. ∆ι�µετρο̋ δà τ¨̋ σφαÐρα̋ âστÈν εÎθεØ� τι̋ δι� τοÜ κèντρου �γµèνη καÈ περα-
τουµèνη âφ' áκ�τερα τ� µèρη Íπä τ¨̋ âπιφανεÐα̋ τ¨̋ σφαÐρα̋.

18. ΚÀνì̋ âστιν, íταν æρθογωνÐου τριγ¸νου µενοÔση̋ µι�̋ πλευρ�̋ τÀν περÈ τ�ν
æρθ�ν γωνÐαν περιενεχθàν τä τρÐγωνον εÊ̋ τä αÎτä π�λιν �ποκατασταθ¨ù, íθεν
¢ρcατο φèρεσθαι, τä περιληφθàν σχ¨µα. κ�ν µàν � µèνουσα εÎθεØα Òση ªù τ¨ù λοιπ¨ù
[τ¨ù] περÈ τ�ν æρθ�ν περιφεροµèνηù, æρθογ¸νιο̋ êσται å κÀνο̋, â�ν δà âλ�ττων,
�µβλυγ¸νιο̋, â�ν δà µεÐζων, æcυγ¸νιο̋.

19. Α̂cων δà τοÜ κ¸νου âστÈν � µèνουσα εÎθεØα, περÈ �ν τä τρÐγωνον στρèφεται.

20. Β�σι̋ δà å κÔκλο̋ å Íπä τ¨̋ περιφεροµèνη̋ εÎθεÐα̋ γραφìµενο̋.

21. ΚÔλινδρì̋ âστιν, íταν æρθογωνÐου παραλληλογρ�µµου µενοÔση̋ µι�̋ πλευρ�̋
τÀν περÈ τ�ν æρθ�ν γωνÐαν περιενεχθàν τä παραλληλìγραµµον εÊ̋ τä αÎτä π�λιν
�ποκατασταθ¨ù, íθεν ¢ρcατο φèρεσθαι, τä περιληφθàν σχ¨µα.

22. Α̂cων δà τοÜ κυλÐνδρου âστÈν � µèνουσα εÎθεØα, περÈ �ν τä παραλληλìγραµµον
στρèφεται.

23. Β�σει̋ δà οÉ κÔκλοι οÉ Íπä τÀν �πεναντÐον περιαγοµèνων δÔο πλευρÀν γραφìµενοι.

24. �Οµοιοι κÀνοι καÈ κÔλινδροÐ εÊσιν, Áν οÑ τε �cονε̋ καÈ αÉ δι�µετροι τÀν β�σεων
�ν�λογìν εÊσιν.

25. ΚÔβο̋ âστÈ σχ¨µα στερεäν Íπä ëc τετραγ¸νων Òσων περιεχìµενον.

26. ÇΟκτ�εδρìν âστι σχ¨µα στερεäν Íπä æκτ° τριγ¸νων Òσων καÈ ÊσοπλεÔρων περιεχìµενον.

27. ΕÊκοσ�εδρìν âστι σχ¨µα στερεäν Íπä εÒκοσι τριγ¸νων Òσων καÈ ÊσοπλεÔρων
περιεχìµενον.

28. ∆ωδεκ�εδρìν âστι σχ¨µα στερεäν Íπä δ¸δεκα πενταγ¸νων Òσων καÈ ÊσοπλεÔρων
καÈ ÊσογωνÐων περιεχìµενον.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

XI.1

ΕÎθεÐα̋ γραµµ¨̋ µèρο̋ µèν τι οÎκ êστιν âν τÀú Íποκειµèνωú, âπιπèδωú, µèρο̋ δè τι âν
µετεωροτèρωú.

b bb
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, εÎθεÐα̋ γραµµ¨̋ τ¨̋ ΑΒΓ µèρο̋ µèν τι τä ΑΒ êστω âν τÀú
Íποκειµèνωú âπιπèδωú, µèρο̋ δè τι τä ΒΓ âν µετεωροτèρωú. ^Εσται δ  τι̋ τ¨ù ΑΒ συνεχ�̋
εÎθεØα âπ' εÎθεÐα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú. êστω � Β∆: δÔο �ρα εÎθειÀν τÀν ΑΒΓ,
ΑΒ∆ κοινäν τµ¨µ� âστιν � ΑΒ: íπερ âστÈν �δÔνατον, âπειδ περ â�ν κèντρωú τÀú Β καÈ
διαστ µατι τÀú ΑΒ κÔκλον γρ�ψωµεν, αÉ δι�µετροι �νÐσου̋ �πολ ψονται τοÜ κÔκλου
περιφερεÐα̋. ΕÎθεÐα̋ �ρα γραµµ¨̋ µèρο̋ µèν τι οÎκ êστιν âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú,
τä δà âν µετεωροτèρωú: íπερ êδει δεØcαι.

XI.2

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι τèµνωσιν �λλ λα̋, âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú, καÈ π�ν τρÐγωνον âν áνÐ
âστιν âπιπèδωú.

∆Ôο γ�ρ εÎθεØαι αÉ ΑΒ, Γ∆ τεµνèτωσαν �λλ λα̋ κατ� τä Ε σηµεØον: λèγω, íτι
αÉ ΑΒ, Γ∆ âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú, καÈ π�ν τρÐγωνον âν áνÐ âστιν âπιπèδωú.
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ΕÊλ φθω γ�ρ âπÈ τÀν ΕΓ, ΕΒ τυχìντα σηµεØα τ� Ζ, Η, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ
ΓΒ, ΖΗ, καÈ δι χθωσαν αÉ ΖΘ, ΗΚ: λèγω πρÀτον, íτι τä ΕΓΒ τρÐγωνον âν áνÐ
âστιν âπιπèδωú. εÊ γ�ρ âστι τοÜ ΕΓΒ τριγ¸νου µèρο̋ ¢τοι τä ΖΘΓ £ τä ΗΒΚ âν τÀú
Íποκειµèνωú [âπιπèδωú], τä δà λοιπäν âν �λλωú, êσται καÈ µι�̋ τÀν ΕΓ, ΕΒ εÎθειÀν
µèρο̋ µèν τι âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú, τä δà âν �λλωú. εÊ δà τοÜ ΕΓΒ τριγ¸νου τä
ΖΓΒΗ µèρο̋ ªù âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú, τä δà λοιπäν âν �λλωú, êσται καÈ �µφοτèρων
τÀν ΕΓ, ΕΒ εÎθειÀν µèρο̋ µèν τι âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú, τä δà âν �λλωú: íπερ
�τοπον âδεÐχθη. τä �ρα ΕΓΒ τρÐγωνον âν áνÐ âστιν âπιπèδωú. âν Áú δè âστι τä ΕΓΒ
τρÐγωνον, âν τοÔτωú καÈ áκατèρα τÀν ΕΓ, ΕΒ, âν Áú δà áκατèρα τÀν ΕΓ, ΕΒ, âν τοÔτωú
καÈ αÉ ΑΒ, Γ∆. αÉ ΑΒ, Γ∆ �ρα εÎθεØαι âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú, καÈ π�ν τρÐγωνον âν áνÐ
âστιν âπιπèδωú: íπερ êδει δεØcαι.

XI.3

ÇΕ�ν δÔο âπÐπεδα τèµνηù �λληλα, � κοιν� αÎτÀν τοµ� εÎθεØ� âστιν.
∆Ôο γ�ρ âπÐπεδα τ� ΑΒ, ΒΓ τεµνèτω �λληλα, κοιν� δà αÎτÀν τοµ� êστω � ∆Β

γραµµ : λèγω, íτι � ∆Β γραµµ� εÎθεØ� âστιν.
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ΕÊ γ�ρ µ , âπεζεÔχθω �πä τοÜ ∆ âπÈ τä Β âν µàν τÀú ΑΒ âπιπèδωú εÎθεØα � ∆ΕΒ,
âν δà τÀú ΒΓ âπιπèδωú εÎθεØα � ∆ΖΒ. êσται δ� δÔο εÎθειÀν τÀν ∆ΕΒ, ∆ΖΒ τ� αÎτ�
πèρατα, καÈ περιècουσι δηλαδ� χωρÐον: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα αÉ ∆ΕΒ, ∆ΖΒ εÎθεØαÐ
εÊσιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà �λλη τι̋ �πä τοÜ ∆ âπÈ τä Β âπιζευγνυµèνη εÎθεØα
êσται πλ�ν τ¨̋ ∆Β κοιν¨̋ τοµ¨̋ τÀν ΑΒ, ΒΓ âπιπèδων. ÇΕ�ν �ρα δÔο âπÐπεδα τèµνηù
�λληλα, � κοιν� αÎτÀν τοµ� εÎθεØ� âστιν: íπερ êδει δεØcαι.

XI.4

ÇΕ�ν εÎθεØα δÔο εÎθεÐαι̋ τεµνοÔσαι̋ �λλ λα̋ πρä̋ æρθ�̋ âπÈ τ¨̋ κοιν¨̋ τοµ¨̋ âπισταθ¨ù,
καÈ τÀú δÐ αÎτÀν âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται.

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΕΖ δÔο εÎθεÐαι̋ ταØ̋ ΑΒ, Γ∆ τεµνοÔσαι̋ �λλ λα̋ κατ� τä Ε
σηµεØον �πä τοÜ Ε πρä̋ æρθ�̋ âφεστ�τω: λèγω, íτι � ΕΖ καÈ τÀú δι� τÀν ΑΒ, Γ∆
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν.
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ÇΑπειλ φθωσαν γ�ρ αÉ ΑΕ, ΕΒ, ΓΕ, Ε∆ Òσαι �λλ λαι̋, καÈ δι χθω τι̋ δι� τοÜ
Ε, ±̋ êτυχεν, � ΗΕΘ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ΓΒ, καÈ êτι �πä τυχìντο̋ τοÜ Ζ
âπεζεÔχθωσαν αÉ ΖΑ, ΖΗ, Ζ∆, ΖΓ, ΖΘ, ΖΒ. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΑΕ, Ε∆ δυσÈ ταØ̋ ΓΕ,
ΕΒ Òσαι εÊσÈ καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, β�σι̋ �ρα � Α∆ β�σει τ¨ù ΓΒ Òση âστÐν,
καÈ τä ΑΕ∆ τρÐγωνον τÀú ΓΕΒ τριγ¸νωú Òσον êσται: ¹στε καÈ γωνÐα � Íπä ∆ΑΕ
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γωνÐαø τ¨ù Íπä ΕΒΓ Òση [âστÐν]. êστι δà καÈ � Íπä ΑΕΗ γωνÐα τ¨ù Íπä ΒΕΘ Òση. δÔο
δ� τρÐγων� âστι τ� ΑΗΕ, ΒΕΘ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα áκατèραν
áκατèραø καÈ µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην τ�ν πρä̋ ταØ̋ Òσαι̋ γωνÐαι̋ τ�ν ΑΕ τ¨ù
ΕΒ: καÈ τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écουσιν. Òση �ρα � µàν
ΗΕ τ¨ù ΕΘ, � δà ΑΗ τ¨ù ΒΘ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΕ τ¨ù ΕΒ, κοιν� δà καÈ πρä̋ æρθ�̋
� ΖΕ, β�σι̋ �ρα � ΖΑ β�σει τ¨ù ΖΒ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΖΓ τ¨ù Ζ∆ âστιν
Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ΓΒ, êστι δà καÈ � ΖΑ τ¨ù ΖΒ Òση, δÔο δ� αÉ ΖΑ, Α∆
δυσÈ ταØ̋ ΖΒ, ΒΓ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø: καÈ β�σι̋ � Ζ∆ β�σει τ¨ù ΖΓ âδεÐχθη
Òση: καÈ γωνÐα �ρα � Íπä ΖΑ∆ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΖΒΓ Òση âστÐν. καÈ âπεÈ π�λιν âδεÐχθη
� ΑΗ τ¨ù ΒΘ Òση, �λλ� µ�ν καÈ � ΖΑ τ¨ù ΖΒ Òση, δÔο δ� αÉ ΖΑ, ΑΗ δυσÈ ταØ̋ ΖΒ, ΒΘ
Òσαι εÊσÐν. καÈ γωνÐα � Íπä ΖΑΗ âδεÐχθη Òση τ¨ù Íπä ΖΒΘ: β�σι̋ �ρα � ΖΗ β�σει τ¨ù
ΖΘ âστιν Òση. καÈ âπεÈ π�λιν Òση âδεÐχθη � ΗΕ τ¨ù ΕΘ, κοιν� δà � ΕΖ, δÔο δ� αÉ ΗΕ,
ΕΖ δυσÈ ταØ̋ ΘΕ, ΕΖ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ � ΖΗ β�σει τ¨ù ΖΘ Òση: γωνÐα �ρα � Íπä
ΗΕΖ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΘΕΖ Òση âστÐν. æρθ� �ρα áκατèρα τÀν Íπä ΗΕΖ, ΘΕΖ γωνιÀν. �
ΖΕ �ρα πρä̋ τ�ν ΗΘ τυχìντω̋ δι� τοÜ Ε �χθεØσαν æρθ  âστιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν,
íτι � ΖΕ καÈ πρä̋ π�σα̋ τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú
âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋. εÎθεØα δà πρä̋ âπÐπεδον æρθ  âστιν, íταν πρä̋ π�σα̋
τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú æρθ�̋ ποι¨ù γωνÐα̋: �
ΖΕ �ρα τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. τä δà ÍποκεÐµενον âπÐπεδìν âστι
τä δι� τÀν ΑΒ, Γ∆ εÎθειÀν. � ΖΕ �ρα πρä̋ æρθ�̋ âστι τÀú δι� τÀν ΑΒ, Γ∆ âπιπèδωú.
ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα δÔο εÎθεÐαι̋ τεµνοÔσαι̋ �λλ λα̋ πρä̋ æρθ�̋ âπÈ τ¨̋ κοιν¨̋ τοµ¨̋
âπισταθ¨ù, καÈ τÀú δÐ αÎτÀν âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται: íπερ êδει δεØcαι.

XI.5

ÇΕ�ν εÎθεØα τρισÈν εÎθεÐαι̋ �πτοµèναι̋ �λλ λων πρä̋ æρθ�̋ âπÈ τ¨̋ κοιν¨̋ τοµ¨̋
âπισταθ¨ù, αÉ τρεØ̋ εÎθεØαι âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú.

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τρισÈν εÎθεÐαι̋ ταØ̋ ΒΓ, Β∆, ΒΕ πρä̋ æρθ�̋ âπÈ τ¨̋ κατ� τä
Β �φ¨̋ âφεστ�τω: λèγω, íτι αÉ ΒΓ, Β∆, ΒΕ âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú.
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Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, êστωσαν αÉ µàν Β∆, ΒΕ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú, � δà
ΒΓ âν µετεωροτèρωú, καÈ âκβεβλ σθω τä δι� τÀν ΑΒ, ΒΓ âπÐπεδον: κοιν�ν δ� τοµ�ν
ποι σει âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú εÎθεØαν. ποιεÐτω τ�ν ΒΖ. âν áνÈ �ρα εÊσÈν âπιπèδωú
τÀú διηγµèνωú δι� τÀν ΑΒ, ΒΓ αÉ τρεØ̋ εÎθεØαι αÉ ΑΒ, ΒΓ, ΒΖ. καÈ âπεÈ � ΑΒ æρθ 
âστι πρä̋ áκατèραν τÀν Β∆, ΒΕ, καÈ τÀú δι� τÀν Β∆, ΒΕ �ρα âπιπèδωú æρθ  âστιν
� ΑΒ. τä δà δι� τÀν Β∆, ΒΕ âπÐπεδον τä ÍποκεÐµενìν âστιν: � ΑΒ �ρα æρθ  âστι
πρä̋ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον. ¹στε καÈ πρä̋ π�σα̋ τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋
καÈ οÖσα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋ � ΑΒ. �πτεται δà αÎτ¨̋
� ΒΖ οÞσα âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú: � �ρα Íπä ΑΒΖ γωνÐα æρθ  âστιν. Íπìκειται
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δà καÈ � Íπä ΑΒΓ æρθ : Òση �ρα � Íπä ΑΒΖ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΒΓ. καÐ εÊσιν âν áνÈ
âπιπèδωú: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα � ΒΓ εÎθεØα âν µετεωροτèρωú âστÈν âπιπèδωú:
αÉ τρεØ̋ �ρα εÎθεØαι αÉ ΒΓ, Β∆, ΒΕ âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú. ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα τρισÈν
εÎθεÐαι̋ �πτοµèναι̋ �λλ λων âπÈ τ¨̋ �φ¨̋ πρä̋ æρθ�̋ âπισταθ¨ù, αÉ τρεØ̋ εÎθεØαι âν
áνÐ εÊσιν âπιπèδωú: íπερ êδει δεØcαι.

XI.6

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ Âσιν, παρ�λληλοι êσονται αÉ εÎθεØαι.
∆Ôο γ�ρ εÎθεØαι αÉ ΑΒ, Γ∆ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êστωσαν: λèγω,

íτι παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù Γ∆.
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Συµβαλλèτωσαν γ�ρ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú κατ� τ� Β, ∆ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθω
� Β∆ εÎθεØα, καÈ ¢χθω τ¨ù Β∆ πρä̋ æρθ�̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú � ∆Ε, καÈ κεÐσθω
τ¨ù ΑΒ Òση � ∆Ε, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΒΕ, ΑΕ, Α∆. ΚαÈ âπεÈ � ΑΒ æρθ  âστι πρä̋ τä
ÍποκεÐµενον âπÐπεδον, καÈ πρä̋ π�σα̋ [�ρα] τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋
âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋. �πτεται δà τ¨̋ ΑΒ áκατèρα τÀν
Β∆, ΒΕ οÞσα âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú: æρθ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν Íπä ΑΒ∆,
ΑΒΕ γωνιÀν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκατèρα τÀν Íπä Γ∆Β, Γ∆Ε æρθ  âστιν. καÈ âπεÈ
Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù ∆Ε, κοιν� δà � Β∆, δÔο δ� αÉ ΑΒ, Β∆ δυσÈ ταØ̋ Ε∆, ∆Β Òσαι
εÊσÐν: καÈ γωνÐα̋ æρθ�̋ περιèχουσιν: β�σι̋ �ρα � Α∆ β�σει τ¨ù ΒΕ âστιν Òση. καÈ
âπεÈ Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù ∆Ε, �λλ� καÈ � Α∆ τ¨ù ΒΕ, δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΕ δυσÈ ταØ̋
Ε∆, ∆Α Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ αÎτÀν κοιν� � ΑΕ: γωνÐα �ρα � Íπä ΑΒΕ γωνÐαø τ¨ù
Íπä Ε∆Α âστιν Òση. æρθ� δà � Íπä ΑΒΕ: æρθ� �ρα καÈ � Íπä Ε∆Α: � Ε∆ �ρα πρä̋
τ�ν ∆Α æρθ  âστιν. êστι δà καÈ πρä̋ áκατèραν τÀν Β∆, ∆Γ æρθ . � Ε∆ �ρα τρισÈν
εÎθεÐαι̋ ταØ̋ Β∆, ∆Α, ∆Γ πρä̋ æρθ�̋ âπÈ τ¨̋ �φ¨̋ âφèστηκεν: αÉ τρεØ̋ �ρα εÎθεØαι
αÉ Β∆, ∆Α, ∆Γ âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú. âν Áú δà αÉ ∆Β, ∆Α, âν τοÔτωú καÈ � ΑΒ: π�ν
γ�ρ τρÐγωνον âν áνÐ âστιν âπιπèδωú: αÉ �ρα ΑΒ, Β∆, ∆Γ εÎθεØαι âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú.
καÐ âστιν æρθ� áκατèρα τÀν Íπä ΑΒ∆, Β∆Γ γωνιÀν: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù
Γ∆. ÇΕ�ν �ρα δÔο εÎθεØαι τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ Âσιν, παρ�λληλοι êσονται αÉ
εÎθεØαι: íπερ êδει δεØcαι.
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XI.7

ÇΕ�ν Âσι δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι, ληφθ¨ù δà âφ' áκατèρα̋ αÎτÀν τυχìντα σηµεØα, �
âπÈ τ� σηµεØα âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú âστÈ ταØ̋ παραλλ λοι̋.

b b

b b

b

b

b

b

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

Η

Θ

^Εστωσαν δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι αÉ ΑΒ, Γ∆, καÈ εÊλ φθω âφ' áκατèρα̋ αÎτÀν
τυχìντα σηµεØα τ� Ε, Ζ: λèγω, íτι � âπÈ τ� Ε, Ζ σηµεØα âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âν τÀú
αÎτÀú âπιπèδωú âστÈ ταØ̋ παραλλ λοι̋. Μ� γ�ρ, �λλ' εÊ δυνατìν, êστω âν µετεωροτèρωú
±̋ � ΕΗΖ, καÈ δι χθω δι� τ¨̋ ΕΗΖ âπÐπεδον: τοµ�ν δ� ποι σει âν τÀú Íποκειµèνωú
âπιπèδωú εÎθεØαν. ποιεÐτω ±̋ τ�ν ΕΖ: δÔο �ρα εÎθεØαι αÉ ΕΗΖ, ΕΖ χωρÐον περιècουσιν:
íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα � �πä τοÜ Ε âπÈ τä Ζ âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âν
µετεωροτèρωú âστÈν âπιπèδωú: âν τÀú δι� τÀν ΑΒ, Γ∆ �ρα παραλλ λων âστÈν âπιπèδωú
� �πä τοÜ Ε âπÈ τä Ζ âπιζευγνυµèνη εÎθεØα. ÇΕ�ν �ρα Âσι δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι,
ληφθ¨ù δà âφ' áκατèρα̋ αÎτÀν τυχìντα σηµεØα, � âπÈ τ� σηµεØα âπιζευγνυµèνη εÎθεØα
âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú âστÈ ταØ̋ παραλλ λοι̋: íπερ êδει δεØcαι.

XI.8

ÇΕ�ν Âσι δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι, � δà áτèρα αÎτÀν âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ �
λοιπ� τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται.
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^Εστωσαν δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι αÉ ΑΒ, Γ∆, � δà áτèρα αÎτÀν � ΑΒ τÀú Íποκειµèνωú
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êστω: λèγω, íτι καÈ � λοιπ� � Γ∆ τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋
êσται. Συµβαλλèτωσαν γ�ρ αÉ ΑΒ, Γ∆ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú κατ� τ� Β, ∆ σηµεØα,
καÈ âπεζεÔχθω � Β∆: αÉ ΑΒ, Γ∆, Β∆ �ρα âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú. ¢χθω τ¨ù Β∆ πρä̋
æρθ�̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú � ∆Ε, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΑΒ Òση � ∆Ε, καÈ âπεζεÔχθωσαν
αÉ ΒΕ, ΑΕ, Α∆. καÈ âπεÈ � ΑΒ æρθ  âστι πρä̋ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον, καÈ πρä̋
π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋
æρθ�̋ âστιν � ΑΒ: æρθ� �ρα [âστÈν] áκατèρα τÀν Íπä ΑΒ∆, ΑΒΕ γωνιÀν. καÈ âπεÈ εÊ̋
παραλλ λου̋ τ�̋ ΑΒ, Γ∆ εÎθεØα âµπèπτωκεν � Β∆, αÉ �ρα Íπä ΑΒ∆, Γ∆Β γωνÐαι
δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν. æρθ� δà � Íπä ΑΒ∆: æρθ� �ρα καÈ � Íπä Γ∆Β: � Γ∆ �ρα
πρä̋ τ�ν Β∆ æρθ  âστιν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù ∆Ε, κοιν� δà � Β∆, δÔο δ� αÉ
ΑΒ, Β∆ δυσÈ ταØ̋ Ε∆, ∆Β Òσαι εÊσÐν: καÈ γωνÐα � Íπä ΑΒ∆ γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Β
Òση: æρθ� γ�ρ áκατèρα: β�σι̋ �ρα � Α∆ β�σει τ¨ù ΒΕ Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν
ΑΒ τ¨ù ∆Ε, � δà ΒΕ τ¨ù Α∆, δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΕ δυσÈ ταØ̋ Ε∆, ∆Α Òσαι εÊσÈν áκατèρα
áκατèραø. καÈ β�σι̋ αÎτÀν κοιν� � ΑΕ: γωνÐα �ρα � Íπä ΑΒΕ γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Α
âστιν Òση. æρθ� δà � Íπä ΑΒΕ: æρθ� �ρα καÈ � Íπä Ε∆Α: � Ε∆ �ρα πρä̋ τ�ν Α∆ æρθ 
âστιν. êστι δà καÈ πρä̋ τ�ν ∆Β æρθ : � Ε∆ �ρα καÈ τÀú δι� τÀν Β∆, ∆Α âπιπèδωú
æρθ  âστιν. καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú δι�
τÀν Β∆Α âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋ � Ε∆. âν δà τÀú δι� τÀν Β∆Α âπιπèδωú âστÈν
� ∆Γ, âπειδ περ âν τÀú δι� τÀν Β∆Α âπιπèδωú εÊσÈν αÉ ΑΒ, Β∆, âν Áú δà αÉ ΑΒ, Β∆, âν
τοÔτωú âστÈ καÈ � ∆Γ. � Ε∆ �ρα τ¨ù ∆Γ πρä̋ æρθ�̋ âστιν: ¹στε καÈ � Γ∆ τ¨ù ∆Ε πρä̋
æρθ�̋ âστιν. êστι δà καÈ � Γ∆ τ¨ù Β∆ πρä̋ æρθ�̋. � Γ∆ �ρα δÔο εÎθεÐαι̋ τεµνοÔσαι̋
�λλ λα̋ ταØ̋ ∆Ε, ∆Β �πä τ¨̋ κατ� τä ∆ τοµ¨̋ πρä̋ æρθ�̋ âφèστηκεν: ¹στε � Γ∆
καÈ τÀú δι� τÀν ∆Ε, ∆Β âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. τä δà δι� τÀν ∆Ε, ∆Β âπÐπεδον
τä ÍποκεÐµενìν âστιν: � Γ∆ �ρα τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. ÇΕ�ν �ρα
Âσι δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι, � δà µÐα αÎτÀν âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ � λοιπ�
τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται: íπερ êδει δεØcαι.

XI.9

ΑÉ τ¨ù αÎτ¨ù εÎθεÐαø παρ�λληλοι καÈ µ� οÞσαι αÎτ¨ù âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú καÈ �λλ λαι̋
εÊσÈ παρ�λληλοι.
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^Εστω γ�ρ áκατèρα τÀν ΑΒ, Γ∆ τ¨ù ΕΖ παρ�λληλο̋ µ� οÞσαι αÎτ¨ù âν τÀú αÎτÀú
âπιπèδωú: λèγω, íτι παρ�λληλì̋ âστιν � ΑΒ τ¨ù Γ∆. ΕÊλ φθω γ�ρ âπÈ τ¨̋ ΕΖ τυχäν
σηµεØον τä Η, καÈ �π' αÎτοÜ τ¨ù ΕΖ âν µàν τÀú δι� τÀν ΕΖ, ΑΒ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋
¢χθω � ΗΘ, âν δà τÀú δι� τÀν ΖΕ, Γ∆ τ¨ù ΕΖ π�λιν πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � ΗΚ. καÈ âπεÈ
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� ΕΖ πρä̋ áκατèραν τÀν ΗΘ, ΗΚ æρθ  âστιν, � ΕΖ �ρα καÈ τÀú δι� τÀν ΗΘ, ΗΚ
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. καÐ âστιν � ΕΖ τ¨ù ΑΒ παρ�λληλο̋: καÈ � ΑΒ �ρα τÀú
δι� τÀν ΘΗΚ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Γ∆ τÀú δι� τÀν ΘΗΚ
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν: áκατèρα �ρα τÀν ΑΒ, Γ∆ τÀú δι� τÀν ΘΗΚ âπιπèδωú πρä̋
æρθ�̋ âστιν. â�ν δà δÔο εÎθεØαι τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ Âσιν, παρ�λληλοÐ εÊσιν
αÉ εÎθεØαι: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù Γ∆: íπερ êδει δεØcαι.

XI.10

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων παρ� δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋ �λλ λων Âσι µ� âν
τÀú αÎτÀú âπιπèδωú, Òσα̋ γωνÐα̋ περιècουσιν.
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∆Ôο γ�ρ εÎθεØαι αÉ ΑΒ, ΒΓ �πτìµεναι �λλ λων παρ� δÔο εÎθεÐα̋ τ�̋ ∆Ε, ΕΖ
�πτοµèνα̋ �λλ λων êστωσαν µ� âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú: λèγω, íτι Òση âστÈν � Íπä
ΑΒΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΕΖ. ÇΑπειλ φθωσαν γ�ρ αÉ ΒΑ, ΒΓ, Ε∆, ΕΖ Òσαι �λλ λαι̋, καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ Α∆, ΓΖ, ΒΕ, ΑΓ, ∆Ζ. καÈ âπεÈ � ΒΑ τ¨ù Ε∆ Òση âστÈ καÈ παρ�λληλο̋,
καÈ � Α∆ �ρα τ¨ù ΒΕ Òση âστÈ καÈ παρ�λληλο̋. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΓΖ τ¨ù ΒΕ Òση
âστÈ καÈ παρ�λληλο̋: áκατèρα �ρα τÀν Α∆, ΓΖ τ¨ù ΒΕ Òση âστÈ καÈ παρ�λληλο̋. αÉ
δà τ¨ù αÎτ¨ù εÎθεÐαø παρ�λληλοι καÈ µ� οÞσαι αÎτ¨ù âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú καÈ �λλ λαι̋
εÊσÈ παρ�λληλοι: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � Α∆ τ¨ù ΓΖ καÈ Òση. καÈ âπιζευγνÔουσιν
αÎτ�̋ αÉ ΑΓ, ∆Ζ: καÈ � ΑΓ �ρα τ¨ù ∆Ζ Òση âστÈ καÈ παρ�λληλο̋. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΑΒ,
ΒΓ δυσÈ ταØ̋ ∆Ε, ΕΖ Òσαι εÊσÐν, καÈ β�σι̋ � ΑΓ β�σει τ¨ù ∆Ζ Òση, γωνÐα �ρα � Íπä
ΑΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση. ÇΕ�ν �ρα δÔο εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων παρ�
δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋ �λλ λων Âσι µ� âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú, Òσα̋ γωνÐα̋ περιècουσιν:
íπερ êδει δεØcαι.

XI.11

ÇΑπä τοÜ δοθèντο̋ σηµεÐου µετε¸ρου âπÈ τä δοθàν âπÐπεδον κ�θετον εÎθεØαν γραµµ�ν
�γαγεØν.
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^Εστω τä µàν δοθàν σηµεØον µετèωρον τä Α, τä δà δοθàν âπÐπεδον τä ÍποκεÐµενον:
δεØ δ� �πä τοÜ Α σηµεÐου âπÈ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον κ�θετον εÎθεØαν γραµµ�ν
�γαγεØν. ∆ι χθω γ�ρ τι̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú εÎθεØα, ±̋ êτυχεν, � ΒΓ, καÈ
¢χθω �πä τοÜ Α σηµεÐου âπÈ τ�ν ΒΓ κ�θετο̋ � Α∆. εÊ µàν οÞν � Α∆ κ�θετì̋ âστι
καÈ âπÈ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον, γεγονä̋ �ν εÒη τä âπιταχθèν. εÊ δà οÖ, ¢χθω �πä
τοÜ ∆ σηµεÐου τ¨ù ΒΓ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ � ∆Ε, καÈ ¢χθω �πä
τοÜ Α âπÈ τ�ν ∆Ε κ�θετο̋ � ΑΖ, καÈ δι� τοÜ Ζ σηµεÐου τ¨ù ΒΓ παρ�λληλο̋ ¢χθω �
ΗΘ. ΚαÈ âπεÈ � ΒΓ áκατèραø τÀν ∆Α, ∆Ε πρä̋ æρθ�̋ âστιν, � ΒΓ �ρα καÈ τÀú δι� τÀν
Ε∆Α âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. καÐ âστιν αÎτ¨ù παρ�λληλο̋ � ΗΘ: â�ν δà Âσι δÔο
εÎθεØαι παρ�λληλοι, � δà µÐα αÎτÀν âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ � λοιπ� τÀú αÎτÀú
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται: καÈ � ΗΘ �ρα τÀú δι� τÀν Ε∆, ∆Α âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋
âστιν. καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú δι� τÀν
Ε∆, ∆Α âπιπèδωú æρθ  âστιν � ΗΘ. �πτεται δà αÎτ¨̋ � ΑΖ οÞσα âν τÀú δι� τÀν Ε∆,
∆Α âπιπèδωú: � ΗΘ �ρα æρθ  âστι πρä̋ τ�ν ΖΑ: ¹στε καÈ � ΖΑ æρθ  âστι πρä̋ τ�ν
ΘΗ. êστι δà � ΑΖ καÈ πρä̋ τ�ν ∆Ε æρθ : � ΑΖ �ρα πρä̋ áκατèραν τÀν ΗΘ, ∆Ε æρθ 
âστιν. â�ν δà εÎθεØα δυσÈν εÎθεÐαι̋ τεµνοÔσαι̋ �λλ λα̋ âπÈ τ¨̋ τοµ¨̋ πρä̋ æρθ�̋
âπισταθ¨ù, καÈ τÀú δÐ αÎτÀν âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται: � ΖΑ �ρα τÀú δι� τÀν Ε∆, ΗΘ
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. τä δà δι� τÀν Ε∆, ΗΘ âπÐπεδìν âστι τä ÍποκεÐµενον: �
ΑΖ �ρα τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. ÇΑπä τοÜ �ρα δοθèντο̋ σηµεÐου
µετε¸ρου τοÜ Α âπÈ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον κ�θετο̋ εÎθεØα γραµµ� ªκται � ΑΖ:
íπερ êδει ποι¨σαι.

XI.12

ΤÀú δοθèντι âπιπèδωú �πä τοÜ πρä̋ αÎτÀú δοθèντο̋ σηµεÐου πρä̋ æρθ�̋ εÎθεØαν γραµµ�ν
�ναστ¨σαι.
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^Εστω τä µàν δοθàν âπÐπεδον τä ÍποκεÐµενον, τä δà πρä̋ αÎτÀú σηµεØον τä Α: δεØ δ�
�πä τοÜ Α σηµεÐου τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ εÎθεØαν γραµµ�ν �ναστ¨σαι.
Νενο σθω τι σηµεØον µετèωρον τä Β, καÈ �πä τοÜ Β âπÈ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον
κ�θετο̋ ¢χθω � ΒΓ, καÈ δι� τοÜ Α σηµεÐου τ¨ù ΒΓ παρ�λληλο̋ ¢χθω � Α∆. ÇΕπεÈ οÞν
δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοÐ εÊσιν αÉ Α∆, ΓΒ, � δà µÐα αÎτÀν � ΒΓ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú
πρä̋ æρθ�̋ âστιν, καÈ � λοιπ� �ρα � Α∆ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν.
ΤÀú �ρα δοθèντι âπιπèδωú �πä τοÜ πρä̋ αÎτÀú σηµεÐου τοÜ Α πρä̋ æρθ�̋ �νèσταται �
Α∆: íπερ êδει ποι¨σαι.

XI.13

ÇΑπä τοÜ αÎτοÜ σηµεÐου τÀú αÎτÀú âπιπèδωú δÔο εÎθεØαι πρä̋ æρθ�̋ οÎκ �ναστ σονται
âπÈ τ� αÎτ� µèρη.
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ΕÊ γ�ρ δυνατìν, �πä τοÜ αÎτοÜ σηµεÐου τοÜ Α τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú δÔο εÎθεØαι
αÉ ΑΒ, ΑΓ πρä̋ æρθ�̋ �νεστ�τωσαν âπÈ τ� αÎτ� µèρη, καÈ δι χθω τä δι� τÀν ΒΑ,
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ΑΓ âπÐπεδον: τοµ�ν δ� ποι σει δι� τοÜ Α âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú εÎθεØαν. ποιεÐτω
τ�ν ∆ΑΕ: αÉ �ρα ΑΒ, ΑΓ, ∆ΑΕ εÎθεØαι âν áνÐ εÊσιν âπιπèδωú. καÈ âπεÈ � ΓΑ τÀú
Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν, καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋
εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋. �πτεται δà αÎτ¨̋
� ∆ΑΕ οÞσα âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú: � �ρα Íπä ΓΑΕ γωνÐα æρθ  âστιν. δι� τ�
αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΒΑΕ æρθ  âστιν: Òση �ρα � Íπä ΓΑΕ τ¨ù Íπä ΒΑΕ. καÐ εÊσιν âν
áνÈ âπιπèδωú: íπερ âστÈν �δÔνατον. ΟÎκ �ρα �πä τοÜ αÎτοÜ σηµεÐου τÀú αÎτÀú âπιπèδωú
δÔο εÎθεØαι πρä̋ æρθ�̋ �νασταθ σονται âπÈ τ� αÎτ� µèρη: íπερ êδει δεØcαι.

XI.14

Πρä̋ � âπÐπεδα � αÎτ� εÎθεØα æρθ  âστιν, παρ�λληλα êσται τ� âπÐπεδα.
ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ πρä̋ áκ�τερον τÀν Γ∆, ΕΖ âπιπèδων πρä̋ æρθ�̋ êστω: λèγω,

íτι παρ�λληλ� âστι τ� âπÐπεδα.
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ΕÊ γ�ρ µ , âκβαλλìµενα συµπεσοÜνται. συµπιπτèτωσαν: ποι σουσι δ� κοιν�ν
τοµ�ν εÎθεØαν. ποιεÐτωσαν τ�ν ΗΘ, καÈ εÊλ φθω âπÈ τ¨̋ ΗΘ τυχäν σηµεØον τä Κ,
καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΚ, ΒΚ. καÈ âπεÈ � ΑΒ æρθ  âστι πρä̋ τä ΕΖ âπÐπεδον, καÈ
πρä̋ τ�ν ΒΚ �ρα εÎθεØαν οÞσαν âν τÀú ΕΖ âκβληθèντι âπιπèδωú æρθ  âστιν � ΑΒ: �
�ρα Íπä ΑΒΚ γωνÐα æρθ  âστιν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΒΑΚ æρθ  âστιν. τριγ¸νου
δ� τοÜ ΑΒΚ αÉ δÔο γωνÐαι αÉ Íπä ΑΒΚ, ΒΑΚ δυσÈν æρθαØ̋ εÊσιν Òσαι: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα τ� Γ∆, ΕΖ âπÐπεδα âκβαλλìµενα συµπεσοÜνται: παρ�λληλα �ρα
âστÈ τ� Γ∆, ΕΖ âπÐπεδα. Πρä̋ � âπÐπεδα �ρα � αÎτ� εÎθεØα æρθ  âστιν, παρ�λληλ�
âστι τ� âπÐπεδα: íπερ êδει δεØcαι.

XI.15

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων παρ� δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋ �λλ λων Âσι µ� âν
τÀú αÎτÀú âπιπèδωú οÞσαι, παρ�λληλ� âστι τ� δÐ αÎτÀν âπÐπεδα.

∆Ôο γ�ρ εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων αÉ ΑΒ, ΒΓ παρ� δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋
�λλ λων τ�̋ ∆Ε, ΕΖ êστωσαν µ� âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú οÞσαι: λèγω, íτι âκβαλλìµενα
τ� δι� τÀν ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ âπÐπεδα οÎ συµπεσεØται �λλ λοι̋.
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^Ηχθω γ�ρ �πä τοÜ Β σηµεÐου âπÈ τä δι� τÀν ∆Ε, ΕΖ âπÐπεδον κ�θετο̋ � ΒΗ καÈ
συµβαλλèτω τÀú âπιπèδωú κατ� τä Η σηµεØον, καÈ δι� τοÜ Η τ¨ù µàν Ε∆ παρ�λληλο̋
¢χθω � ΗΘ, τ¨ù δà ΕΖ � ΗΚ. καÈ âπεÈ � ΒΗ æρθ  âστι πρä̋ τä δι� τÀν ∆Ε, ΕΖ
âπÐπεδον, καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú δι� τÀν
∆Ε, ΕΖ âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋. �πτεται δà αÎτ¨̋ áκατèρα τÀν ΗΘ, ΗΚ οÞσα
âν τÀú δι� τÀν ∆Ε, ΕΖ âπιπèδωú: æρθ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν Íπä ΒΗΘ, ΒΗΚ γωνιÀν.
καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΒΑ τ¨ù ΗΘ, αÉ �ρα Íπä ΗΒΑ, ΒΗΘ γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋
Òσαι εÊσÐν. æρθ� δà � Íπä ΒΗΘ: æρθ� �ρα καÈ � Íπä ΗΒΑ: � ΗΒ �ρα τ¨ù ΒΑ πρä̋ æρθ�̋
âστιν. δι� τ� αÎτ� δ� � ΗΒ καÈ τ¨ù ΒΓ âστι πρä̋ æρθ�̋. âπεÈ οÞν εÎθεØα � ΗΒ δυσÈν
εÎθεÐαι̋ ταØ̋ ΒΑ, ΒΓ τεµνοÔσαι̋ �λλ λα̋ πρä̋ æρθ�̋ âφèστηκεν, � ΗΒ �ρα καÈ τÀú
δι� τÀν ΒΑ, ΒΓ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. [δι� τ� αÎτ� δ� � ΒΗ καÈ τÀú δι� τÀν ΗΘ,
ΗΚ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. τä δà δι� τÀν ΗΘ, ΗΚ âπÐπεδìν âστι τä δι� τÀν ∆Ε,
ΕΖ: � ΒΗ �ρα τÀú δι� τÀν ∆Ε, ΕΖ âπιπèδωú âστÈ πρä̋ æρθ�̋. âδεÐχθη δà � ΗΒ καÈ τÀú
δι� τÀν ΑΒ, ΒΓ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋]. πρä̋ � δà âπÐπεδα � αÎτ� εÎθεØα æρθ  âστιν,
παρ�λληλ� âστι τ� âπÐπεδα: παρ�λληλον �ρα âστÈ τä δι� τÀν ΑΒ, ΒΓ âπÐπεδον τÀú δι�
τÀν ∆Ε, ΕΖ. ÇΕ�ν �ρα δÔο εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων παρ� δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋
�λλ λων Âσι µ� âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú, παρ�λληλ� âστι τ� δÐ αÎτÀν âπÐπεδα: íπερ êδει
δεØcαι.

XI.16

ÇΕ�ν δÔο âπÐπεδα παρ�λληλα Íπä âπιπèδου τινä̋ τèµνηται, αÉ κοιναÈ αÎτÀν τοµαÈ
παρ�λληλοÐ εÊσιν.

∆Ôο γ�ρ âπÐπεδα παρ�λληλα τ� ΑΒ, Γ∆ Íπä âπιπèδου τοÜ ΕΖΗΘ τεµνèσθω, κοιναÈ
δà αÎτÀν τοµαÈ êστωσαν αÉ ΕΖ, ΗΘ: λèγω, íτι παρ�λληλì̋ âστιν � ΕΖ τ¨ù ΗΘ.
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ΕÊ γ�ρ µ , âκβαλλìµεναι αÉ ΕΖ, ΗΘ ¢τοι âπÈ τ� Ζ, Θ µèρη £ âπÈ τ� Ε, Η
συµπεσοÜνται. âκβεβλ σθωσαν ±̋ âπÈ τ� Ζ, Θ µèρη καÈ συµπιπτèτωσαν πρìτερον
κατ� τä Κ. καÈ âπεÈ � ΕΖΚ âν τÀú ΑΒ âστιν âπιπèδωú, καÈ π�ντα �ρα τ� âπÈ τ¨̋ ΕΖΚ
σηµεØα âν τÀú ΑΒ âστιν âπιπèδωú. ëν δà τÀν âπÈ τ¨̋ ΕΖΚ εÎθεÐα̋ σηµεÐων âστÈ τä
Κ: τä Κ �ρα âν τÀú ΑΒ âστιν âπιπèδωú. δι� τ� αÎτ� δ� τä Κ καÈ âν τÀú Γ∆ âστιν
âπιπèδωú: τ� ΑΒ, Γ∆ �ρα âπÐπεδα âκβαλλìµενα συµπεσοÜνται. οÎ συµπÐπτουσι δà δι�
τä παρ�λληλα ÍποκεØσθαι: οÎκ �ρα αÉ ΕΖ, ΗΘ εÎθεØαι âκβαλλìµεναι âπÈ τ� Ζ, Θ µèρη
συµπεσοÜνται. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι αÉ ΕΖ, ΗΘ εÎθεØαι οÎδà âπÈ τ� Ε, Η µèρη
âκβαλλìµεναι συµπεσοÜνται. αÉ δà âπÈ µηδèτερα τ� µèρη συµπÐπτουσαι παρ�λληλοÐ
εÊσιν. παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΕΖ τ¨ù ΗΘ. ÇΕ�ν �ρα δÔο âπÐπεδα παρ�λληλα Íπä
âπιπèδου τινä̋ τèµνηται, αÉ κοιναÈ αÎτÀν τοµαÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν: íπερ êδει δεØcαι.

XI.17

ÇΕ�ν δÔο εÎθεØαι Íπä παραλλ λων âπιπèδων τèµνωνται εÊ̋ τοÌ̋ αÎτοÌ̋ λìγου̋ τµηθ σονται.

∆Ôο γ�ρ εÎθεØαι αÉ ΑΒ, Γ∆ Íπä παραλλ λων âπιπèδων τÀν ΗΘ, ΚΛ, ΜΝ τεµνèσθωσαν
κατ� τ� Α, Ε, Β, Γ, Ζ, ∆ σηµεØα: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΑΕ εÎθεØα πρä̋ τ�ν ΕΒ, οÕτω̋
� ΓΖ πρä̋ τ�ν Ζ∆.
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ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΑΓ, Β∆, Α∆, καÈ συµβαλλèτω � Α∆ τÀú ΚΛ âπιπèδωú κατ�
τä C σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕC, CΖ. καÈ âπεÈ δÔο âπÐπεδα παρ�λληλα τ� ΚΛ,
ΜΝ Íπä âπιπèδου τοÜ ΕΒ∆C τèµνεται, αÉ κοιναÈ αÎτÀν τοµαÈ αÉ ΕC, Β∆ παρ�λληλοÐ
εÊσιν. δι� τ� αÎτ� δ� âπεÈ δÔο âπÐπεδα παρ�λληλα τ� ΗΘ, ΚΛ Íπä âπιπèδου τοÜ ΑCΖΓ
τèµνεται, αÉ κοιναÈ αÎτÀν τοµαÈ αÉ ΑΓ, CΖ παρ�λληλοÐ εÊσιν. καÈ âπεÈ τριγ¸νου τοÜ
ΑΒ∆ παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν Β∆ εÎθεØα ªκται � ΕC, �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ �
ΑΕ πρä̋ ΕΒ, οÕτω̋ � ΑC πρä̋ C∆. π�λιν âπεÈ τριγ¸νου τοÜ Α∆Γ παρ� µÐαν τÀν
πλευρÀν τ�ν ΑΓ εÎθεØα ªκται � CΖ, �ν�λογìν âστιν ±̋ � ΑC πρä̋ C∆, οÕτω̋ � ΓΖ
πρä̋ Ζ∆. âδεÐχθη δà καÈ ±̋ � ΑC πρä̋ C∆, οÕτω̋ � ΑΕ πρä̋ ΕΒ: καÈ ±̋ �ρα �
ΑΕ πρä̋ ΕΒ, οÕτω̋ � ΓΖ πρä̋ Ζ∆. ÇΕ�ν �ρα δÔο εÎθεØαι Íπä παραλλ λων âπιπèδων
τèµνωνται, εÊ̋ τοÌ̋ αÎτοÌ̋ λìγου̋ τµηθ σονται: íπερ êδει δεØcαι.

XI.18

ÇΕ�ν εÎθεØα âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ π�ντα τ� δÐ αÎτ¨̋ âπÐπεδα τÀú αÎτÀú âπιπèδωú
πρä̋ æρθ�̋ êσται.

ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êστω: λèγω, íτι καÈ
π�ντα τ� δι� τ¨̋ ΑΒ âπÐπεδα τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ δι� τ¨̋ ΑΒ âπÐπεδον τä ∆Ε, καÈ êστω κοιν� τοµ� τοÜ ∆Ε
âπιπèδου καÈ τοÜ Íποκειµèνου � ΓΕ, καÈ εÊλ φθω âπÈ τ¨̋ ΓΕ τυχäν σηµεØον τä Ζ, καÈ
�πä τοÜ Ζ τ¨ù ΓΕ πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω âν τÀú ∆Ε âπιπèδωú � ΖΗ. καÈ âπεÈ � ΑΒ πρä̋ τä
ÍποκεÐµενον âπÐπεδον æρθ  âστιν, καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋
καÈ οÖσα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú æρθ  âστιν � ΑΒ: ¹στε καÈ πρä̋ τ�ν ΓΕ æρθ 
âστιν: � �ρα Íπä ΑΒΖ γωνÐα æρθ  âστιν. êστι δà καÈ � Íπä ΗΖΒ æρθ : παρ�λληλο̋
�ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΖΗ. � δà ΑΒ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν: καÈ �
ΖΗ �ρα τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. καÈ âπÐπεδον πρä̋ âπÐπεδον æρθìν
âστιν, íταν αÉ τ¨ù κοιν¨ù τοµ¨ù τÀν âπιπèδων πρä̋ æρθ�̋ �γìµεναι εÎθεØαι âν áνÈ τÀν
âπιπèδων τÀú λοιπÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ Âσιν. καÈ τ¨ù κοιν¨ù τοµ¨ù τÀν âπιπèδων τ¨ù
ΓΕ âν áνÈ τÀν âπιπèδων τÀú ∆Ε πρä̋ æρθ�̋ �χθεØσα � ΖΗ âδεÐχθη τÀú Íποκειµèνωú
âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋: τä �ρα ∆Ε âπÐπεδον æρθìν âστι πρä̋ τä ÍποκεÐµενον. åµοÐω̋ δ�
δειχθ σεται καÈ π�ντα τ� δι� τ¨̋ ΑΒ âπÐπεδα æρθ� τυγχ�νοντα πρä̋ τä ÍποκεÐµενον
âπÐπεδον. ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ π�ντα τ� δÐ αÎτ¨̋ âπÐπεδα
τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται: íπερ êδει δεØcαι.

XI.19

ÇΕ�ν δÔο âπÐπεδα τèµνοντα �λληλα âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ � κοιν� αÎτÀν τοµ�
τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται.

∆Ôο γ�ρ âπÐπεδα τ� ΑΒ, ΒΓ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êστω, κοιν� δà
αÎτÀν τοµ� êστω � Β∆: λèγω, íτι � Β∆ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν.
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Μ� γ�ρ, καÈ ¢χθωσαν �πä τοÜ ∆ σηµεÐου âν µàν τÀú ΑΒ âπιπèδωú τ¨ù Α∆ εÎθεÐαø πρä̋
æρθ�̋ � ∆Ε, âν δà τÀú ΒΓ âπιπèδωú τ¨ù Γ∆ πρä̋ æρθ�̋ � ∆Ζ. καÈ âπεÈ τä ΑΒ âπÐπεδον
æρθìν âστι πρä̋ τä ÍποκεÐµενον, καÈ τ¨ù κοιν¨ù αÎτÀν τοµ¨ù τ¨ù Α∆ πρä̋ æρθ�̋ âν τÀú
ΑΒ âπιπèδωú ªκται � ∆Ε, � ∆Ε �ρα æρθ  âστι πρä̋ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον. åµοÐω̋
δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ∆Ζ æρθ  âστι πρä̋ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον. �πä τοÜ αÎτοÜ
�ρα σηµεÐου τοÜ ∆ τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú δÔο εÎθεØαι πρä̋ æρθ�̋ �νεσταµèναι εÊσÈν
âπÈ τ� αÎτ� µèρη: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú �πä τοÜ ∆
σηµεÐου �νασταθ σεται πρä̋ æρθ�̋ πλ�ν τ¨̋ ∆Β κοιν¨̋ τοµ¨̋ τÀν ΑΒ, ΒΓ âπιπèδων.
ÇΕ�ν �ρα δÔο âπÐπεδα τèµνοντα �λληλα âπιπèδωú τινÈ πρä̋ æρθ�̋ ªù, καÈ � κοιν� αÎτÀν
τοµ� τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ êσται: íπερ êδει δεØcαι.

XI.20

ÇΕ�ν στερε� γωνÐα Íπä τριÀν γωνιÀν âπιπèδων περιèχηται, δÔο åποιαιοÜν τ¨̋ λοιπ¨̋
µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι.
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Στερε� γ�ρ γωνÐα � πρä̋ τÀú Α Íπä τριÀν γωνιÀν âπιπèδων τÀν Íπä ΒΑΓ, ΓΑ∆,
∆ΑΒ περιεχèσθω: λèγω, íτι τÀν Íπä ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ γωνιÀν δÔο åποιαιοÜν τ¨̋
λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι. ΕÊ µàν οÞν αÉ Íπä ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ
γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν, φανερìν, íτι δÔο åποιαιοÜν τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσιν. εÊ
δà οÖ, êστω µεÐζων � Íπä ΒΑΓ, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù
σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù Íπä ∆ΑΒ γωνÐαø âν τÀú δι� τÀν ΒΑΓ âπιπèδωú Òση � Íπä ΒΑΕ, καÈ
κεÐσθω τ¨ù Α∆ Òση � ΑΕ, καÈ δι� τοÜ Ε σηµεÐου διαχθεØσα � ΒΕΓ τεµνèτω τ�̋ ΑΒ,
ΑΓ εÎθεÐα̋ κατ� τ� Β, Γ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ∆Β, ∆Γ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν �
∆Α τ¨ù ΑΕ, κοιν� δà � ΑΒ, δÔο δυσÈν Òσαι: καÈ γωνÐα � Íπä ∆ΑΒ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΑΕ
Òση: β�σι̋ �ρα � ∆Β β�σει τ¨ù ΒΕ âστιν Òση. καÈ âπεÈ δÔο αÉ Β∆, ∆Γ τ¨̋ ΒΓ µεÐζονè̋
εÊσιν, Áν � ∆Β τ¨ù ΒΕ âδεÐχθη Òση, λοιπ� �ρα � ∆Γ λοιπ¨̋ τ¨̋ ΕΓ µεÐζων âστÐν. καÈ
âπεÈ Òση âστÈν � ∆Α τ¨ù ΑΕ, κοιν� δà � ΑΓ, καÈ β�σι̋ � ∆Γ β�σεω̋ τ¨̋ ΕΓ µεÐζων
âστÐν, γωνÐα �ρα � Íπä ∆ΑΓ γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ΕΑΓ µεÐζων âστÐν. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä
∆ΑΒ τ¨ù Íπä ΒΑΕ Òση: αÉ �ρα Íπä ∆ΑΒ, ∆ΑΓ τ¨̋ Íπä ΒΑΓ µεÐζονè̋ εÊσιν. åµοÐω̋
δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ λοιπαÈ σÔνδυο λαµβανìµεναι τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσιν. ÇΕ�ν
�ρα στερε� γωνÐα Íπä τριÀν γωνιÀν âπιπèδων περιèχηται, δÔο åποιαιοÜν τ¨̋ λοιπ¨̋
µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι: íπερ êδει δεØcαι.

XI.21

�Απασα στερε� γωνÐα Íπä âλασσìνων [£] τεσσ�ρων æρθÀν γωνιÀν âπιπèδων περιèχεται.
^Εστω στερε� γωνÐα � πρä̋ τÀú Α περιεχοµèνη Íπä âπιπèδων γωνιÀν τÀν Íπä ΒΑΓ,

ΓΑ∆, ∆ΑΒ: λèγω, íτι αÉ Íπä ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ τεσσ�ρων æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσιν.
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ΕÊλ φθω γ�ρ âφ' áκ�στη̋ τÀν ΑΒ, ΑΓ, Α∆ τυχìντα σηµεØα τ� Β, Γ, ∆, καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ ΒΓ, Γ∆, ∆Β. καÈ âπεÈ στερε� γωνÐα � πρä̋ τÀú Β Íπä τριÀν γωνιÀν
âπι πèδων περιèχεται τÀν Íπä ΓΒΑ, ΑΒ∆, ΓΒ∆, δÔο åποιαιοÜν τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋
εÊσιν: αÉ �ρα Íπä ΓΒΑ, ΑΒ∆ τ¨̋ Íπä ΓΒ∆ µεÐζονè̋ εÊσιν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ αÉ µàν
Íπä ΒΓΑ, ΑΓ∆ τ¨̋ Íπä ΒΓ∆ µεÐζονè̋ εÊσιν, αÉ δà Íπä Γ∆Α, Α∆Β τ¨̋ Íπä Γ∆Β
µεÐζονè̋ εÊσιν: αÉ ëc �ρα γωνÐαι αÉ Íπä ΓΒΑ, ΑΒ∆, ΒΓΑ, ΑΓ∆, Γ∆Α, Α∆Β τριÀν
τÀν Íπä ΓΒ∆, ΒΓ∆, Γ∆Β µεÐζονè̋ εÊσιν. �λλ� αÉ τρεØ̋ αÉ Íπä ΓΒ∆, Β∆Γ, ΒΓ∆
δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν: αÉ ëc �ρα αÉ Íπä ΓΒΑ, ΑΒ∆, ΒΓΑ, ΑΓ∆, Γ∆Α, Α∆Β δÔο
æρθÀν µεÐζονè̋ εÊσιν. καÈ âπεÈ áκ�στου τÀν ΑΒΓ, ΑΓ∆, Α∆Β τριγ¸νων αÉ τρεØ̋
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γωνÐαι δυσÈν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν, αÉ �ρα τÀν τριÀν τριγ¸νων âννèα γωνÐαι αÉ Íπä ΓΒΑ,
ΑΓΒ, ΒΑΓ, ΑΓ∆, Γ∆Α, ΓΑ∆, Α∆Β, ∆ΒΑ, ΒΑ∆ ëc æρθαØ̋ Òσαι εÊσÐν, Áν αÉ Íπä
ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΑΓ∆, Γ∆Α, Α∆Β, ∆ΒΑ ëc γωνÐαι δÔο æρθÀν εÊσι µεÐζονε̋: λοιπαÈ �ρα
αÉ Íπä ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ τρεØ̋ [γωνÐαι] περιèχουσαι τ�ν στερε�ν γωνÐαν τεσσ�ρων
æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσιν. �Απασα �ρα στερε� γωνÐα Íπä âλασσìνων [£] τεσσ�ρων æρθÀν
γωνιÀν âπιπèδων περιèχεται: íπερ êδει δεØcαι.

XI.22

ÇΕ�ν Âσι τρεØ̋ γωνÐαι âπÐπεδοι, Áν αÉ δÔο τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµ-
βανìµεναι, περιèχωσι δà αÎτ�̋ Òσαι εÎθεØαι, δυνατìν âστιν âκ τÀν âπιζευγνυουσÀν
τ�̋ Òσα̋ εÎθεÐα̋ τρÐγωνον συστ σασθαι.

^Εστωσαν τρεØ̋ γωνÐαι âπÐπεδοι αÉ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ, Áν αÉ δÔο τ¨̋ λοιπ¨̋
µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµβανìµεναι, αÉ µàν Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ¨̋ Íπä ΗΘΚ, αÉ δà
Íπä ∆ΕΖ, ΗΘΚ τ¨̋ Íπä ΑΒΓ, καÈ êτι αÉ Íπä ΗΘΚ, ΑΒΓ τ¨̋ Íπä ∆ΕΖ, καÈ êστωσαν
Òσαι αÉ ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ εÎθεØαι, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ: λèγω,
íτι δυνατìν âστιν âκ τÀν Òσων ταØ̋ ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρÐγωνον συστ σασθαι, τουτèστιν
íτι τÀν ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ δÔο åποιαιοÜν τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσιν.
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ΕÊ µàν οÞν αÉ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν, φανερìν, íτι
καÈ τÀν ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ Òσων γινοµèνων δυνατìν âστιν âκ τÀν Òσων ταØ̋ ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ
τρÐγωνον συστ σασθαι. εÊ δà οÖ, êστωσαν �νισοι, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΘΚ εÎθεÐαø
καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Θ τ¨ù Íπä ΑΒΓ γωνÐαø Òση � Íπä ΚΘΛ: καÈ κεÐσθω µι�ø
τÀν ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ Òση � ΘΛ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΚΛ, ΗΛ. καÈ âπεÈ
δÔο αÉ ΑΒ, ΒΓ δυσÈ ταØ̋ ΚΘ, ΘΛ Òσαι εÊσÐν, καÈ γωνÐα � πρä̋ τÀú Β γωνÐαø τ¨ù Íπä
ΚΘΛ Òση, β�σι̋ �ρα � ΑΓ β�σει τ¨ù ΚΛ Òση. καÈ âπεÈ αÉ Íπä ΑΒΓ, ΗΘΚ τ¨̋ Íπä ∆ΕΖ
µεÐζονè̋ εÊσιν, Òση δà � Íπä ΑΒΓ τ¨ù Íπä ΚΘΛ, � �ρα Íπä ΗΘΛ τ¨̋ Íπä ∆ΕΖ µεÐζων
âστÐν. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΗΘ, ΘΛ δÔο ταØ̋ ∆Ε, ΕΖ Òσαι εÊσÐν, καÈ γωνÐα � Íπä ΗΘΛ
γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ∆ΕΖ µεÐζων, β�σι̋ �ρα � ΗΛ β�σεω̋ τ¨̋ ∆Ζ µεÐζων âστÐν. �λλ� αÉ
ΗΚ, ΚΛ τ¨̋ ΗΛ µεÐζονè̋ εÊσιν. πολλÀú �ρα αÉ ΗΚ, ΚΛ τ¨̋ ∆Ζ µεÐζονè̋ εÊσιν. Òση δà
� ΚΛ τ¨ù ΑΓ: αÉ ΑΓ, ΗΚ �ρα τ¨̋ λοιπ¨̋ τ¨̋ ∆Ζ µεÐζονè̋ εÊσιν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν,
íτι καÈ αÉ µàν ΑΓ, ∆Ζ τ¨̋ ΗΚ µεÐζονè̋ εÊσιν, καÈ êτι αÉ ∆Ζ, ΗΚ τ¨̋ ΑΓ µεÐζονè̋
εÊσιν. δυνατäν �ρα âστÈν âκ τÀν Òσων ταØ̋ ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρÐγωνον συστ σασθαι: íπερ
êδει δεØcαι.

XI.23

ÇΕκ τριÀν γωνιÀν âπιπèδων, Áν αÉ δÔο τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονè̋ εÊσι π�ντηù µεταλαµ-
βανìµεναι, στερε�ν γωνÐαν συστ σασθαι: δεØ δ� τ�̋ τρεØ̋ τεσσ�ρων æρθÀν âλ�σσονα̋
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εÚναι. ^Εστωσαν αÉ δοθεØσαι τρεØ̋ γωνÐαι âπÐπεδοι αÉ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ, Áν αÉ
δÔο τ¨̋ λοιπ¨̋ µεÐζονε̋ êστωσαν π�ντηù µεταλαµβανìµεναι, êτι δà αÉ τρεØ̋ τεσσ�ρων
æρθÀν âλ�σσονε̋: δεØ δ� âκ τÀν Òσων ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ στερε�ν γωνÐαν
συστ σασθαι.
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ÇΑπειλ φθωσαν Òσαι αÉ ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΓ,
∆Ζ, ΗΚ: δυνατäν �ρα âστÈν âκ τÀν Òσων ταØ̋ ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρÐγωνον συστ σασθαι.
συνεστ�τω τä ΛΜΝ, ¹στε Òσην εÚναι τ�ν µàν ΑΓ τ¨ù ΛΜ, τ�ν δà ∆Ζ τ¨ù ΜΝ, καÈ
êτι τ�ν ΗΚ τ¨ù ΝΛ, καÈ περιγεγρ�φθω περÈ τä ΛΜΝ τρÐγωνον κÔκλο̋ å ΛΜΝ καÈ
εÊλ φθω αÎτοÜ τä κèντρον καÈ êστω τä C, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΛC, ΜC, ΝC: λèγω,
íτι � ΑΒ µεÐζων âστÈ τ¨̋ ΛC. εÊ γ�ρ µ , ¢τοι Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΛC £ âλ�ττων.
êστω πρìτερον Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΛC, �λλ� � µàν ΑΒ τ¨ù ΒΓ âστιν Òση,
� δà CΛ τ¨ù CΜ, δÔο δ� αÉ ΑΒ, ΒΓ δÔο ταØ̋ ΛC, CΜ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø:
καÈ β�σι̋ � ΑΓ β�σει τ¨ù ΛΜ Íπìκειται Òση: γωνÐα �ρα � Íπä ΑΒΓ γωνÐαø τ¨ù Íπä
ΛCΜ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � µàν Íπä ∆ΕΖ τ¨ù Íπä ΜCΝ âστιν Òση, καÈ êτι
� Íπä ΗΘΚ τ¨ù Íπä ΝCΛ: αÉ �ρα τρεØ̋ αÉ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ γωνÐαι τρισÈ ταØ̋
Íπä ΛCΜ, ΜCΝ, ΝCΛ εÊσιν Òσαι. �λλ� αÉ τρεØ̋ αÉ Íπä ΛCΜ, ΜCΝ, ΝCΛ τèτταρσιν
æρθαØ̋ εÊσιν Òσαι: καÈ αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ τèτταρσιν æρθαØ̋ Òσαι
εÊσÐν. Íπìκεινται δà καÈ τεσσ�ρων æρθÀν âλ�σσονε̋: íπερ �τοπον. οÎκ �ρα � ΑΒ τ¨ù
ΛC Òση âστÐν. λèγω δ , íτι οÎδà âλ�ττων âστÈν � ΑΒ τ¨̋ ΛC. εÊ γ�ρ δυνατìν, êστω:
καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν ΑΒ Òση � CΟ, τ¨ù δà ΒΓ Òση � CΠ, καÈ âπεζεÔχθω � ΟΠ. καÈ âπεÈ
Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù ΒΓ, Òση âστÈ καÈ � CΟ τ¨ù CΠ: ¹στε καÈ λοιπ� � ΛΟ τ¨ù ΠΜ âστιν
Òση. παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΛΜ τ¨ù ΟΠ, καÈ Êσογ¸νιον τä ΛΜC τÀú ΟΠC: êστιν �ρα
±̋ � CΛ πρä̋ ΛΜ, οÕτω̋ � CΟ πρä̋ ΟΠ: âναλλ�c ±̋ � ΛC πρä̋ CΟ, οÕτω̋ � ΛΜ
πρä̋ ΟΠ. µεÐζων δà � ΛC τ¨̋ CΟ: µεÐζων �ρα καÈ � ΛΜ τ¨̋ ΟΠ. �λλ� � ΛΜ κεØται
τ¨ù ΑΓ Òση: καÈ � ΑΓ �ρα τ¨̋ ΟΠ µεÐζων âστÐν. âπεÈ οÞν δÔο αÉ ΑΒ, ΒΓ δυσÈ ταØ̋
ΟC, CΠ Òσαι εÊσÐν, καÈ β�σι̋ � ΑΓ β�σεω̋ τ¨̋ ΟΠ µεÐζων âστÐν, γωνÐα �ρα � Íπä
ΑΒΓ γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ΟCΠ µεÐζων âστÐν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � µàν Íπä ∆ΕΖ
τ¨̋ Íπä ΜCΝ µεÐζων âστÐν, � δà Íπä ΗΘΚ τ¨̋ Íπä ΝCΛ. αÉ �ρα τρεØ̋ γωνÐαι αÉ
Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ τριÀν τÀν Íπä ΛCΜ, ΜCΝ, ΝCΛ µεÐζονè̋ εÊσιν. �λλ� αÉ Íπä
ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ τεσσ�ρων æρθÀν âλ�σσονε̋ Íπìκεινται: πολλÀú �ρα αÉ Íπä ΛCΜ,
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ΜCΝ, ΝCΛ τεσσ�ρων æρθÀν âλ�σσονè̋ εÊσιν. �λλ� καÈ Òσαι: íπερ âστÈν �τοπον. οÎκ
�ρα � ΑΒ âλ�σσων âστÈ τ¨̋ ΛC. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà Òση: µεÐζων �ρα � ΑΒ τ¨̋ ΛC.
�νεστ�τω δ� �πä τοÜ C σηµεÐου τÀú τοÜ ΛΜΝ κÔκλου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ � CΡ, καÈ
Áú µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τοÜ �πä τ¨̋ ΛC, âκεÐνωú Òσον êστω τä �πä
τ¨̋ CΡ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ.
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καÈ âπεÈ � ΡC æρθ  âστι πρä̋ τä τοÜ ΛΜΝ κÔκλου âπÐπεδον, καÈ πρä̋ áκ�στην
�ρα τÀν ΛC, ΜC, ΝC æρθ  âστιν � ΡC. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΛC τ¨ù CΜ, κοιν� δà καÈ
πρä̋ æρθ�̋ � CΡ, β�σι̋ �ρα � ΡΛ β�σει τ¨ù ΡΜ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΡΝ
áκατèραø τÀν ΡΛ, ΡΜ âστιν Òση: αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν.
καÈ âπεÈ Áú µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΛC, âκεÐνωú Òσον Íπìκειται τä �πä
τ¨̋ CΡ, τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΛC, CΡ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΛC, CΡ
Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΛΡ: æρθ� γ�ρ � Íπä ΛCΡ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον âστÈ τÀú �πä
τ¨̋ ΡΛ: Òση �ρα � ΑΒ τ¨ù ΡΛ. �λλ� τ¨ù µàν ΑΒ Òση âστÈν áκ�στη τÀν ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ,
ΗΘ, ΘΚ, τ¨ù δà ΡΛ Òση áκατèρα τÀν ΡΜ, ΡΝ: áκ�στη �ρα τÀν ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ,
ΘΚ áκ�στηù τÀν ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ Òση âστÐν. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΛΡ, ΡΜ δυσÈ ταØ̋ ΑΒ, ΒΓ
Òσαι εÊσÐν, καÈ β�σι̋ � ΛΜ β�σει τ¨ù ΑΓ Íπìκειται Òση, γωνÐα �ρα � Íπä ΛΡΜ γωνÐαø
τ¨ù Íπä ΑΒΓ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � µàν Íπä ΜΡΝ τ¨ù Íπä ∆ΕΖ âστιν Òση,
� δà Íπä ΛΡΝ τ¨ù Íπä ΗΘΚ. ÇΕκ τριÀν �ρα γωνιÀν âπιπèδων τÀν Íπä ΛΡΜ, ΜΡΝ,
ΛΡΝ, αÑ εÊσιν Òσαι τρισÈ ταØ̋ δοθεÐσαι̋ ταØ̋ Íπä ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ, στερε� γωνÐα
συνèσταται � πρä̋ τÀú Ρ περιεχοµèνη Íπä τÀν ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ γωνιÀν: íπερ êδει
ποι¨σαι.

Λ¨µµα
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Α Β

Γ

�Ον δà τρìπον, Áú µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΛC, âκεÐνωú Òσον λαβεØν
êστι τä �πä τ¨̋ CΡ, δεÐcοµεν οÕτω̋. âκκεÐσθωσαν αÉ ΑΒ, ΛC εÎθεØαι, καÈ êστω
µεÐζων � ΑΒ, καÈ γεγρ�φθω âπ' αÎτ¨̋ �µικÔκλιον τä ΑΒΓ, καÈ εÊ̋ τä ΑΒΓ �µικÔκλιον
âνηρµìσθω τ¨ù ΛC εÎθεÐαø µ� µεÐζονι οÖσηù τ¨̋ ΑΒ διαµèτρου Òση � ΑΓ, καÈ âπεζεÔχθω
� ΓΒ. âπεÈ οÞν âν �µικυκλÐωú τÀú ΑΓΒ γωνÐα âστÈν � Íπä ΑΓΒ, æρθ� �ρα âστÈν � Íπä
ΑΓΒ. τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΒ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΓ, ΓΒ. ¹στε τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ
�πä τ¨̋ ΑΓ µεØζìν âστι τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ. Òση δà � ΑΓ τ¨ù ΛC. τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ
�πä τ¨̋ ΛC µεØζìν âστι τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ. â�ν οÞν τ¨ù ΒΓ Òσην τ�ν CΡ �πολ�βωµεν,
êσται τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΛC µεØζον τÀú �πä τ¨̋ CΡ: íπερ προèκειτο ποι¨σαι.

XI.24

ÇΕ�ν στερεäν Íπä παραλλ λων âπιπèδων περιèχηται, τ� �πεναντÐον αÎτοÜ âπÐπεδα Òσα
τε καÈ παραλληλìγραµµ� âστιν.

Στερεäν γ�ρ τä Γ∆ΘΗ Íπä παραλλ λων âπιπèδων περιεχèσθω τÀν ΑΓ, ΗΖ, ΑΘ,
∆Ζ, ΒΖ, ΑΕ: λèγω, íτι τ� �πεναντÐον αÎτοÜ âπÐπεδα Òσα τε καÈ παραλληλìγραµµ�
âστιν.
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ÇΕπεÈ γ�ρ δÔο âπÐπεδα παρ�λληλα τ� ΒΗ, ΓΕ Íπä âπιπèδου τοÜ ΑΓ τèµνεται, αÉ
κοιναÈ αÎτÀν τοµαÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν. παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨ù ∆Γ. π�λιν, âπεÈ
δÔο âπÐπεδα παρ�λληλα τ� ΒΖ, ΑΕ Íπä âπιπèδου τοÜ ΑΓ τèµνεται, αÉ κοιναÈ αÎτÀν
τοµαÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν. παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΒΓ τ¨ù Α∆. âδεÐχθη δà καÈ � ΑΒ
τ¨ù ∆Γ παρ�λληλο̋: παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä ΑΓ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ
éκαστον τÀν ∆Ζ, ΖΗ, ΗΒ, ΒΖ, ΑΕ παραλληλìγραµµìν âστιν. ÇΕπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΘ,
∆Ζ. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � µàν ΑΒ τ¨ù ∆Γ, � δà ΒΘ τ¨ù ΓΖ, δÔο δ� αÉ ΑΒ,
ΒΘ �πτìµεναι �λλ λων παρ� δÔο εÎθεÐα̋ τ�̋ ∆Γ, ΓΖ �πτοµèνα̋ �λλ λων εÊσÈν οÎκ
âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú: Òσα̋ �ρα γωνÐα̋ περιècουσιν: Òση �ρα � Íπä ΑΒΘ γωνÐα τ¨ù
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Íπä ∆ΓΖ. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΑΒ, ΒΘ δυσÈ ταØ̋ ∆Γ, ΓΖ Òσαι εÊσÐν, καÈ γωνÐα � Íπä
ΑΒΘ γωνÐαø τ¨ù Íπä ∆ΓΖ âστιν Òση, β�σι̋ �ρα � ΑΘ β�σει τ¨ù ∆Ζ âστιν Òση, καÈ τä
ΑΒΘ τρÐγωνον τÀú ∆ΓΖ τριγ¸νωú Òσον âστÐν. καÐ âστι τοÜ µàν ΑΒΘ διπλ�σιον τä
ΒΗ παραλληλìγραµµον, τοÜ δà ∆ΓΖ διπλ�σιον τä ΓΕ παραλληλìγραµµον: Òσον �ρα
τä ΒΗ παραλληλìγραµµον τÀú ΓΕ παραλληλογρ�µµωú. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ
τä µàν ΑΓ τÀú ΗΖ âστιν Òσον, τä δà ΑΕ τÀú ΒΖ. ÇΕ�ν �ρα στερεäν Íπä παραλλ λων
âπιπèδων περιèχηται, τ� �πεναντÐον αÎτοÜ âπÐπεδα Òσα τε καÈ παραλληλìγραµµ� âστιν:
íπερ êδει δεØcαι.

XI.25

ÇΕ�ν στερεäν παραλληλεπÐπεδον âπιπèδωú τµηθ¨ù παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋,
êσται ±̋ � β�σι̋ πρä̋ τ�ν β�σιν, οÕτω̋ τä στερεäν πρä̋ τä στερεìν.

Στερεäν γ�ρ παραλληλεπÐπεδον τä ΑΒΓ∆ âπιπèδωú τÀú ΖΗ τετµ σθω παραλλ λωú
îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋ τοØ̋ ΡΑ, ∆Θ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΑΕΖΦ β�σι̋ πρä̋
τ�ν ΕΘΓΖ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΒΖΥ στερεäν πρä̋ τä ΕΗΓ∆ στερεìν.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ � ΑΘ âφ' áκ�τερα τ� µèρη, καÈ κεÐσθωσαν τ¨ù µàν ΑΕ Òσαι
åσαιδηποτοÜν αÉ ΑΚ, ΚΛ, τ¨ù δà ΕΘ Òσαι åσαιδηποτοÜν αÉ ΘΜ, ΜΝ, καÈ συµπε-
πληρ¸σθω τ� ΛΟ, ΚΦ, ΘΧ, ΜΣ παραλληλìγραµµα καÈ τ� ΛΠ, ΚΡ, ∆Μ, ΜΤ στερε�.
καÈ âπεÈ Òσαι εÊσÈν αÉ ΛΚ, ΚΑ, ΑΕ εÎθεØαι �λλ λαι̋, Òσα âστÈ καÈ τ� µàν ΛΟ, ΚΦ, ΑΖ
παραλληλìγραµµα �λλ λοι̋, τ� δà ΚC, ΚΒ, ΑΗ �λλ λοι̋ καÈ êτι τ� ΛΨ, ΚΠ, ΑΡ
�λλ λοι̋: �πεναντÐον γ�ρ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τ� µàν ΕΓ, ΘΧ, ΜΣ παραλληλìγραµµα
Òσα εÊσÈν �λλ λοι̋, τ� δà ΘΗ, ΘΙ, ΙΝ Òσα εÊσÈν �λλ λοι̋, καÈ êτι τ� ∆Θ, ΜΩ, ΝΤ:
τρÐα �ρα âπÐπεδα τÀν ΛΠ, ΚΡ, ΑΥ στερεÀν τρισÈν âπιπèδοι̋ âστÈν Òσα. �λλ� τ� τρÐα
τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον âστÈν Òσα: τ� �ρα τρÐα στερε� τ� ΛΠ, ΚΡ, ΑΥ Òσα �λλ λοι̋
âστÐν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τ� τρÐα στερε� τ� Ε∆, ∆Μ, ΜΤ Òσα �λλ λοι̋ âστÐν:
åσαπλασÐων �ρα âστÈν � ΛΖ β�σι̋ τ¨̋ ΑΖ β�σεω̋, τοσαυταπλ�σιìν âστι καÈ τä ΛΥ
στερεäν τοÜ ΑΥ στερεοÜ. δι� τ� αÎτ� δ� åσαπλασÐων âστÈν � ΝΖ β�σι̋ τ¨̋ ΖΘ
β�σεω̋, τοσαυταπλ�σιìν âστι καÈ τä ΝΥ στερεäν τοÜ ΘΥ στερεοÜ. καÈ εÊ Òση âστÈν �
ΛΖ β�σι̋ τ¨ù ΝΖ β�σει, Òσον âστÈ καÈ τä ΛΥ στερεäν τÀú ΝΥ στερεÀú, καÈ εÊ Íπερèχει
� ΛΖ β�σι̋ τ¨̋ ΝΖ β�σεω̋, Íπερèχει καÈ τä ΛΥ στερεäν τοÜ ΝΥ στερεοÜ, καÈ εÊ
âλλεÐπει, âλλεÐπει. τεσσ�ρων δ� îντων µεγεθÀν, δÔο µàν β�σεων τÀν ΑΖ, ΖΘ, δÔο δà
στερεÀν τÀν ΑΥ, ΥΘ, εÒληπται Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια τ¨̋ µàν ΑΖ β�σεω̋ καÈ τοÜ ΑΥ
στερεοÜ ¡ τε ΛΖ β�σι̋ καÈ τä ΛΥ στερεìν, τ¨̋ δà ΘΖ β�σεω̋ καÈ τοÜ ΘΥ στερεοÜ
¡ τε ΝΖ β�σι̋ καÈ τä ΝΥ στερεìν, καÈ δèδεικται, íτι εÊ Íπερèχει � ΛΖ β�σι̋ τ¨̋
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ΖΝ β�σεω̋, Íπερèχει καÈ τä ΛΥ στερεäν τοÜ ΝΥ [στερεοÜ], καÈ εÊ Òση, Òσον, καÈ εÊ
âλλεÐπει, âλλεÐπει. êστιν �ρα ±̋ � ΑΖ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΖΘ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΥ στερεäν
πρä̋ τä ΥΘ στερεìν: íπερ êδει δεØcαι.

XI.26

Πρä̋ τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τ¨ù δοθεÐσηù στερε�ø γωνÐαø Òσην
στερε�ν γωνÐαν συστ σασθαι.

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà πρä̋ αÎτ¨ù δοθàν σηµεØον τä Α, � δà
δοθεØσα στερε� γωνÐα � πρä̋ τÀú ∆ περιεχοµèνη Íπä τÀν Íπä Ε∆Γ, Ε∆Ζ, Ζ∆Γ
γωνιÀν âπιπèδων: δεØ δ� πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù πρä̋
τÀú ∆ στερε�ø γωνÐαø Òσην στερε�ν γωνÐαν συστ σασθαι.
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ΕÊλ φθω γ�ρ âπÈ τ¨̋ ∆Ζ τυχäν σηµεØον τä Ζ, καÈ ¢χθω �πä τοÜ Ζ âπÈ τä δι�
τÀν Ε∆, ∆Γ âπÐπεδον κ�θετο̋ � ΖΗ, καÈ συµβαλλèτω τÀú âπιπèδωú κατ� τä Η, καÈ
âπεζεÔχθω � ∆Η, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α
τ¨ù µàν Íπä Ε∆Γ γωνÐαø Òση � Íπä ΒΑΛ, τ¨ù δà Íπä Ε∆Η Òση � Íπä ΒΑΚ, καÈ κεÐσθω
τ¨ù ∆Η Òση � ΑΚ, καÈ �νεστ�τω �πä τοÜ Κ σηµεÐου τÀú δι� τÀν ΒΑΛ âπιπèδωú πρä̋
æρθ�̋ � ΚΘ, καÈ κεÐσθω Òση τ¨ù ΗΖ � ΚΘ, καÈ âπεζεÔχθω � ΘΑ: λèγω, íτι � πρä̋ τÀú
Α στερε� γωνÐα περιεχοµèνη Íπä τÀν ΒΑΛ, ΒΑΘ, ΘΑΛ γωνιÀν Òση âστÈ τ¨ù πρä̋ τÀú
∆ στερε�ø γωνÐαø τ¨ù περιεχοµèνηù Íπä τÀν Ε∆Γ, Ε∆Ζ, Ζ∆Γ γωνιÀν. ÇΑπειλ φθωσαν
γ�ρ Òσαι αÉ ΑΒ, ∆Ε, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΘΒ, ΚΒ, ΖΕ, ΗΕ. καÈ âπεÈ � ΖΗ æρθ  âστι
πρä̋ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον, καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ
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οÖσα̋ âν τÀú Íποκειµèνωú âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋: æρθ� �ρα âστÈν áκατèρα τÀν
Íπä ΖΗ∆, ΖΗΕ γωνιÀν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκατèρα τÀν Íπä ΘΚΑ, ΘΚΒ γωνιÀν
æρθ  âστιν. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΚΑ, ΑΒ δÔο ταØ̋ Η∆, ∆Ε Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø,
καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, β�σι̋ �ρα � ΚΒ β�σει τ¨ù ΗΕ Òση âστÐν. êστι δà καÈ �
ΚΘ τ¨ù ΗΖ Òση: καÈ γωνÐα̋ æρθ�̋ περιèχουσιν: Òση �ρα καÈ � ΘΒ τ¨ù ΖΕ. π�λιν âπεÈ
δÔο αÉ ΑΚ, ΚΘ δυσÈ ταØ̋ ∆Η, ΗΖ Òσαι εÊσÐν, καÈ γωνÐα̋ æρθ�̋ περιèχουσιν, β�σι̋
�ρα � ΑΘ β�σει τ¨ù Ζ∆ Òση âστÐν. êστι δà καÈ � ΑΒ τ¨ù ∆Ε Òση: δÔο δ� αÉ ΘΑ, ΑΒ
δÔο ταØ̋ ∆Ζ, ∆Ε Òσαι εÊσÐν. καÈ β�σι̋ � ΘΒ β�σει τ¨ù ΖΕ Òση: γωνÐα �ρα � Íπä
ΒΑΘ γωνÐαø τ¨ù Íπä Ε∆Ζ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΘΑΛ τ¨ù Íπä Ζ∆Γ âστιν
Òση [âπειδ περ â�ν �πολ�βωµεν Òσα̋ τ�̋ ΑΛ, ∆Γ καÈ âπιζεÔcωµεν τ�̋ ΚΛ, ΘΛ, ΗΓ,
ΖΓ, âπεÈ íλη � Íπä ΒΑΛ íληù τ¨ù Íπä Ε∆Γ âστιν Òση, Áν � Íπä ΒΑΚ τ¨ù Íπä Ε∆Η
Íπìκειται Òση, λοιπ� �ρα � Íπä ΚΑΛ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä Η∆Γ âστιν Òση. καÈ âπεÈ δÔο αÉ
ΚΑ, ΑΛ δυσÈ ταØ̋ Η∆, ∆Γ Òσαι εÊσÐν, καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, β�σι̋ �ρα � ΚΛ
β�σει τ¨ù ΗΓ âστιν Òση. êστι δà καÈ � ΚΘ τ¨ù ΗΖ Òση: δÔο δ� αÉ ΛΚ, ΚΘ δυσÈ ταØ̋
ΓΗ, ΗΖ εÊσιν Òσαι: καÈ γωνÐα̋ æρθ�̋ περιèχουσιν: β�σι̋ �ρα � ΘΛ β�σει τ¨ù ΖΓ âστιν
Òση. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΘΑ, ΑΛ δυσÈ ταØ̋ Ζ∆, ∆Γ εÊσιν Òσαι, καÈ β�σι̋ � ΘΛ β�σει τ¨ù
ΖΓ âστιν Òση, γωνÐα �ρα � Íπä ΘΑΛ γωνÐαø τ¨ù Íπä Ζ∆Γ âστιν Òση]. êστι δà καÈ � Íπä
ΒΑΛ τ¨ù Íπä Ε∆Γ Òση. Πρä̋ �ρα τ¨ù δοθεÐσηù εÎθεÐαø τ¨ù ΑΒ καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú
τÀú Α τ¨ù δοθεÐσηù στερε�ø γωνÐαø τ¨ù πρä̋ τÀú ∆ Òση συνèσταται: íπερ êδει ποι¨σαι.

XI.27

ÇΑπä τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τÀú δοθèντι στερεÀú παραλληλεπιπèδωú íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋
κεÐµενον στερεäν παραλληλεπÐπεδον �ναγρ�ψαι.

^Εστω � µàν δοθεØσα εÎθεØα � ΑΒ, τä δà δοθàν στερεäν παραλληλεπÐπεδον τä Γ∆:
δεØ δ� �πä τ¨̋ δοθεÐση̋ εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ τÀú δοθèντι στερεÀú παραλληλεπιπèδωú τÀú Γ∆
íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον στερεäν παραλληλεπÐπεδον �ναγρ�ψαι.
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Συνεστ�τω γ�ρ πρä̋ τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Α τ¨ù πρä̋ τÀú Γ
στερε�ø γωνÐαø Òση � περιεχοµèνη Íπä τÀν ΒΑΘ, ΘΑΚ, ΚΑΒ, ¹στε Òσην εÚναι τ�ν µàν
Íπä ΒΑΘ γωνÐαν τ¨ù Íπä ΕΓΖ, τ�ν δà Íπä ΒΑΚ τ¨ù Íπä ΕΓΗ, τ�ν δà Íπä ΚΑΘ τ¨ù
Íπä ΗΓΖ: καÈ γεγονèτω ±̋ µàν � ΕΓ πρä̋ τ�ν ΓΗ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΚ, ±̋ δà
� ΗΓ πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ � ΚΑ πρä̋ τ�ν ΑΘ. καÈ δÐ Òσου �ρα âστÈν ±̋ � ΕΓ πρä̋
τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΘ. καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ΘΒ παραλληλìγραµµον
καÈ τä ΑΛ στερεìν. ΚαÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΕΓ πρä̋ τ�ν ΓΗ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΚ,
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καÈ περÈ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΕΓΗ, ΒΑΚ αÉ πλευραÈ �ν�λογìν εÊσιν, íµοιον �ρα âστÈ
τä ΗΕ παραλληλìγραµµον τÀú ΚΒ παραλληλογρ�µµωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä µàν ΚΘ
παραλληλìγραµµον τÀú ΗΖ παραλληλογρ�µµωú íµοιìν âστι καÈ êτι τä ΖΕ τÀú ΘΒ: τρÐα
�ρα παραλληλìγραµµα τοÜ Γ∆ στερεοÜ τρισÈ παραλληλογρ�µµοι̋ τοÜ ΑΛ στερεοÜ
íµοι� âστιν. �λλ� τ� µàν τρÐα τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον Òσα τè âστι καÈ íµοια, τ� δà
τρÐα τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον Òσα τè âστι καÈ íµοια: íλον �ρα τä Γ∆ στερεäν íλωú τÀú
ΑΛ στερεÀú íµοιìν âστιν. ÇΑπä τ¨̋ δοθεÐση̋ �ρα εÎθεÐα̋ τ¨̋ ΑΒ τÀú δοθèντι στερεÀú
παραλληλεπιπèδωú τÀú Γ∆ íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον �ναγèγραπται τä ΑΛ: íπερ
êδει ποι¨σαι.

XI.28

ÇΕ�ν στερεäν παραλληλεπÐπεδον âπιπèδωú τµηθ¨ù κατ� τ�̋ διαγωνÐου̋ τÀν �πεναντÐον
âπιπèδων, δÐχα τµηθ σεται τä στερεäν Íπä τοÜ âπιπèδου.
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Στερεäν γ�ρ παραλληλεπÐπεδον τä ΑΒ âπιπèδωú τÀú Γ∆ΕΖ τετµ σθω κατ� τ�̋ δι-
αγωνÐου̋ τÀν �πεναντÐον âπιπèδων τ�̋ ΓΖ, ∆Ε: λèγω, íτι δÐχα τµηθ σεται τä ΑΒ
στερεäν Íπä τοÜ Γ∆ΕΖ âπιπèδου. ÇΕπεÈ γ�ρ Òσον âστÈ τä µàν ΓΗΖ τρÐγωνον τÀú ΓΖΒ
τριγ¸νωú, τä δà Α∆Ε τÀú ∆ΕΘ, êστι δà καÈ τä µàν ΓΑ παραλληλìγραµµον τÀú ΕΒ Òσον:
�πεναντÐον γ�ρ: τä δà ΗΕ τÀú ΓΘ, καÈ τä πρÐσµα �ρα τä περιεχìµενον Íπä δÔο µàν
τριγ¸νων τÀν ΓΗΖ, Α∆Ε, τριÀν δà παραλληλογρ�µµων τÀν ΗΕ, ΑΓ, ΓΕ Òσον âστÈ
τÀú πρÐσµατι τÀú περιεχοµèνωú Íπä δÔο µàν τριγ¸νων τÀν ΓΖΒ, ∆ΕΘ, τριÀν δà παρ-
αλληλογρ�µµων τÀν ΓΘ, ΒΕ, ΓΕ: Íπä γ�ρ Òσων âπιπèδων περιèχονται τÀú τε πλ θει
καÈ τÀú µεγèθει. ¹στε íλον τä ΑΒ στερεäν δÐχα τèτµηται Íπä τοÜ Γ∆ΕΖ âπιπèδου:
íπερ êδει δεØcαι.

XI.29

Τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋, Áν αÉ
âφεστÀσαι âπÈ τÀν αÎτÀν εÊσιν εÎθειÀν, Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.
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^Εστω âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ τ¨̋ ΑΒ στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΓΜ, ΓΝ Íπä τä
αÎτä Õψο̋, Áν αÉ âφεστÀσαι αÉ ΑΗ, ΑΖ, ΛΜ, ΛΝ, Γ∆, ΓΕ, ΒΘ, ΒΚ âπÈ τÀν αÎτÀν
εÎθειÀν êστωσαν τÀν ΖΝ, ∆Κ: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΓΜ στερεäν τÀú ΓΝ στερεÀú.
ÇΕπεÈ γ�ρ παραλληλìγραµµìν âστιν áκ�τερον τÀν ΓΘ, ΓΚ, Òση âστÈν � ΓΒ áκατèραø τÀν
∆Θ, ΕΚ: ¹στε καÈ � ∆Θ τ¨ù ΕΚ âστιν Òση. κοιν� �φηùρ σθω � ΕΘ: λοιπ� �ρα � ∆Ε
λοιπ¨ù τ¨ù ΘΚ âστιν Òση. ¹στε καÈ τä µàν ∆ΓΕ τρÐγωνον τÀú ΘΒΚ τριγ¸νωú Òσον âστÐν,
τä δà ∆Η παραλληλìγραµµον τÀú ΘΝ παραλληλογρ�µµωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΑΖΗ
τρÐγωνον τÀú ΜΛΝ τριγ¸νωú Òσον âστÐν. êστι δà καÈ τä µàν ΓΖ παραλληλìγραµµον τÀú
ΒΜ παραλληλογρ�µµωú Òσον, τä δà ΓΗ τÀú ΒΝ: �πεναντÐον γ�ρ: καÈ τä πρÐσµα �ρα
τä περιεχìµενον Íπä δÔο µàν τριγ¸νων τÀν ΑΖΗ, ∆ΓΕ, τριÀν δà παραλληλογρ�µµων
τÀν Α∆, ∆Η, ΓΗ Òσον âστÈ τÀú πρÐσµατι τÀú περιεχοµèνωú Íπä δÔο µàν τριγ¸νων τÀν
ΜΛΝ, ΘΒΚ, τριÀν δà παραλληλογρ�µµων τÀν ΒΜ, ΘΝ, ΒΝ. κοινäν προσκεÐσθω τä
στερεìν, οÝ β�σι̋ µàν τä ΑΒ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà τä ΗΕΘΜ: íλον �ρα
τä ΓΜ στερεäν παραλληλεπÐπεδον íλωú τÀú ΓΝ στερεÀú παραλληλεπιπèδωú Òσον âστÐν.
Τ� �ρα âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋,
Áν αÉ âφεστÀσαι âπÈ τÀν αÎτÀν εÊσιν εÎθειÀν, Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

XI.30

Τ� âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋, Áν αÉ
âφεστÀσαι οÎκ εÊσÈν âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν, Òσα �λλ λοι̋ âστÐν.
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^Εστω âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ τ¨̋ ΑΒ στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΓΜ, ΓΝ Íπä τä
αÎτä Õψο̋, Áν αÉ âφεστÀσαι αÉ ΑΖ, ΑΗ, ΛΜ, ΛΝ, Γ∆, ΓΕ, ΒΘ, ΒΚ µ� êστωσαν
âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΓΜ στερεäν τÀú ΓΝ στερεÀú. ÇΕκ-
βεβλ σθωσαν γ�ρ αÉ ΝΚ, ∆Θ καÈ συµπιπτèτωσαν �λλ λαι̋ κατ� τä Ρ, καÈ êτι
âκβεβλ σθωσαν αÉ ΖΜ, ΗΕ âπÈ τ� Ο, Π, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑC, ΛΟ, ΓΠ, ΒΡ.
Òσον δ  âστι τä ΓΜ στερεìν, οÝ β�σι̋ µàν τä ΑΓΒΛ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον
δà τä Ζ∆ΘΜ, τÀú ΓΟ στερεÀú, οÝ β�σι̋ µàν τä ΑΓΒΛ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον
δà τä CΠΡΟ: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋ ΑΓΒΛ καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋, Áν
αÉ âφεστÀσαι αÉ ΑΖ, ΑC, ΛΜ, ΛΟ, Γ∆, ΓΠ, ΒΘ, ΒΡ âπÈ τÀν αÎτÀν εÊσιν εÎθειÀν
τÀν ΖΟ, ∆Ρ. �λλ� τä ΓΟ στερεìν, οÝ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΓΒΛ παραλληλìγραµµον,
�πεναντÐον δà τä CΠΡΟ, Òσον âστÈ τÀú ΓΝ στερεÀú, οÝ β�σι̋ µàν τä ΑΓΒΛ παρ-
αλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà τä ΗΕΚΝ: âπÐ τε γ�ρ π�λιν τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋
ΑΓΒΛ καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋, Áν αÉ âφεστÀσαι αÉ ΑΗ, ΑC, ΓΕ, ΓΠ, ΛΝ, ΛΟ, ΒΚ,
ΒΡ âπÈ τÀν αÎτÀν εÊσιν εÎθειÀν τÀν ΗΠ, ΝΡ. ¹στε καÈ τä ΓΜ στερεäν Òσον âστÈ τÀú
ΓΝ στερεÀú. Τ� �ρα âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä
Õψο̋, Áν αÉ âφεστÀσαι οÎκ εÊσÈν âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν, Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ
êδει δεØcαι.

XI.31

Τ� âπÈ Òσων β�σεων îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋ Òσα �λλ λοι̋
âστÐν.

^Εστω âπÈ Òσων β�σεων τÀν ΑΒ, Γ∆ στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΑΕ, ΓΖ Íπä τä
αÎτä Õψο̋: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΕ στερεäν τÀú ΓΖ στερεÀú.
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^Εστωσαν δ� πρìτερον αÉ âφεστηκυØαι αÉ ΘΚ, ΒΕ, ΑΗ, ΛΜ, ΟΠ, ∆Ζ, ΓC, ΡΣ
πρä̋ æρθ�̋ ταØ̋ ΑΒ, Γ∆ β�σεσιν, καÈ âκβεβλ σθω âπ' εÎθεÐα̋ τ¨ù ΓΡ εÎθεØα � ΡΤ, καÈ
συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΡΤ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋ αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Ρ τ¨ù Íπä ΑΛΒ γωνÐαø Òση
� Íπä ΤΡΥ, καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν ΑΛ Òση � ΡΤ, τ¨ù δà ΛΒ Òση � ΡΥ, καÈ συµπεπληρ¸σθω
¡ τε ΡΧ β�σι̋ καÈ τä ΨΥ στερεìν. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΤΡ, ΡΥ δυσÈ ταØ̋ ΑΛ, ΛΒ Òσαι
εÊσÐν, καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, Òσον �ρα καÈ íµοιον τä ΡΧ παραλληλìγραµµον
τÀú ΘΛ παραλληλογρ�µµωú. καÈ âπεÈ π�λιν Òση µàν � ΑΛ τ¨ù ΡΤ, � δà ΛΜ τ¨ù ΡΣ, καÈ
γωνÐα̋ æρθ�̋ περιèχουσιν, Òσον �ρα καÈ íµοιìν âστι τä ΡΨ παραλληλìγραµµον τÀú ΑΜ
παραλληλογρ�µµωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΛΕ τÀú ΣΥ Òσον τè âστι καÈ íµοιον: τρÐα
�ρα παραλληλìγραµµα τοÜ ΑΕ στερεοÜ τρισÈ παραλληλογρ�µµοι̋ τοÜ ΨΥ στερεοÜ
Òσα τè âστι καÈ íµοια. �λλ� τ� µàν τρÐα τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον Òσα τè âστι καÈ íµοια,
τ� δà τρÐα τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον: íλον �ρα τä ΑΕ στερεäν παραλληλεπÐπεδον íλωú τÀú
ΨΥ στερεÀú παραλληλεπιπèδωú Òσον âστÐν. δι χθωσαν αÉ ∆Ρ, ΧΥ καÈ συµπιπτèτωσαν
�λλ λαι̋ κατ� τä Ω, καÈ δι� τοÜ Τ τ¨ù ∆Ω παρ�λληλο̋ ¢χθω � αΤβ, καÈ âκβεβλ σθω
� Ο∆ κατ� τä α, καÈ συµπεπληρ¸σθω τ� ΩΨ, ΡΙ στερε�. Òσον δ  âστι τä ΨΩ στερεìν,
οÝ β�σι̋ µèν âστι τä ΡΨ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà τä Ωγ, τÀú ΨΥ στερεÀú,
οÝ β�σι̋ µàν τä ΡΨ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà τä ΥΦ: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋
β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋ ΡΨ καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋, Áν αÉ âφεστÀσαι αÉ ΡΩ, ΡΥ, Τβ, ΤΧ, Σε,
Σδ, Ψγ, ΨΦ âπÈ τÀν αÎτÀν εÊσιν εÎθειÀν τÀν ΩΧ, εΦ. �λλ� τä ΨΥ στερεäν τÀú ΑΕ
âστιν Òσον: καÈ τä ΨΩ �ρα στερεäν τÀú ΑΕ στερεÀú âστιν Òσον. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ τä
ΡΥΧΤ παραλληλìγραµµον τÀú ΩΤ παραλληλογρ�µµωú: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋
εÊσι τ¨̋ ΡΤ καÈ âν ταØ̋ αÎταØ̋ παραλλ λοι̋ ταØ̋ ΡΤ, ΩΧ: �λλ� τä ΡΥΧΤ τÀú Γ∆
âστιν Òσον, âπεÈ καÈ τÀú ΑΒ, καÈ τä ΩΤ �ρα παραλληλìγραµµον τÀú Γ∆ âστιν Òσον.
�λλο δà τä ∆Τ: êστιν �ρα ±̋ � Γ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆Τ, οÕτω̋ � ΩΤ πρä̋ τ�ν ∆Τ.
καÈ âπεÈ στερεäν παραλληλεπÐπεδον τä ΓΙ âπιπèδωú τÀú ΡΖ τèτµηται παραλλ λωú îντι
τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋, êστιν ±̋ � Γ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆Τ β�σιν, οÕτω̋ τä ΓΖ
στερεäν πρä̋ τä ΡΙ στερεìν. δι� τ� αÎτ� δ , âπεÈ στερεäν παραλληλεπÐπεδον τä ΩΙ
âπιπèδωú τÀú ΡΨ τèτµηται παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋, êστιν ±̋ � ΩΤ
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β�σι̋ πρä̋ τ�ν Τ∆ β�σιν, οÕτω̋ τä ΩΨ στερεäν πρä̋ τä ΡΙ. �λλ' ±̋ � Γ∆ β�σι̋ πρä̋
τ�ν ∆Τ, οÕτω̋ � ΩΤ πρä̋ τ�ν ∆Τ: καÈ ±̋ �ρα τä ΓΖ στερεäν πρä̋ τä ΡΙ στερεìν,
οÕτω̋ τä ΩΨ στερεäν πρä̋ τä ΡΙ. áκ�τερον �ρα τÀν ΓΖ, ΩΨ στερεÀν πρä̋ τä ΡΙ τäν
αÎτäν êχει λìγον: Òσον �ρα âστÈ τä ΓΖ στερεäν τÀú ΩΨ στερεÀú. �λλ� τä ΩΨ τÀú ΑΕ
âδεÐχθη Òσον: καÈ τä ΑΕ �ρα τÀú ΓΖ âστιν Òσον. Μ� êστωσαν δ� αÉ âφεστηκυØαι αÉ
ΑΗ, ΘΚ, ΒΕ, ΛΜ, ΓΝ, ΟΠ, ∆Ζ, ΡΣ πρä̋ æρθ�̋ ταØ̋ ΑΒ, Γ∆ β�σεσιν: λèγω π�λιν,
íτι Òσον τä ΑΕ στερεäν τÀú ΓΖ στερεÀú. ¢χθωσαν γ�ρ �πä τÀν Κ, Ε, Η, Μ, Π, Ζ,
Ν, Σ σηµεÐων âπÈ τä ÍποκεÐµενον âπÐπεδον κ�θετοι αÉ ΚC, ΕΤ, ΗΥ, ΜΦ, ΠΧ, ΖΨ,
ΝΩ, ΣΙ, καÈ συµβαλλèτωσαν τÀú âπιπèδωú κατ� τ� C, Τ, Υ, Φ, Χ, Ψ, Ω, Ι σηµεØα, καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ CΤ, CΥ, ΥΦ, ΤΦ, ΧΨ, ΧΩ, ΩΙ, ΙΨ. Òσον δ  âστι τä ΚΦ στερεäν
τÀú ΠΙ στερεÀú: âπÐ τε γ�ρ Òσων β�σε¸ν εÊσι τÀν ΚΜ, ΠΣ καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋, Áν
αÉ âφεστÀσαι πρä̋ æρθ�̋ εÊσι ταØ̋ β�σεσιν. �λλ� τä µàν ΚΦ στερεäν τÀú ΑΕ στερεÀú
âστιν Òσον, τä δà ΠΙ τÀú ΓΖ: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋,
Áν αÉ âφεστÀσαι οÖκ εÊσιν âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν. καÈ τä ΑΕ �ρα στερεäν τÀú ΓΖ
στερεÀú âστιν Òσον. Τ� �ρα âπÈ Òσων β�σεων îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä
τä αÎτä Õψο̋ Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: íπερ êδει δεØcαι.

XI.32

Τ� Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ αÉ β�σει̋.
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^Εστω Íπä τä αÎτä Õψο̋ στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΑΒ, Γ∆: λèγω, íτι τ� ΑΒ,
Γ∆ στερε� παραλληλεπÐπεδα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ αÉ β�σει̋, τουτèστιν íτι âστÈν
±̋ � ΑΕ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΓΖ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä Γ∆ στερεìν.
Παραβεβλ σθω γ�ρ παρ� τ�ν ΖΗ τÀú ΑΕ Òσον τä ΖΘ, καÈ �πä β�σεω̋ µàν τ¨̋ ΖΘ,
Õψου̋ δà τοÜ αÎτοÜ τÀú Γ∆ στερεäν παραλληλεπÐπεδον συµπεπληρ¸σθω τä ΗΚ. Òσον
δ  âστι τä ΑΒ στερεäν τÀú ΗΚ στερεÀú: âπÐ τε γ�ρ Òσων β�σε¸ν εÊσι τÀν ΑΕ, ΖΘ
καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋. καÈ âπεÈ στερεäν παραλληλεπÐπεδον τä ΓΚ âπιπèδωú τÀú ∆Η
τèτµηται παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋, êστιν �ρα ±̋ � ΓΖ β�σι̋ πρä̋
τ�ν ΖΘ β�σιν, οÕτω̋ τä Γ∆ στερεäν πρä̋ τä ∆Θ στερεìν. Òση δà � µàν ΖΘ β�σι̋
τ¨ù ΑΕ β�σει, τä δà ΗΚ στερεäν τÀú ΑΒ στερεÀú: êστιν �ρα καÈ ±̋ � ΑΕ β�σι̋ πρä̋
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τ�ν ΓΖ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä Γ∆ στερεìν. Τ� �ρα Íπä τä αÎτä Õψο̋
îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ αÉ β�σει̋: íπερ êδει δεØcαι.

XI.33

Τ� íµοια στερε� παραλληλεπÐπεδα πρä̋ �λληλα âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν åµολìγων
πλευρÀν.
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^Εστω íµοια στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΑΒ, Γ∆, åµìλογο̋ δà êστω � ΑΕ τ¨ù
ΓΖ: λèγω, íτι τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä Γ∆ στερεäν τριπλασÐονα λìγον êχει, ¢περ �
ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ. ÇΕκβεβλ σθωσαν γ�ρ âπ' εÎθεÐα̋ ταØ̋ ΑΕ, ΗΕ, ΘΕ αÉ ΕΚ, ΕΛ,
ΕΜ, καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν ΓΖ Òση � ΕΚ, τ¨ù δà ΖΝ Òση � ΕΛ, καÈ êτι τ¨ù ΖΡ Òση � ΕΜ,
καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ΚΛ παραλληλìγραµµον καÈ τä ΚΟ στερεìν. ΚαÈ âπεÈ δÔο
αÉ ΚΕ, ΕΛ δυσÈ ταØ̋ ΓΖ, ΖΝ Òσαι εÊσÐν, �λλ� καÈ γωνÐα � Íπä ΚΕΛ γωνÐαø τ¨ù Íπä
ΓΖΝ âστιν Òση, âπειδ περ καÈ � Íπä ΑΕΗ τ¨ù Íπä ΓΖΝ âστιν Òση δι� τ�ν åµοιìτητα
τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν, Òσον �ρα âστÈ [καÈ íµοιον] τä ΚΛ παραλληλìγραµµον τÀú ΓΝ
παραλληλογρ�µµωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä µàν ΚΜ παραλληλìγραµµον Òσον âστÈ καÈ
íµοιον τÀú ΓΡ [παραλληλογρ�µµωú] καÈ êτι τä ΕΟ τÀú ∆Ζ: τρÐα �ρα παραλληλìγραµµα
τοÜ ΚΟ στερεοÜ τρισÈ παραλληλογρ�µµοι̋ τοÜ Γ∆ στερεοÜ Òσα âστÈ καÈ íµοια. �λλ�
τ� µàν τρÐα τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον Òσα âστÈ καÈ íµοια, τ� δà τρÐα τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον
Òσα âστÈ καÈ íµοια: íλον �ρα τä ΚΟ στερεäν íλωú τÀú Γ∆ στερεÀú Òσον âστÈ καÈ
íµοιον. συµπεπληρ¸σθω τä ΗΚ παραλληλìγραµµον, καÈ �πä β�σεων µàν τÀν ΗΚ, ΚΛ
παραλληλογρ�µµων, Õψου̋ δà τοÜ αÎτοÜ τÀú ΑΒ στερε� συµπεπληρ¸σθω τ� ΕC, ΛΠ.
καÈ âπεÈ δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν âστιν ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΓΖ, οÕτω̋ �
ΕΗ πρä̋ τ�ν ΖΝ, καÈ � ΕΘ πρä̋ τ�ν ΖΡ, Òση δà � µèν ΓΖ τ¨ù ΕΚ, � δà ΖΝ τ¨ù ΕΛ, � δà
ΖΡ τ¨ù ΕΜ, êστιν �ρα ±̋ � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΚ, οÕτω̋ � ΗΕ πρä̋ τ�ν ΕΛ καÈ � ΘΕ πρä̋
τ�ν ΕΜ. �λλ' ±̋ µàν � ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΚ, οÕτω̋ τä ΑΗ [παραλληλìγραµµον] πρä̋ τä
ΗΚ παραλληλìγραµµον, ±̋ δà � ΗΕ πρä̋ τ�ν ΕΛ, οÕτω̋ τä ΗΚ πρä̋ τä ΚΛ, ±̋ δà �
ΘΕ πρä̋ ΕΜ, οÕτω̋ τä ΠΕ πρä̋ τä ΚΜ: καÈ ±̋ �ρα τä ΑΗ παραλληλìγραµµον πρä̋
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τä ΗΚ, οÕτω̋ τä ΗΚ πρä̋ τä ΚΛ καÈ τä ΠΕ πρä̋ τä ΚΜ. �λλ' ±̋ µàν τä ΑΗ πρä̋
τä ΗΚ, οÕτω̋ τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä ΕC στερεìν, ±̋ δà τä ΗΚ πρä̋ τä ΚΛ, οÕτω̋
τä CΕ στερεäν πρä̋ τä ΠΛ στερεìν, ±̋ δà τä ΠΕ πρä̋ τä ΚΜ, οÕτω̋ τä ΠΛ στερεäν
πρä̋ τä ΚΟ στερεìν: καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä ΕC, οÕτω̋ τä ΕC πρä̋ τä
ΠΛ καÈ τä ΠΛ πρä̋ τä ΚΟ. â�ν δà τèσσαρα µεγèθη κατ� τä συνεχà̋ �ν�λογον ªù,
τä πρÀτον πρä̋ τä τèταρτον τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ πρä̋ τä δεÔτερον: τä ΑΒ
�ρα στερεäν πρä̋ τä ΚΟ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ τä ΑΒ πρä̋ τä ΕC. �λλ' ±̋
τä ΑΒ πρä̋ τä ΕC, οÕτω̋ τä ΑΗ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΗΚ καÈ � ΑΕ εÎθεØα
πρä̋ τ�ν ΕΚ: ¹στε καÈ τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä ΚΟ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ
� ΑΕ πρä̋ τ�ν ΕΚ. Òσον δà τä [µàν] ΚΟ στερεäν τÀú Γ∆ στερεÀú, � δà ΕΚ εÎθεØα
τ¨ù ΓΖ: καÈ τä ΑΒ �ρα στερεäν πρä̋ τä Γ∆ στερεäν τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ
� åµìλογο̋ αÎτοÜ πλευρ� � ΑΕ πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν τ�ν ΓΖ. Τ� �ρα íµοια
στερε� παραλληλεπÐπεδα âν τριπλασÐονι λìγωú âστÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν: íπερ êδει
δεØcαι.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι â�ν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, êσται ±̋ � πρ¸τη
πρä̋ τ�ν τετ�ρτην, οÕτω τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ στερεäν παραλληλεπÐπεδον πρä̋ τä �πä
τ¨̋ δευτèρα̋ τä íµοιον καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενον, âπεÐπερ καÈ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν
τετ�ρτην τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ πρä̋ τ�ν δευτèραν.

XI.34

ΤÀν Òσων στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν: καÈ Áν
στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, Òσα âστÈν âκεØνα.

^Εστω Òσα στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΑΒ, Γ∆: λèγω, íτι τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν
παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, καÐ âστιν ±̋ � ΕΘ β�σι̋
πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψο̋.
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^Εστωσαν γ�ρ πρìτερον αÉ âφεστηκυØαι αÉ ΑΗ, ΕΖ, ΛΒ, ΘΚ, ΓΜ, ΝC, Ο∆, ΠΡ



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 385

πρä̋ æρθ�̋ ταØ̋ β�σεσιν αÎτÀν: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν,
οÕτω̋ � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΑΗ. ΕÊ µàν οÞν Òση âστιν � ΕΘ β�σι̋ τ¨ù ΝΠ β�σει, êστι δà
καÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆ στερεÀú Òσον, êσται καÈ � ΓΜ τ¨ù ΑΗ Òση. τ� γ�ρ Íπä
τä αÎτä Õψο̋ στερε� παραλληλεπÐπεδα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ αÉ β�σει̋ [εÊ γ�ρ τÀν
ΕΘ, ΝΠ β�σεων Òσων οÎσÀν µ� εÒη τ� ΑΗ, ΓΜ Õψη Òσα, οÎδ' �ρα τä ΑΒ στερεäν
Òσον êσται τÀú Γ∆. Íπìκειται δà Òσον: οÎκ �ρα �νισìν âστι τä ΓΜ Õψο̋ τÀú ΑΗ Õψει:
Òσον �ρα]. καÈ êσται ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ, οÕτω̋ � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΑΗ, καÈ
φανερìν, íτι τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋
Õψεσιν. Μ� êστω δ� Òση � ΕΘ β�σι̋ τ¨ù ΝΠ β�σει, �λλ' êστω µεÐζων � ΕΘ. êστι
δà καÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆ στερεÀú Òσον: µεÐζων �ρα âστÈ καÈ � ΓΜ τ¨̋ ΑΗ [εÊ
γ�ρ µ , οÎδ' �ρα π�λιν τ� ΑΒ, Γ∆ στερε� Òσα êσται: Íπìκειται δà Òσα]. κεÐσθω
οÞν τ¨ù ΑΗ Òση � ΓΤ, καÈ συµπεπληρ¸σθω �πä β�σεω̋ µàν τ¨̋ ΝΠ, Õψου̋ δà τοÜ
ΓΤ, στερεäν παραλληλεπÐπεδον τä ΦΓ. καÈ âπεÈ Òσον âστÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆
στερεÀú, êcωθεν δà τä ΓΦ, τ� δà Òσα πρä̋ τä αÎτä τäν αÎτäν êχει λìγον, êστιν �ρα
±̋ τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν, οÕτω̋ τä Γ∆ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν.
�λλ' ±̋ µàν τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν, οÕτω̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ
β�σιν: Êσοϋψ¨ γ�ρ τ� ΑΒ, ΓΦ στερε�: ±̋ δà τä Γ∆ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν,
οÕτω̋ � ΜΠ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΤΠ β�σιν καÈ � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΓΤ: καÈ ±̋ �ρα � ΕΘ
β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ � ΜΓ πρä̋ τ�ν ΓΤ. Òση δà � ΓΤ τ¨ù ΑΗ: καÈ ±̋
�ρα � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ � ΜΓ πρä̋ τ�ν ΑΗ. τÀν ΑΒ, Γ∆ �ρα
στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν. Π�λιν δ� τÀν ΑΒ,
Γ∆ στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπονθèτωσαν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, καÈ êστω
±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ
στερεοÜ Õψο̋: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆ στερεÀú.
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^Εστωσαν [γ�ρ] π�λιν αÉ âφεστηκυØαι πρä̋ æρθ�̋ ταØ̋ β�σεσιν, καÈ εÊ µàν Òση âστÈν
� ΕΘ β�σι̋ τ¨ù ΝΠ β�σει, καÐ âστιν ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ
Γ∆ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψο̋, Òσον �ρα âστÈ καÈ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ
Õψο̋ τÀú τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψει. τ� δà âπÈ Òσων β�σεων στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ
Íπä τä αÎτä Õψο̋ Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆ στερεÀú.
Μ� êστω δ� � ΕΘ β�σι̋ τ¨ù ΝΠ [β�σει] Òση, �λλ' êστω µεÐζων � ΕΘ: µεØζον �ρα âστÈ
καÈ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ Õψο̋ τοÜ τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψου̋, τουτèστιν � ΓΜ τ¨̋ ΑΗ.
κεÐσθω τ¨ù ΑΗ Òση π�λιν � ΓΤ, καÈ συµπεπληρ¸σθω åµοÐω̋ τä ΓΦ στερεìν. âπεÐ âστιν
±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ � ΜΓ πρä̋ τ�ν ΑΗ, Òση δà � ΑΗ τ¨ù ΓΤ,
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êστιν �ρα ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΓΤ. �λλ' ±̋ µàν
� ΕΘ [β�σι̋] πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä ΑΒ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν: Êσοϋψ¨
γ�ρ âστι τ� ΑΒ, ΓΦ στερε�: ±̋ δà � ΓΜ πρä̋ τ�ν ΓΤ, οÕτω̋ ¡ τε ΜΠ β�σι̋ πρä̋
τ�ν ΠΤ β�σιν καÈ τä Γ∆ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν. καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒ στερεäν
πρä̋ τä ΓΦ στερεìν, οÕτω̋ τä Γ∆ στερεäν πρä̋ τä ΓΦ στερεìν: áκ�τερον �ρα τÀν
ΑΒ, Γ∆ πρä̋ τä ΓΦ τäν αÎτäν êχει λìγον. Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆
στερεÀú [íπερ êδει δεØcαι]. Μ� êστωσαν δ� αÉ âφεστηκυØαι αÉ ΖΕ, ΒΛ, ΗΑ, ΘΚ, CΝ,
∆Ο, ΜΓ, ΡΠ πρä̋ æρθ�̋ ταØ̋ β�σεσιν αÎτÀν, καÈ ¢χθωσαν �πä τÀν Ζ, Η, Β, Κ, C,
Μ, ∆, Ρ σηµεÐων âπÈ τ� δι� τÀν ΕΘ, ΝΠ âπÐπεδα κ�θετοι καÈ συµβαλλèτωσαν τοØ̋
âπιπèδοι̋ κατ� τ� Σ, Τ, Υ, Φ, Χ, Ψ, Ω, α, καÈ συµπεπληρ¸σθω τ� ΖΦ, CΩ στερε�:
λèγω, íτι καÈ οÕτω̋ Òσων îντων τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋
Õψεσιν, καÐ âστιν ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ Õψο̋
πρä̋ τä τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψο̋. ÇΕπεÈ Òσον âστÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú Γ∆ στερεÀú, �λλ�
τä µàν ΑΒ τÀú ΒΤ âστιν Òσον: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋ ΖΚ καÈ Íπä τä
αÎτä Õψο̋ [Áν αÉ âφεστÀσαι οÎκ εÊσÈν âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν]: τä δà Γ∆ στερεäν τÀú
∆Ψ âστιν Òσον: âπÐ τε γ�ρ π�λιν τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋ ΡC καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋
[Áν αÉ âφεστÀσαι οÎκ εÊσÈν âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν]: καÈ τä ΒΤ �ρα στερεäν τÀú ∆Ψ
στερεÀú Òσον âστÐν [τÀν δà Òσων στερεÀν παραλληλεπιπèδων, Áν τ� Õψη πρä̋ æρθ�̋
âστι ταØ̋ β�σεσιν αÎτÀν, �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν]. êστιν �ρα ±̋ � ΖΚ
β�σι̋ πρä̋ τ�ν CΡ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ ∆Ψ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΒΤ στερεοÜ
Õψο̋. Òση δà � µàν ΖΚ β�σι̋ τ¨ù ΕΘ β�σει, � δà CΡ β�σι̋ τ¨ù ΝΠ β�σει: êστιν �ρα
±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ ∆Ψ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΒΤ
στερεοÜ Õψο̋. τ� δ' αÎτ� Õψη âστÈ τÀν ∆Ψ, ΒΤ στερεÀν καÈ τÀν ∆Γ, ΒΑ: êστιν �ρα
±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ ∆Γ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ
στερεοÜ Õψο̋. τÀν ΑΒ, Γ∆ �ρα στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋
τοØ̋ Õψεσιν. Π�λιν δ� τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπονθèτωσαν αÉ
β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, καÈ êστω ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ Γ∆
στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψο̋: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒ στερεäν τÀú
Γ∆ στερεÀú. ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÐ âστιν ±̋ � ΕΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν
ΝΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψο̋, Òση δà �
µàν ΕΘ β�σι̋ τ¨ù ΖΚ β�σει, � δà ΝΠ τ¨ù CΡ, êστιν �ρα ±̋ � ΖΚ β�σι̋ πρä̋ τ�ν CΡ
β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ Γ∆ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΑΒ στερεοÜ Õψο̋. τ� δ' αÎτ� Õψη
âστÈ τÀν ΑΒ, Γ∆ στερεÀν καÈ τÀν ΒΤ, ∆Ψ: êστιν �ρα ±̋ � ΖΚ β�σι̋ πρä̋ τ�ν CΡ
β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ ∆Ψ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΒΤ στερεοÜ Õψο̋. τÀν ΒΤ, ∆Ψ
�ρα στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν [Áν δà στερεÀν
παραλληλεπιπèδων τ� Õψη πρä̋ æρθ�̋ âστι ταØ̋ β�σεσιν αÎτÀν, �ντιπεπìνθασι δà αÉ
β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, Òσα âστÈν âκεØνα]: Òσον �ρα âστÈ τä ΒΤ στερεäν τÀú ∆Ψ στερεÀú.
�λλ� τä µàν ΒΤ τÀú ΒΑ Òσον âστÐν: âπÐ τε γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ [εÊσι] τ¨̋ ΖΚ καÈ
Íπä τä αÎτä Õψο̋ [Áν αÉ âφεστÀσαι οÎκ εÊσÈν âπÈ τÀν αÎτÀν εÎθειÀν]. τä δà ∆Ψ
στερεäν τÀú ∆Γ στερεÀú Òσον âστÐν [âπÐ τε γ�ρ π�λιν τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σε¸̋ εÊσι τ¨̋ CΡ
καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋ καÈ οÎκ âν ταØ̋ αÎταØ̋ εÎθεÐαι̋]. καÈ τä ΑΒ �ρα στερεäν τÀú
Γ∆ στερεÀú âστιν Òσον: íπερ êδει δεØcαι.

XI.35

ÇΕ�ν Âσι δÔο γωνÐαι âπÐπεδοι Òσαι, âπÈ δà τÀν κορυφÀν αÎτÀν µετèωροι εÎθεØαι
âπισταθÀσιν Òσα̋ γωνÐα̋ περιèχουσαι µετ� τÀν âc �ρχ¨̋ εÎθειÀν áκατèραν áκατèραø,
âπÈ δà τÀν µετε¸ρων ληφθ¨ù τυχìντα σηµεØα, καÈ �π' αÎτÀν âπÈ τ� âπÐπεδα, âν οÙ̋
εÊσιν αÉ âc �ρχ¨̋ γωνÐαι, κ�θετοι �χθÀσιν, �πä δà τÀν γενοµèνων σηµεÐων âν τοØ̋
âπιπèδοι̋ âπÈ τ�̋ âc �ρχ¨̋ γωνÐα̋ âπιζευχθÀσιν εÎθεØαι, Òσα̋ γωνÐα̋ περιècουσι µετ�
τÀν µετε¸ρων.
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^Εστωσαν δÔο γωνÐαι εÎθÔγραµµοι Òσαι αÉ Íπä ΒΑΓ, Ε∆Ζ, �πä δà τÀν Α, ∆
σηµεÐων µετèωροι εÎθεØαι âφεστ�τωσαν αÉ ΑΗ, ∆Μ Òσα̋ γωνÐα̋ περιèχουσαι µετ�
τÀν âc �ρχ¨̋ εÎθειÀν áκατèραν áκατèραø, τ�ν µàν Íπä Μ∆Ε τ¨ù Íπä ΗΑΒ, τ�ν δà
Íπä Μ∆Ζ τ¨ù Íπä ΗΑΓ, καÈ εÊλ φθω âπÈ τÀν ΑΗ, ∆Μ τυχìντα σηµεØα τ� Η, Μ, καÈ
¢χθωσαν �πä τÀν Η, Μ σηµεÐων âπÈ τ� δι� τÀν ΒΑΓ, Ε∆Ζ âπÐπεδα κ�θετοι αÉ ΗΛ,
ΜΝ, καÈ συµβαλλèτωσαν τοØ̋ âπιπèδοι̋ κατ� τ� Ν, Λ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΛΑ, Ν∆:
λèγω, íτι Òση âστÈν � Íπä ΗΑΛ γωνÐα τ¨ù Íπä Μ∆Ν γωνÐαø. ΚεÐσθω τ¨ù ∆Μ Òση � ΑΘ,
καÈ ¢χθω δι� τοÜ Θ σηµεÐου τ¨ù ΗΛ παρ�λληλο̋ � ΘΚ. � δà ΗΛ κ�θετì̋ âστιν âπÈ τä
δι� τÀν ΒΑΓ âπÐπεδον: καÈ � ΘΚ �ρα κ�θετì̋ âστιν âπÈ τä δι� τÀν ΒΑΓ âπÐπεδον.
¢χθωσαν �πä τÀν Κ, Ν σηµεÐων âπÈ τ�̋ ΑΒ, ΑΓ, ∆Ζ, ∆Ε εÎθεÐα̋ κ�θετοι αÉ ΚΓ,
ΝΖ, ΚΒ, ΝΕ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΘΓ, ΓΒ, ΜΖ, ΖΕ. âπεÈ τä �πä τ¨̋ ΘΑ Òσον âστÈ
τοØ̋ �πä τÀν ΘΚ, ΚΑ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΚΑ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΚΓ, ΓΑ, καÈ τä �πä
τ¨̋ ΘΑ �ρα Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΘΚ, ΚΓ, ΓΑ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΘΚ, ΚΓ Òσον âστÈ
τä �πä τ¨̋ ΘΓ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΘΑ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΘΓ, ΓΑ. æρθ� �ρα âστÈν
� Íπä ΘΓΑ γωνÐα. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ∆ΖΜ γωνÐα æρθ  âστιν. Òση �ρα âστÈν
� Íπä ΑΓΘ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΖΜ. êστι δà καÈ � Íπä ΘΑΓ τ¨ù Íπä Μ∆Ζ Òση. δÔο δ�
τρÐγων� âστι τ� Μ∆Ζ, ΘΑΓ δÔο γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα áκατèραν áκατèραø
καÈ µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην τ�ν ÍποτεÐνουσαν Íπä µÐαν τÀν Òσων γωνιÀν τ�ν
ΘΑ τ¨ù Μ∆: καÈ τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écει áκατèραν
áκατèραø. Òση �ρα âστÈν � ΑΓ τ¨ù ∆Ζ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ΑΒ τ¨ù ∆Ε âστιν
Òση [οÕτω̋: âπεζεÔχθωσαν αÉ ΘΒ, ΜΕ. καÈ âπεÈ τä �πä τ¨̋ ΑΘ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä
τÀν ΑΚ, ΚΘ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΑΚ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΚ, τ� �ρα �πä τÀν ΑΒ,
ΒΚ, ΚΘ Òσα âστÈ τÀú �πä ΑΘ. �λλ� τοØ̋ �πä τÀν ΒΚ, ΚΘ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΘ:
æρθ� γ�ρ � Íπä ΘΚΒ γωνÐα δι� τä καÈ τ�ν ΘΚ κ�θετον εÚναι âπÈ τä ÍποκεÐµενον
âπÐπεδον: τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΘ Òσον âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΒ, ΒΘ: æρθ� �ρα âστÈν � Íπä
ΑΒΘ γωνÐα. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ∆ΕΜ γωνÐα æρθ  âστιν. êστι δà καÈ � Íπä
ΒΑΘ γωνÐα τ¨ù Íπä Ε∆Μ Òση: Íπìκεινται γ�ρ: καÈ êστιν � ΑΘ τ¨ù ∆Μ Òση: Òση �ρα
âστÈ καÈ � ΑΒ τ¨ù ∆Ε]. âπεÈ οÞν Òση âστÈν � µàν ΑΓ τ¨ù ∆Ζ, � δà ΑΒ τ¨ù ∆Ε, δÔο δ�
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αÉ ΓΑ, ΑΒ δυσÈ ταØ̋ Ζ∆, ∆Ε Òσαι εÊσÐν. �λλ� καÈ γωνÐα � Íπä ΓΑΒ γωνÐαø τ¨ù Íπä
Ζ∆Ε âστιν Òση: β�σι̋ �ρα � ΒΓ β�σει τ¨ù ΕΖ Òση âστÈ καÈ τä τρÐγωνον τÀú τριγ¸νωú
καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋: Òση �ρα � Íπä ΑΓΒ γωνÐα τ¨ù Íπä ∆ΖΕ.
êστι δà καÈ æρθ� � Íπä ΑΓΚ æρθ¨ù τ¨ù Íπä ∆ΖΝ Òση: καÈ λοιπ� �ρα � Íπä ΒΓΚ λοιπ¨ù
τ¨ù Íπä ΕΖΝ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΓΒΚ τ¨ù Íπä ΖΕΝ âστιν Òση. δÔο
δ� τρÐγων� âστι τ� ΒΓΚ, ΕΖΝ [τ�̋] δÔο γωνÐα̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα áκατèραν
áκατèραø καÈ µÐαν πλευρ�ν µι�ø πλευρ�ø Òσην τ�ν πρä̋ ταØ̋ Òσαι̋ γωνÐαι̋ τ�ν ΒΓ τ¨ù ΕΖ:
καÈ τ�̋ λοιπ�̋ �ρα πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écουσιν. Òση �ρα âστÈν � ΓΚ
τ¨ù ΖΝ. êστι δà καÈ � ΑΓ τ¨ù ∆Ζ Òση: δÔο δ� αÉ ΑΓ, ΓΚ δυσÈ ταØ̋ ∆Ζ, ΖΝ Òσαι εÊσÐν:
καÈ æρθ�̋ γωνÐα̋ περιèχουσιν. β�σι̋ �ρα � ΑΚ β�σει τ¨ù ∆Ν Òση âστÐν. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � ΑΘ τ¨ù ∆Μ, Òσον âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΘ τÀú �πä τ¨̋ ∆Μ. �λλ� τÀú µàν �πä
τ¨̋ ΑΘ Òσα âστÈ τ� �πä τÀν ΑΚ, ΚΘ: æρθ� γ�ρ � Íπä ΑΚΘ: τÀú δà �πä τ¨̋ ∆Μ Òσα
τ� �πä τÀν ∆Ν, ΝΜ: æρθ� γ�ρ � Íπä ∆ΝΜ: τ� �ρα �πä τÀν ΑΚ, ΚΘ Òσα âστÈ τοØ̋
�πä τÀν ∆Ν, ΝΜ, Áν τä �πä τ¨̋ ΑΚ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ∆Ν: λοιπäν �ρα τä �πä
τ¨̋ ΚΘ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΝΜ: Òση �ρα � ΘΚ τ¨ù ΜΝ. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΘΑ, ΑΚ
δυσÈ ταØ̋ Μ∆, ∆Ν Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø, καÈ β�σι̋ � ΘΚ β�σει τ¨ù ΜΝ âδεÐχθη
Òση, γωνÐα �ρα � Íπä ΘΑΚ γωνÐαø τ¨ù Íπä Μ∆Ν âστιν Òση. ÇΕ�ν �ρα Âσι δÔο γωνÐαι
âπÐπεδοι Òσαι καÈ τ� ác¨̋ τ¨̋ προτ�σεω̋ [íπερ êδει δεØcαι].

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι, â�ν Âσι δÔο γωνÐαι âπÐπεδοι Òσαι, âπισταθÀσι δà âπ'
αÎτÀν µετèωροι εÎθεØαι Òσαι Òσα̋ γωνÐα̋ περιèχουσαι µετ� τÀν âc �ρχ¨̋ εÎθειÀν
áκατèραν áκατèραø, αÉ �π' αÎτÀν κ�θετοι �γìµεναι âπÈ τ� âπÐπεδα, âν οÙ̋ εÊσιν αÉ âc
�ρχ¨̋ γωνÐαι, Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. íπερ êδει δεØcαι.

XI.36

ÇΕ�ν τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, τä âκ τÀν τριÀν στερεäν παραλληλεπÐπεδον Òσον
âστÈ τÀú �πä τ¨̋ µèση̋ στερεÀú παραλληλεπιπèδωú ÊσοπλεÔρωú µèν, ÊσογωνÐωú δà τÀú
προειρηµèνωú. ^Εστωσαν τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογον αÉ Α, Β, Γ, ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β,
οÕτω̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ: λèγω, íτι τä âκ τÀν Α, Β, Γ στερεäν Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β
στερεÀú ÊσοπλεÔρωú µèν, ÊσογωνÐωú δà τÀú προειρηµèνωú.
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ÇΕκκεÐσθω στερε� γωνÐα � πρä̋ τÀú Ε περιεχοµèνη Íπä τÀν Íπä ∆ΕΗ, ΗΕΖ, ΖΕ∆,
καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν Β Òση áκ�στη τÀν ∆Ε, ΗΕ, ΕΖ, καÈ συµπεπληρ¸σθω τä ΕΚ στερεäν
παραλληλεπÐπεδον, τ¨ù δà Α Òση � ΛΜ, καÈ συνεστ�τω πρä̋ τ¨ù ΛΜ εÎθεÐαø καÈ τÀú πρä̋
αÎτ¨ù σηµεÐωú τÀú Λ τ¨ù πρä̋ τÀú Ε στερε�ø γωνÐαø Òση στερε� γωνÐα � περιεχοµèνη Íπä
τÀν ΝΛC, CΛΜ, ΜΛΝ, καÈ κεÐσθω τ¨ù µàν Β Òση � ΛC, τ¨ù δà Γ Òση � ΛΝ. καÈ âπεÐ
âστιν ±̋ � Α πρä̋ τ�ν Β, οÕτω̋ � Β πρä̋ τ�ν Γ, Òση δà � µàν Α τ¨ù ΛΜ, � δà Β
áκατèραø τÀν ΛC, Ε∆, � δà Γ τ¨ù ΛΝ, êστιν �ρα ±̋ � ΛΜ πρä̋ τ�ν ΕΖ, οÕτω̋ � ∆Ε
πρä̋ τ�ν ΛΝ. καÈ περÈ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΝΛΜ, ∆ΕΖ αÉ πλευραÈ �ντιπεπìνθασιν:
Òσον �ρα âστÈ τä ΜΝ παραλληλìγραµµον τÀú ∆Ζ παραλληλογρ�µµωú. καÈ âπεÈ δÔο
γωνÐαι âπÐπεδοι εÎθÔγραµµοι Òσαι εÊσÈν αÉ Íπä ∆ΕΖ, ΝΛΜ, καÈ âπ' αÎτÀν µετèωροι
εÎθεØαι âφεστ�σιν αÉ ΛC, ΕΗ Òσαι τε �λλ λαι̋ καÈ Òσα̋ γωνÐα̋ περιèχουσαι µετ� τÀν
âc �ρχ¨̋ εÎθειÀν áκατèραν áκατèραø, αÉ �ρα �πä τÀν Η, C σηµεÐων κ�θετοι �γìµεναι
âπÈ τ� δι� τÀν ΝΛΜ, ∆ΕΖ âπÐπεδα Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν: ¹στε τ� ΛΘ, ΕΚ στερε� Íπä
τä αÎτä Õψο̋ âστÐν. τ� δà âπÈ Òσων β�σεων στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä
Õψο̋ Òσα �λλ λοι̋ âστÐν: Òσον �ρα âστÈ τä ΘΛ στερεäν τÀú ΕΚ στερεÀú. καÐ âστι τä
µàν ΛΘ τä âκ τÀν Α, Β, Γ στερεìν, τä δà ΕΚ τä �πä τ¨̋ Β στερεìν: τä �ρα âκ τÀν
Α, Β, Γ στερεäν παραλληλεπÐπεδον Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Β στερεÀú ÊσοπλεÔρωú µèν,
ÊσογωνÐωú δà τÀú προειρηµèνωú: íπερ êδει δεØcαι.

XI.37

ÇΕ�ν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσιν, καÈ τ� �π' αÎτÀν στερε� παραλληλεπÐπεδα
íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενα �ν�λογον êσται: καÈ â�ν τ� �π' αÎτÀν στερε�
παραλληλεπÐπεδα íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ �ναγραφìµενα �ν�λογον ªù, καÈ αÎταÈ αÉ εÎθεØαι
�ν�λογον êσονται.
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^Εστωσαν τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον αÉ ΑΒ, Γ∆, ΕΖ, ΗΘ, ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆,
οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ, καÈ �ναγεγρ�φθωσαν �πä τÀν ΑΒ, Γ∆, ΕΖ, ΗΘ íµοι� τε
καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα στερε� παραλληλεπÐπεδα τ� ΚΑ, ΛΓ, ΜΕ, ΝΗ: λèγω, íτι âστÈν ±̋
τä ΚΑ πρä̋ τä ΛΓ, οÕτω̋ τä ΜΕ πρä̋ τä ΝΗ. ÇΕπεÈ γ�ρ íµοιìν âστι τä ΚΑ στερεäν
παραλληλεπÐπεδον τÀú ΛΓ, τä ΚΑ �ρα πρä̋ τä ΛΓ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΑΒ
πρä̋ τ�ν Γ∆. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΜΕ πρä̋ τä ΝΗ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ �
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ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ. καÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ. καÈ ±̋
�ρα τä ΑΚ πρä̋ τä ΛΓ, οÕτω̋ τä ΜΕ πρä̋ τä ΝΗ. ÇΑλλ� δ� êστω ±̋ τä ΑΚ στερεäν
πρä̋ τä ΛΓ στερεìν, οÕτω̋ τä ΜΕ στερεäν πρä̋ τä ΝΗ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΑΒ
εÎθεØα πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ. ÇΕπεÈ γ�ρ π�λιν τä ΚΑ πρä̋ τä ΛΓ
τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, êχει δà καÈ τä ΜΕ πρä̋ τä ΝΗ
τριπλασÐονα λìγον ¢περ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ, καÐ âστιν ±̋ τä ΚΑ πρä̋ τä ΛΓ, οÕτω̋
τä ΜΕ πρä̋ τä ΝΗ, καÈ ±̋ �ρα � ΑΒ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΗΘ. ÇΕ�ν
�ρα τèσσαρε̋ εÎθεØαι �ν�λογον Âσι καÈ τ� ác¨̋ τ¨̋ προτ�σεω̋: íπερ êδει δεØcαι.

XI.38

ÇΕ�ν κÔβου τÀν �πεναντÐον âπιπèδων αÉ πλευραÈ δÐχα τµηθÀσιν, δι� δà τÀν τοµÀν
âπÐπεδα âκβληθ¨ù, � κοιν� τοµ� τÀν âπιπèδων καÈ � τοÜ κÔβου δι�µετρο̋ δÐχα τèµνουσιν
�λλ λα̋. ΚÔβου γ�ρ τοÜ ΑΖ τÀν �πεναντÐον âπιπèδων τÀν ΓΖ, ΑΘ αÉ πλευραÈ δÐχα
τετµ σθωσαν κατ� τ� Κ, Λ, Μ, Ν, C, Π, Ο, Ρ σηµεØα, δι� δà τÀν τοµÀν âπÐπεδα
âκβεβλ σθω τ� ΚΝ, CΡ, κοιν� δà τοµ� τÀν âπιπèδων êστω � ΥΣ, τοÜ δà ΑΖ κÔβου
διαγ¸νιο̋ � ∆Η. λèγω, íτι Òση âστÈν � µàν ΥΤ τ¨ù ΤΣ, � δà ∆Τ τ¨ù ΤΗ.
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ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ∆Υ, ΥΕ, ΒΣ, ΣΗ. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ∆C τ¨ù ΟΕ,
αÉ âναλλ�c γωνÐαι αÉ Íπä ∆CΥ, ΥΟΕ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � µàν
∆C τ¨ù ΟΕ, � δà CΥ τ¨ù ΥΟ, καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, β�σι̋ �ρα � ∆Υ τ¨ù ΥΕ
âστιν Òση, καÈ τä ∆CΥ τρÐγωνον τÀú ΟΥΕ τριγ¸νωú âστÈν Òσον καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋
λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι: Òση �ρα � Íπä CΥ∆ γωνÐα τ¨ù Íπä ΟΥΕ γωνÐαø. δι� δ� τοÜτο
εÎθεØ� âστιν � ∆ΥΕ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΒΣΗ εÎθεØ� âστιν, καÈ Òση � ΒΣ τ¨ù ΣΗ.
καÈ âπεÈ � ΓΑ τ¨ù ∆Β Òση âστÈ καÈ παρ�λληλο̋, �λλ� � ΓΑ καÈ τ¨ù ΕΗ Òση τè âστι καÈ
παρ�λληλο̋, καÈ � ∆Β �ρα τ¨ù ΕΗ Òση τè âστι καÈ παρ�λληλο̋. καÈ âπιζευγνÔουσιν
αÎτ�̋ εÎθεØαι αÉ ∆Ε, ΒΗ: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ∆Ε τ¨ù ΒΗ. Òση �ρα � µàν Íπä
Ε∆Τ γωνÐα τ¨ù Íπä ΒΗΤ: âναλλ�c γ�ρ: � δà Íπä ∆ΤΥ τ¨ù Íπä ΗΤΣ. δÔο δ� τρÐγων�
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âστι τ� ∆ΤΥ, ΗΤΣ τ�̋ δÔο γωνÐα̋ ταØ̋ δυσÈ γωνÐαι̋ Òσα̋ êχοντα καÈ µÐαν πλευρ�ν
µι�ø πλευρ�ø Òσην τ�ν ÍποτεÐνουσαν Íπä µÐαν τÀν Òσων γωνιÀν τ�ν ∆Υ τ¨ù ΗΣ: �µÐσειαι
γ�ρ εÊσι τÀν ∆Ε, ΒΗ: καÈ τ�̋ λοιπ�̋ πλευρ�̋ ταØ̋ λοιπαØ̋ πλευραØ̋ Òσα̋ écει. Òση
�ρα � µàν ∆Τ τ¨ù ΤΗ, � δà ΥΤ τ¨ù ΤΣ. ÇΕ�ν �ρα κÔβου τÀν �πεναντÐον âπιπèδων αÉ
πλευραÈ δÐχα τµηθÀσιν, δι� δà τÀν τοµÀν âπÐπεδα âκβληθ¨ù, � κοιν� τοµ� τÀν âπιπèδων
καÈ � τοÜ κÔβου δι�µετρο̋ δÐχα τèµνουσιν �λλ λα̋: íπερ êδει δεØcαι.

XI.39

ÇΕ�ν ªù δÔο πρÐσµατα Êσοϋψ¨, καÈ τä µàν êχηù β�σιν παραλληλìγραµµον, τä δà τρÐγωνον,
διπλ�σιον δà ªù τä παραλληλìγραµµον τοÜ τριγ¸νου, Òσα êσται τ� πρÐσµατα.

^Εστω δÔο πρÐσµατα Êσοϋψ¨ τ� ΑΒΓ∆ΕΖ, ΗΘΚΛ ΜΝ, καÈ τä µàν âχèτω β�σιν
τä ΑΖ παραλληλìγραµµον, τä δà τä ΗΘΚ τρÐγωνον, διπλ�σιον δà êστω τä ΑΖ παρ-
αλληλìγραµµον τοÜ ΗΘΚ τριγ¸νου: λèγω, íτι Òσον âστÈ τä ΑΒΓ∆ΕΖ πρÐσµα τÀú
ΗΘΚΛΜΝ πρÐσµατι.
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Συµπεπληρ¸σθω γ�ρ τ� ΑC, ΗΟ στερε�. âπεÈ διπλ�σιìν âστι τä ΑΖ παραλληλìγραµµον
τοÜ ΗΘΚ τριγ¸νου, êστι δà καÈ τä ΘΚ παραλληλìγραµµον διπλ�σιον τοÜ ΗΘΚ
τριγ¸νου, Òσον �ρα âστÈ τä ΑΖ παραλληλìγραµµον τÀú ΘΚ παραλληλογρ�µµωú. τ�
δà âπÈ Òσων β�σεων îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα καÈ Íπä τä αÎτä Õψο̋ Òσα �λλ λοι̋
âστÐν: Òσον �ρα âστÈ τä ΑC στερεäν τÀú ΗΟ στερεÀú. καÐ âστι τοÜ µàν ΑC στερεοÜ
¡µισυ τä ΑΒΓ∆ΕΖ πρÐσµα, τοÜ δà ΗΟ στερεοÜ ¡µισυ τä ΗΘΚΛΜΝ πρÐσµα: Òσον
�ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆ΕΖ πρÐσµα τÀú ΗΘΚΛΜΝ πρÐσµατι. ÇΕ�ν �ρα ªù δÔο πρÐσµατα
Êσοϋψ¨, καÈ τä µàν êχηù β�σιν παραλληλìγραµµον, τä δà τρÐγωνον, διπλ�σιον δà ªù τä
παραλληλìγραµµον τοÜ τριγ¸νου, Òσα âστÈ τ� πρÐσµατα: íπερ êδει δεØcαι.
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BIBΛION XII

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

XII.1

Τ� âν τοØ̋ κÔκλοι̋ íµοια πολÔγωνα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ τ� �πä τÀν διαµèτρων
τετρ�γωνα.

^Εστωσαν κÔκλοι οÉ ΑΒΓ, ΖΗΘ, καÈ âν αÎτοØ̋ íµοια πολÔγωνα êστω τ� ΑΒΓ∆Ε,
ΖΗΘΚΛ, δι�µετροι δà τÀν κÔκλων êστωσαν αÉ ΒΜ, ΗΝ: λèγω, íτι âστÈν ±̋ τä �πä
τ¨̋ ΒΜ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΝ τετρ�γωνον, οÕτω̋ τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον
πρä̋ τä ΖΗΘΚΛ πολÔγωνον.
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ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΒΕ, ΑΜ, ΗΛ, ΖΝ. καÈ âπεÈ íµοιον τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον
τÀú ΖΗΘΚΛ πολυγ¸νωú, Òση âστÈ καÈ � Íπä ΒΑΕ γωνÐα τ¨ù Íπä ΗΖΛ, καÐ âστιν ±̋ �
ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΕ, οÕτω̋ � ΗΖ πρä̋ τ�ν ΖΛ. δÔο δ� τρÐγων� âστι τ� ΒΑΕ, ΗΖΛ µÐαν
γωνÐαν µι�ø γωνÐαø Òσην êχοντα τ�ν Íπä ΒΑΕ τ¨ù Íπä ΗΖΛ, περÈ δà τ�̋ Òσα̋ γωνÐα̋
τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΕ τρÐγωνον τÀú ΖΗΛ τριγ¸νωú. Òση
�ρα âστÈν � Íπä ΑΕΒ γωνÐα τ¨ù Íπä ΖΛΗ. �λλ' � µàν Íπä ΑΕΒ τ¨ù Íπä ΑΜΒ âστιν
Òση: âπÈ γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ περιφερεÐα̋ βεβ κασιν: � δà Íπä ΖΛΗ τ¨ù Íπä ΖΝΗ: καÈ � Íπä
ΑΜΒ �ρα τ¨ù Íπä ΖΝΗ âστιν Òση. êστι δà καÈ æρθ� � Íπä ΒΑΜ æρθ¨ù τ¨ù Íπä ΗΖΝ
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Òση: καÈ � λοιπ� �ρα τ¨ù λοιπ¨ù âστιν Òση. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΜ τρÐγωνον τÀú
ΖΗΝ τριγ¸νωú. �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΒΜ πρä̋ τ�ν ΗΝ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν
ΗΖ. �λλ� τοÜ µàν τ¨̋ ΒΜ πρä̋ τ�ν ΗΝ λìγου διπλασÐων âστÈν å τοÜ �πä τ¨̋ ΒΜ
τετραγ¸νου πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΝ τετρ�γωνον, τοÜ δà τ¨̋ ΒΑ πρä̋ τ�ν ΗΖ διπλασÐων
âστÈν å τοÜ ΑΒΓ∆Ε πολυγ¸νου πρä̋ τä ΖΗ ΘΚΛ πολÔγωνον: καÈ ±̋ �ρα τä �πä
τ¨̋ ΒΜ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΗΝ τετρ�γωνον, οÕτω̋ τä ΑΒΓ∆Ε πολÔγωνον
πρä̋ τä ΖΗΘΚΛ πολÔγωνον.

Τ� �ρα âν τοØ̋ κÔκλοι̋ íµοια πολÔγωνα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ τ� �πä τÀν διαµèτρων
τετρ�γωνα: íπερ êδει δεØcαι.

XII.2

ΟÉ κÔκλοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ τ� �πä τÀν διαµèτρων τετρ�γωνα.
^Εστωσαν κÔκλοι οÉ ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ, δι�µετροι δà αÎτÀν [êστωσαν] αÉ Β∆, ΖΘ:

λèγω, íτι âστÈν ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Β∆
τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ τετρ�γωνον.
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ΕÊ γ�ρ µ  âστιν ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Β∆
τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ, êσται ±̋ τä �πä τ¨̋ Β∆ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ,
οÕτω̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ ¢τοι πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου χωρÐον £ πρä̋
µεØζον. êστω πρìτερον πρä̋ êλασσον τä Σ. καÈ âγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον
τετρ�γωνον τä ΕΖΗΘ: τä δ� âγγεγραµµèνον τετρ�γωνον µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ τοÜ
ΕΖΗΘ κÔκλου, âπειδ περ â�ν δι� τÀν Ε, Ζ, Η, Θ σηµεÐων âφαπτοµèνα̋ [εÎθεÐα̋]
τοÜ κÔκλου �γ�γωµεν, τοÜ περιγραφοµèνου περÈ τäν κÔκλον τετραγ¸νου ¡µισÔ âστι
τä ΕΖΗΘ τετρ�γωνον, τοÜ δà περιγραφèντο̋ τετραγ¸νου âλ�ττων âστÈν å κÔκλο̋:
¹στε τä ΕΖΗΘ âγγεγραµµèνον τετρ�γωνον µεØζìν âστι τοÜ �µÐσεω̋ τοÜ ΕΖΗΘ
κÔκλου. τετµ σθωσαν δÐχα αÉ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφèρειαι κατ� τ� Κ, Λ, Μ, Ν
σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΕ: καÈ éκαστον
�ρα τÀν ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγ¸νων µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ τοÜ καθ' áαυτä
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τµ µατο̋ τοÜ κÔκλου, âπειδ περ â�ν δι� τÀν Κ, Λ, Μ, Ν σηµεÐων âφαπτοµèνα̋ τοÜ
κÔκλου �γ�γωµεν καÈ �ναπληρ¸σωµεν τ� âπÈ τÀν ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ εÎθειÀν παρ-
αλληλìγραµµα, éκαστον τÀν ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγ¸νων ¡µισυ êσται τοÜ
καθ' áαυτä παραλληλογρ�µµου, �λλ� τä καθ' áαυτä τµ¨µα êλαττìν âστι τοÜ παρ-
αλληλογρ�µµου: ¹στε éκαστον τÀν ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγ¸νων µεØζìν âστι
τοÜ �µÐσεω̋ τοÜ καθ' áαυτä τµ µατο̋ τοÜ κÔκλου. τèµνοντε̋ δ� τ�̋ Íπολειποµèνα̋
περιφερεÐα̋ δÐχα καÈ âπιζευγνÔντε̋ εÎθεÐα̋ καÈ τοÜτο �εÈ ποιοÜντε̋ καταλεÐψοµèν
τινα �ποτµ µατα τοÜ κÔκλου, � êσται âλ�σσονα τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει å ΕΖΗΘ
κÔκλο̋ τοÜ Σ χωρÐου. âδεÐχθη γ�ρ âν τÀú πρ¸τωú θεωρ µατι τοÜ δεκ�του βιβλÐου, íτι
δÔο µεγεθÀν �νÐσων âκκειµèνων, â�ν �πä τοÜ µεÐζονο̋ �φαιρεθ¨ù µεØζον £ τä ¡µισυ
καÈ τοÜ καταλειποµèνου µεØζον £ τä ¡µισυ, καÈ τοÜτο �εÈ γÐγνηται, λειφθ σεταÐ τι
µèγεθο̋, ç êσται êλασσον τοÜ âκκειµèνου âλ�σσονο̋ µεγèθου̋. λελεÐφθω οÞν, καÈ
êστω τ� âπÈ τÀν ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΕ τµ µατα τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου
âλ�ττονα τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ τοÜ Σ χωρÐου. λοιπäν �ρα τä
ΕΚΖΛΗ ΜΘΝ πολÔγωνον µεØζìν âστι τοÜ Σ χωρÐου. âγγεγρ�φθω καÈ εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆
κÔκλον τÀú ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολυγ¸νωú íµοιον πολÔγωνον τä ΑCΒΟΓΠ∆Ρ: êστιν �ρα
±̋ τä �πä τ¨̋ Β∆ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ τετρ�γωνον, οÕτω̋ τä ΑCΒΟΓ-
Π∆Ρ πολÔγωνον πρä̋ τä ΕΚΖΛ ΗΜΘΝ πολÔγωνον. �λλ� καÈ ±̋ τä �πä τ¨̋ Β∆
τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τä Σ χωρÐον: καÈ
±̋ �ρα å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τä Σ χωρÐον, οÕτω̋ τä ΑCΒΟΓΠ∆Ρ πολÔγωνον πρä̋
τä ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολÔγωνον: âναλλ�c �ρα ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τä âν αÎτÀú
πολÔγωνον, οÕτω̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τä ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολÔγωνον. µεÐζων δà å
ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ τοÜ âν αÎτÀú πολυγ¸νου: µεØζον �ρα καÈ τä Σ χωρÐον τοÜ ΕΚΖΛΗ-
ΜΘΝ πολυγ¸νου. �λλ� καÈ êλαττον: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα âστÈν ±̋ τä �πä
τ¨̋ Β∆ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ êλασσìν τι
τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου χωρÐον. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà ±̋ τä �πä ΖΘ πρä̋ τä �πä
Β∆, οÕτω̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου χωρÐον.

Λèγω δ , íτι οÎδà ±̋ τä �πä τ¨̋ Β∆ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋
πρä̋ µεØζìν τι τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου χωρÐον.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω πρä̋ µεØζον τä Σ. �ν�παλιν �ρα [âστÈν] ±̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ
τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆Β, οÕτω̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον. �λλ'
±̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ êλαττìν τι
τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου χωρÐον: καÈ ±̋ �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΘ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β∆, οÕτω̋ å
ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου χωρÐον: íπερ �δÔνατον âδεÐχθη.
οÎκ �ρα âστÈν ±̋ τä �πä τ¨̋ Β∆ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆
κÔκλο̋ πρä̋ µεØζìν τι τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου χωρÐον. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà πρä̋ êλασσον:
êστιν �ρα ±̋ τä �πä τ¨̋ Β∆ τετρ�γωνον πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΖΘ, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋
πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον.

ΟÉ �ρα κÔκλοι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ τ� �πä τÀν διαµèτρων τετρ�γωνα: íπερ
êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

Λèγω δ , íτι τοÜ Σ χωρÐου µεÐζονο̋ îντο̋ τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου âστÈν ±̋ τä Σ
χωρÐον πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ êλαττìν τι τοÜ ΑΒΓ∆
κÔκλου χωρÐον.
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Γεγονèτω γ�ρ ±̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋
πρä̋ τä Τ χωρÐον. λèγω, íτι êλαττìν âστι τä Τ χωρÐον τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου. âπεÈ
γ�ρ âστιν ±̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ τä
Τ χωρÐον, âναλλ�c âστιν ±̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆
κÔκλο̋ πρä̋ τä Τ χωρÐον. µεØζον δà τä Σ χωρÐον τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου: µεÐζων �ρα
καÈ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ τοÜ Τ χωρÐου. ¹στε âστÈν ±̋ τä Σ χωρÐον πρä̋ τäν ΑΒΓ∆
κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ êλαττìν τι τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου χωρÐον: íπερ
êδει δεØcαι.

XII.3

Π�σα πυραµÈ̋ τρÐγωνον êχουσα β�σιν διαιρεØται εÊ̋ δÔο πυραµÐδα̋ Òσα̋ τε καÈ åµοÐα̋
�λλ λαι̋ καÈ [åµοÐα̋] τ¨ù íληù τριγ¸νου̋ âχοÔσα̋ β�σει̋ καÈ εÊ̋ δÔο πρÐσµατα Òσα:
καÈ τ� δÔο πρÐσµατα µεÐζον� âστιν £ τä ¡µισυ τ¨̋ íλη̋ πυραµÐδο̋.

^Εστω πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον:
λèγω, íτι � ΑΒΓ∆ πυραµÈ̋ διαιρεØται εÊ̋ δÔο πυραµÐδα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ τριγ¸νου̋
β�σει̋ âχοÔσα̋ καÈ åµοÐα̋ τ¨ù íληù καÈ εÊ̋ δÔο πρÐσµατα Òσα: καÈ τ� δÔο πρÐσµατα
µεÐζον� âστιν £ τä ¡µισυ τ¨̋ íλη̋ πυραµÐδο̋.

Α

Β

Γ

∆

Ε Ζ
Η

Θ

Κ
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Τετµ σθωσαν γ�ρ αÉ ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, Α∆, ∆Β, ∆Γ δÐχα κατ� τ� Ε, Ζ, Η, Θ, Κ, Λ
σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΘΕ, ΕΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΘ, ΚΖ, ΖΗ. âπεÈ Òση âστÈν �
µàν ΑΕ τ¨ù ΕΒ, � δà ΑΘ τ¨ù ∆Θ, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΕΘ τ¨ù ∆Β. δι� τ� αÎτ� δ�
καÈ � ΘΚ τ¨ù ΑΒ παρ�λληλì̋ âστιν. παραλληλìγραµµον �ρα âστÈ τä ΘΕ ΒΚ: Òση �ρα
âστÈν � ΘΚ τ¨ù ΕΒ. �λλ� � ΕΒ τ¨ù ΕΑ âστιν Òση: καÈ � ΑΕ �ρα τ¨ù ΘΚ âστιν Òση. êστι
δà καÈ � ΑΘ τ¨ù Θ∆ Òση: δÔο δ� αÉ ΕΑ, ΑΘ δυσÈ ταØ̋ ΚΘ, Θ∆ Òσαι εÊσÈν áκατèρα
áκατèραø: καÈ γωνÐα � Íπä ΕΑΘ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΚΘ∆ Òση: β�σι̋ �ρα � ΕΘ β�σει τ¨ù
Κ∆ âστιν Òση. Òσον �ρα καÈ íµοιìν âστι τä ΑΕΘ τρÐγωνον τÀú ΘΚ∆ τριγ¸νωú. δι� τ�
αÎτ� δ� καÈ τä ΑΘΗ τρÐγωνον τÀú ΘΛ∆ τριγ¸νωú Òσον τè âστι καÈ íµοιον. καÈ âπεÈ
δÔο εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων αÉ ΕΘ, ΘΗ παρ� δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋ �λλ λων τ�̋
Κ∆, ∆Λ εÊσιν οÎκ âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú οÞσαι, Òσα̋ γωνÐα̋ περιècουσιν. Òση �ρα âστÈν
� Íπä ΕΘΗ γωνÐα τ¨ù Íπä Κ∆Λ γωνÐαø. καÈ âπεÈ δÔο εÎθεØαι αÉ ΕΘ, ΘΗ δυσÈ ταØ̋ Κ∆,
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∆Λ Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø, καÈ γωνÐα � Íπä ΕΘΗ γωνÐαø τ¨ù Íπä Κ∆Λ âστιν Òση,
β�σι̋ �ρα � ΕΗ β�σει τ¨ù ΚΛ [âστιν] Òση: Òσον �ρα καÈ íµοιìν âστι τä ΕΘΗ τρÐγωνον
τÀú Κ∆Λ τριγ¸νωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä ΑΕΗ τρÐγωνον τÀú ΘΚΛ τριγ¸νωú Òσον τε
καÈ íµοιìν âστιν. � �ρα πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΗ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä
Θ σηµεØον, Òση καÈ åµοÐα âστÈ πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΘΚΛ τρÐγωνον, κορυφ�
δà τä ∆ σηµεØον. καÈ âπεÈ τριγ¸νου τοÜ Α∆Β παρ� µÐαν τÀν πλευρÀν τ�ν ΑΒ ªκται �
ΘΚ, Êσογ¸νιìν âστι τä Α∆Β τρÐγωνον τÀú ∆ΘΚ τριγ¸νωú, καÈ τ�̋ πλευρ�̋ �ν�λογον
êχουσιν: íµοιον �ρα âστÈ τä Α∆Β τρÐγωνον τÀú ∆ΘΚ τριγ¸νωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ
τä µàν ∆ΒΓ τρÐγωνον τÀú ∆ΚΛ τριγ¸νωú íµοιìν âστιν, τä δà Α∆Γ τÀú ∆ΛΘ. καÈ âπεÈ
δÔο εÎθεØαι �πτìµεναι �λλ λων αÉ ΒΑ, ΑΓ παρ� δÔο εÎθεÐα̋ �πτοµèνα̋ �λλ λων τ�̋
ΚΘ, ΘΛ εÊσιν οÎκ âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú, Òσα̋ γωνÐα̋ περιècουσιν. Òση �ρα âστÈν �
Íπä ΒΑΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΚΘΛ. καÐ âστιν ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ � ΚΘ πρä̋
τ�ν ΘΛ: íµοιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΘΚΛ τριγ¸νωú. καÈ πυραµÈ̋ �ρα, ©̋
β�σι̋ µèν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, åµοÐα âστÈ πυραµÐδι, ©̋
β�σι̋ µèν âστι τä ΘΚΛ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον. �λλ� πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋
µàν [âστι] τä ΘΚΛ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, åµοÐα âδεÐχθη πυραµÐδι, ©̋
β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΗ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Θ σηµεØον [¹στε καÈ πυραµÐ̋, ©̋
β�σι̋ µàν τä ΑΒΓ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, åµοÐα âστÈ πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋
µàν τä ΑΕΗ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Θ σηµεØον]. áκατèρα �ρα τÀν ΑΕΗΘ, ΘΚΛ∆
πυραµÐδων åµοÐα âστÈ τ¨ù íληù

τ¨ù ΑΒΓ∆ πυραµÐδι. ̥ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΖ τ¨ù ΖΓ, διπλ�σιìν âστι τä ΕΒΖΗ παρ-
αλληλìγραµµον τοÜ ΗΖΓ τριγ¸νου. καÈ âπεÐ, â�ν ªù δÔο πρÐσµατα Êσοϋψ¨, καÈ τä µàν
êχηù β�σιν παραλληλìγραµµον, τä δà τρÐγωνον, διπλ�σιον δà ªù τä παραλληλìγραµµον
τοÜ τριγ¸νου, Òσα âστÈ τ� πρÐσµατα, Òσον �ρα âστÈ τä πρÐσµα τä περιεχìµενον Íπä
δÔο µàν τριγ¸νων τÀν ΒΚΖ, ΕΘΗ, τριÀν δà παραλληλογρ�µµων τÀν ΕΒΖΗ, ΕΒΚΘ,
ΘΚΖΗ τÀú πρÐσµατι τÀú περιεχοµèνωú Íπä δÔο µàν τριγ¸νων τÀν ΗΖΓ, ΘΚΛ, τριÀν
δà παραλληλογρ�µµων τÀν ΚΖΓΛ, ΛΓΗΘ, ΘΚΖΗ. καÈ φανερìν, íτι áκ�τερον τÀν
πρισµ�των, οÝ τε β�σι̋ τä ΕΒΖΗ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà � ΘΚ εÎθεØα, καÈ
οÝ β�σι̋ τä ΗΖΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ΘΚΛ τρÐγωνον, µεØζìν âστιν áκατèρα̋
τÀν πυραµÐδων, Áν β�σει̋ µàν τ� ΑΕΗ, ΘΚΛ τρÐγωνα, κορυφαÈ δà τ� Θ, ∆ σηµεØα,
âπειδ περ [καÈ] â�ν âπιζεÔcωµεν τ�̋ ΕΖ, ΕΚ εÎθεÐα̋, τä µàν πρÐσµα, οÝ β�σι̋ τä
ΕΒΖΗ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà � ΘΚ εÎθεØα, µεØζìν âστι τ¨̋ πυραµÐδο̋,
©̋ β�σι̋ τä ΕΒΖ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Κ σηµεØον. �λλ' � πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ τä ΕΒΖ
τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Κ σηµεØον, Òση âστÈ πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ τä ΑΕΗ τρÐγωνον,
κορυφ� δà τä Θ σηµεØον: Íπä γ�ρ Òσων καÈ åµοÐων âπιπèδων περιèχονται. ¹στε καÈ
τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä ΕΒΖΗ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà � ΘΚ εÎθεØα,
µεØζìν âστι πυραµÐδο̋, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΑΕΗ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Θ σηµεØον. Òσον
δà τä µàν πρÐσµα, οÝ β�σι̋ τä ΕΒΖΗ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà � ΘΚ εÎθεØα,
τÀú πρÐσµατι, οÝ β�σι̋ µàν τä ΗΖΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ΘΚΛ τρÐγωνον: � δà
πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ τä ΑΕΗ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Θ σηµεØον, Òση âστÈ πυραµÐδι, ©̋
β�σι̋ τä ΘΚΛ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον. τ� �ρα εÊρηµèνα δÔο πρÐσµατα
µεÐζον� âστι τÀν εÊρηµèνων δÔο πυραµÐδων, Áν β�σει̋ µàν τ� ΑΕΗ, ΘΚΛ τρÐγωνα,
κορυφαÈ δà τ� Θ, ∆ σηµεØα.

ÃΗ �ρα íλη πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, δι ùρηται
εÒ̋ τε δÔο πυραµÐδα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ [καÈ åµοÐα̋ τ¨ù íληù] καÈ εÊ̋ δÔο πρÐσµατα Òσα, καÈ
τ� δÔο πρÐσµατα µεÐζον� âστιν £ τä ¡µισυ τ¨̋ íλη̋ πυραµÐδο̋: íπερ êδει δεØcαι.
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XII.4

ÇΕ�ν Âσι δÔο πυραµÐδε̋ Íπä τä αÎτä Õψο̋ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋, διαιρεθ¨ù δà
áκατèρα αÎτÀν εÒ̋ τε δÔο πυραµÐδα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ καÈ åµοÐα̋ τ¨ù íληù καÈ εÊ̋ δÔο
πρÐσµατα Òσα, êσται ±̋ � τ¨̋ µι�̋ πυραµÐδο̋ β�σι̋ πρä̋ τ�ν τ¨̋ áτèρα̋ πυραµÐδο̋
β�σιν, οÕτω̋ τ� âν τ¨ù µι�ø πυραµÐδι πρÐσµατα π�ντα πρä̋ τ� âν τ¨ù áτèραø πυραµÐδι
πρÐσµατα π�ντα Êσοπληθ¨.
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^Εστωσαν δÔο πυραµÐδε̋ Íπä τä αÎτä Õψο̋ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ τ�̋ ΑΒΓ,
∆ΕΖ, κορυφ�̋ δà τ� Η, Θ σηµεØα, καÈ διηùρ σθω áκατèρα αÎτÀν εÒ̋ τε δÔο πυραµÐδα̋
Òσα̋ �λλ λαι̋ καÈ åµοÐα̋ τ¨ù íληù καÈ εÊ̋ δÔο πρÐσµατα Òσα: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΑΒΓ
β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τ� âν τ¨ù ΑΒΓΗ πυραµÐδι πρÐσµατα π�ντα πρä̋ τ�
âν τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι πρÐσµατα Êσοπληθ¨.

ÇΕπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � µàν ΒC τ¨ù CΓ, � δà ΑΛ τ¨ù ΛΓ, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν �
ΛC τ¨ù ΑΒ καÈ íµοιον τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΛCΓ τριγ¸νωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä
∆ΕΖ τρÐγωνον τÀú ΡΦΖ τριγ¸νωú íµοιìν âστιν. καÈ âπεÈ διπλασÐων âστÈν � µàν ΒΓ τ¨̋
ΓC, � δà ΕΖ τ¨̋ ΖΦ, êστιν �ρα ±̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΓC, οÕτω̋ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΖΦ. καÈ
�ναγèγραπται �πä µàν τÀν ΒΓ, ΓC íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα εÎθÔγραµµα τ� ΑΒΓ,
ΛCΓ, �πä δà τÀν ΕΖ, ΖΦ íµοι� τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενα [εÎθÔγραµµα] τ� ∆ΕΖ, ΡΦΖ.
êστιν �ρα ±̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΛCΓ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον πρä̋
τä ΡΦΖ τρÐγωνον: âναλλ�c �ρα âστÈν ±̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ∆ΕΖ [τρÐγωνον],
οÕτω̋ τä ΛCΓ [τρÐγωνον] πρä̋ τä ΡΦΖ τρÐγωνον. �λλ' ±̋ τä ΛCΓ τρÐγωνον πρä̋ τä
ΡΦΖ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν [âστι] τä ΛCΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον
δà τä ΟΜΝ, πρä̋ τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä ΡΦΖ τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ΣΤΥ:
καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋
µàν τä ΛCΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ΟΜΝ, πρä̋ τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä ΡΦΖ
τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ΣΤΥ. ±̋ δà τ� εÊρηµèνα πρÐσµατα πρä̋ �λληλα, οÕτω̋ τä
πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä ΚΒCΛ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà � ΟΜ εÎθεØα, πρä̋
τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä ΠΕΦΡ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον δà � ΣΤ εÎθεØα.
καÈ τ� δÔο �ρα πρÐσµατα, οÝ τε β�σι̋ µàν τä ΚΒCΛ παραλληλìγραµµον, �πεναντÐον
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δà � ΟΜ, καÈ οÝ β�σι̋ µàν τä ΛCΓ, �πεναντÐον δà τä ΟΜΝ, πρä̋ τ� πρÐσµατα, οÝ τε
β�σι̋ µàν τä ΠΕΦΡ, �πεναντÐον δà � ΣΤ εÎθεØα, καÈ οÝ β�σι̋ µàν τä ΡΦΖ τρÐγωνον,
�πεναντÐον δà τä ΣΤΥ. καÈ ±̋ �ρα � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τ�
εÊρηµèνα δÔο πρÐσµατα πρä̋ τ� εÊρηµèνα δÔο πρÐσµατα.

ΚαÈ åµοÐω̋, â�ν διαιρεθÀσιν αÉ ΟΜΝΗ, ΣΤΥΘ πυραµÐδε̋ εÒ̋ τε δÔο πρÐσµατα καÈ
δÔο πυραµÐδα̋, êσται ±̋ � ΟΜΝ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΣΤΥ β�σιν, οÕτω̋ τ� âν τ¨ù ΟΜ
ΝΗ πυραµÐδι δÔο πρÐσµατα πρä̋ τ� âν τ¨ù ΣΤΥΘ πυραµÐδι δÔο πρÐσµατα. �λλ' ±̋ �
ΟΜΝ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΣΤΥ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν: Òσον
γ�ρ áκ�τερον τÀν ΟΜΝ, ΣΤΥ τριγ¸νων áκατèρωú τÀν ΛCΓ, ΡΦΖ. καÈ ±̋ �ρα � ΑΒΓ
β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τ� τèσσαρα πρÐσµατα πρä̋ τ� τèσσαρα πρÐσµατα.
åµοÐω̋ δà κ�ν τ�̋ Íπολειποµèνα̋ πυραµÐδα̋ διèλωµεν εÒ̋ τε δÔο πυραµÐδα̋ καÈ εÊ̋
δÔο πρÐσµατα, êσται ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τ� âν τ¨ù ΑΒ ΓΗ
πυραµÐδι πρÐσµατα π�ντα πρä̋ τ� âν τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι πρÐσµατα π�ντα Êσοπληθ¨:
íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

�Οτι δè âστιν ±̋ τä ΛCΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ΡΦΖ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä πρÐσµα, οÝ
β�σι̋ τä ΛCΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ΟΜΝ, πρä̋ τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä
ΡΦΖ [τρÐγωνον], �πεναντÐον δà τä ΣΤΥ, οÕτω δεικτèον.

ÇΕπÈ γ�ρ τ¨̋ αÎτ¨̋ καταγραφ¨̋ νενο σθωσαν �πä τÀν Η, Θ κ�θετοι âπÈ τ� ΑΒΓ,
∆ΕΖ âπÐπεδα, Òσαι δηλαδ� τυγχ�νουσαι δι� τä ÊσοϋψεØ̋ ÍποκεØσθαι τ�̋ πυραµÐδα̋.
καÈ âπεÈ δÔο εÎθεØαι ¡ τε ΗΓ καÈ � �πä τοÜ Η κ�θετο̋ Íπä παραλλ λων âπιπèδων
τÀν ΑΒΓ, ΟΜΝ τèµνονται, εÊ̋ τοÌ̋ αÎτοÌ̋ λìγου̋ τµηθ σονται. καÈ τèτµηται � ΗΓ
δÐχα Íπä τοÜ ΟΜΝ âπιπèδου κατ� τä Ν: καÈ � �πä τοÜ Η �ρα κ�θετο̋ âπÈ τä ΑΒΓ
âπÐπεδον δÐχα τµηθ σεται Íπä τοÜ ΟΜΝ âπιπèδου. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � �πä τοÜ Θ
κ�θετο̋ âπÈ τä ∆ΕΖ âπÐπεδον δÐχα τµηθ σεται Íπä τοÜ ΣΤΥ âπιπèδου. καÐ εÊσιν Òσαι
αÉ �πä τÀν Η, Θ κ�θετοι âπÈ τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ âπÐπεδα: Òσαι �ρα καÈ αÉ �πä τÀν ΟΜΝ,
ΣΤΥ τριγ¸νων âπÈ τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ κ�θετοι. Êσοϋψ¨ �ρα [âστÈ] τ� πρÐσµατα, Áν β�σει̋
µèν εÊσι τ� ΛCΓ, ΡΦΖ τρÐγωνα, �πεναντÐον δà τ� ΟΜΝ, ΣΤΥ. ¹στε καÈ τ� στερε�
παραλληλεπÐπεδα τ� �πä τÀν εÊρηµèνων πρισµ�των �ναγραφìµενα Êσοϋψ¨ καÈ πρä̋
�λληλα [εÊσÈν] ±̋ αÉ β�σει̋: καÈ τ� �µÐση �ρα âστÈν ±̋ � ΛCΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΡΦΖ
β�σιν, οÕτω̋ τ� εÊρηµèνα πρÐσµατα πρä̋ �λληλα: íπερ êδει δεØcαι.

XII.5

ΑÉ Íπä τä αÎτä Õψο̋ οÞσαι πυραµÐδε̋ καÈ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ πρä̋ �λλ λα̋
εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋.

^Εστωσαν Íπä τä αÎτä Õψο̋ πυραµÐδε̋, Áν β�σει̋ µàν τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ τρÐγωνα,
κορυφαÈ δà τ� Η, Θ σηµεØα: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν,
οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµÐδα.



400 BIBΛION XII.

Α

Β

Γ
∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

C

Ο

Π

Ρ

Σ

Τ

Υ

Φ

Χ

ΕÊ γ�ρ µ  âστιν ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋
τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµÐδα, êσται ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ
πυραµÈ̋ ¢τοι πρä̋ êλασσìν τι τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ στερεäν £ πρä̋ µεØζον. êστω
πρìτερον πρä̋ êλασσον τä Χ, καÈ διηùρ σθω � ∆ΕΖΘ πυραµÈ̋ εÒ̋ τε δÔο πυραµÐδα̋
Òσα̋ �λλ λαι̋ καÈ åµοÐα̋ τ¨ù íληù καÈ εÊ̋ δÔο πρÐσµατα Òσα: τ� δ� δÔο πρÐσµατα µεÐζον�
âστιν £ τä ¡µισυ τ¨̋ íλη̋ πυραµÐδο̋. καÈ π�λιν αÉ âκ τ¨̋ διαιρèσεω̋ γινìµεναι πυ-
ραµÐδε̋ åµοÐω̋ διηùρ σθωσαν, καÈ τοÜτο �εÈ γινèσθω, éω̋ οÝ λειφθÀσÐ τινε̋ πυραµÐδε̋
�πä τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋, αÑ εÊσιν âλ�ττονε̋ τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει � ∆Ε ΖΘ πυ-
ραµÈ̋ τοÜ Χ στερεοÜ. λελεÐφθωσαν καÈ êστωσαν λìγου éνεκεν αÉ ∆ΠΡΣ, ΣΤΥΘ:
λοιπ� �ρα τ� âν τ¨ù ∆Ε ΖΘ πυραµÐδι πρÐσµατα µεÐζον� âστι τοÜ Χ στερεοÜ. διηùρ σθω
καÈ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ åµοÐω̋ καÈ ÊσοπληθÀ̋ τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι: êστιν �ρα ±̋ �
ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τ� âν τ¨ù ΑΒΓΗ πυραµÐδι πρÐσµατα πρä̋ τ�
âν τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι πρÐσµατα. �λλ� καÈ ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν,
οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τä Χ στερεìν: καÈ ±̋ �ρα � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τä
Χ στερεìν, οÕτω̋ τ� âν τ¨ù ΑΒΓΗ πυραµÐδι πρÐσµατα πρä̋ τ� âν τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι
πρÐσµατα: âναλλ�c �ρα ±̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τ� âν αÎτ¨ù πρÐσµατα, οÕτω̋ τä Χ
στερεäν πρä̋ τ� âν τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι πρÐσµατα. µεÐζων δà � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ τÀν âν
αÎτ¨ù πρισµ�των: µεØζον �ρα καÈ τä Χ στερεäν τÀν âν τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι πρισµ�των.
�λλ� καÈ êλαττον: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα âστÈν ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν
∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ êλασσìν τι τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ στερεìν.
åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι οÎδà ±̋ � ∆ΕΖ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΑΒΓ β�σιν, οÕτω̋ �
∆ΕΖΘ πυραµÈ̋ πρä̋ êλαττìν τι τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ στερεìν.

Λèγω δ , íτι οÎκ êστιν οÎδà ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ
πυραµÈ̋ πρä̋ µεØζìν τι τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ στερεìν.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω πρä̋ µεØζον τä Χ: �ν�παλιν �ρα âστÈν ±̋ � ∆ΕΖ β�σι̋
πρä̋ τ�ν ΑΒΓ β�σιν, οÕτω̋ τä Χ στερεäν πρä̋ τ�ν ΑΒΓΗ πυραµÐδα. ±̋ δà τä Χ
στερεäν πρä̋ τ�ν ΑΒΓΗ πυραµÐδα, οÕτω̋ � ∆ΕΖΘ πυραµÈ̋ πρä̋ êλασσìν τι τ¨̋
ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋, ±̋ êµπροσθεν âδεÐχθη: καÈ ±̋ �ρα � ∆ΕΖ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΑΒΓ
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β�σιν, οÕτω̋ � ∆ΕΖΘ πυραµÈ̋ πρä̋ êλασσìν τι τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋: íπερ �τοπον
âδεÐχθη. οÎκ �ρα âστÈν ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋
πρä̋ µεØζìν τι τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ στερεìν. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà πρä̋ êλασσον.
êστιν �ρα ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν
∆ΕΖΘ πυραµÐδα: íπερ êδει δεØcαι.

XII.6

ΑÉ Íπä τä αÎτä Õψο̋ οÞσαι πυραµÐδε̋ καÈ πολυγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ πρä̋ �λλ λα̋
εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋.

^Εστωσαν Íπä τä αÎτä Õψο̋ πυραµÐδε̋, Áν [αÉ] β�σει̋ µàν τ� ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ
πολÔγωνα, κορυφαÈ δà τ� Μ, Ν σηµεØα: λèγω, íτι âστÈν ±̋ � ΑΒΓ∆Ε β�σι̋ πρä̋
τ�ν ΖΗΘΚΛ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΚΛΝ πυραµÐδα.
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ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΑΓ, Α∆, ΖΘ, ΖΚ. âπεÈ οÞν δÔο πυραµÐδε̋ εÊσÈν αÉ ΑΒΓΜ,
ΑΓ∆Μ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ καÈ Õψο̋ Òσον, πρä̋ �λλ λα̋ εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋:
êστιν �ρα ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΑΓ∆ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓΜ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν
ΑΓ∆Μ πυραµÐδα. καÈ συνθèντι ±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΑΓ∆ β�σιν, οÕτω̋ �
ΑΒΓ∆Μ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΑΓ∆Μ πυραµÐδα. �λλ� καÈ ±̋ � ΑΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν
Α∆Ε β�σιν, οÕτω̋ � ΑΓ∆Μ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν Α∆ΕΜ πυραµÐδα. δÐ Òσου �ρα ±̋
� ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν Α∆Ε β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓ∆Μ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν Α∆ΕΜ
πυραµÐδα. καÈ συνθèντι π�λιν, ±̋ � ΑΒΓ∆Ε β�σι̋ πρä̋ τ�ν Α∆Ε β�σιν, οÕτω̋ �
ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν Α∆ΕΜ πυραµÐδα. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι καÈ ±̋ �
ΖΗΘΚΛ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ καÈ � ΖΗΘΚΛΝ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΝ
πυραµÐδα. καÈ âπεÈ δÔο πυραµÐδε̋ εÊσÈν αÉ Α∆ ΕΜ, ΖΗΘΝ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋
καÈ Õψο̋ Òσον, êστιν �ρα ±̋ � Α∆Ε β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ � Α∆ΕΜ
πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΝ πυραµÐδα. �λλ' ±̋ � Α∆Ε β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΑΒΓ∆Ε β�σιν,
οÕτω̋ ªν � Α∆ ΕΜ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµÐδα. καÈ δÐ Òσου �ρα ±̋ �
ΑΒΓ∆Ε β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΝ
πυραµÐδα. �λλ� µ�ν καÈ ±̋ � ΖΗΘ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΚΛ β�σιν, οÕτω̋ ªν καÈ �
ΖΗΘΝ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΚΛΝ πυραµÐδα. καÈ δÐ Òσου �ρα ±̋ � ΑΒΓ∆Ε β�σι̋
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πρä̋ τ�ν ΖΗΘΚΛ β�σιν, οÕτω̋ � ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΗΘΚΛΝ πυραµÐδα:
íπερ êδει δεØcαι.

XII.7

Π�ν πρÐσµα τρÐγωνον êχον β�σιν διαιρεØται εÊ̋ τρεØ̋ πυραµÐδα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ τριγ¸νου̋
β�σει̋ âχοÔσα̋.

^Εστω πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µàν τä ΑΒΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον δà τä ∆ΕΖ: λèγω, íτι
τä ΑΒΓ∆ΕΖ πρÐσµα διαιρεØται εÊ̋ τρεØ̋ πυραµÐδα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ τριγ¸νου̋ âχοÔσα̋
β�σει̋.

ΑΒ

Γ

∆Ε

Ζ

ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ Β∆, ΕΓ, Γ∆. âπεÈ παραλληλìγραµµìν âστι τä ΑΒΕ∆,
δι�µετρο̋ δà αÎτοÜ âστιν � Β∆, Òσον �ρα âστÈ τä ΑΒ∆ τρÐγωνον τÀú ΕΒ∆ τριγ¸νωú:
καÈ � πυραµÈ̋ �ρα, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΑΒ∆ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Γ σηµεØον, Òση
âστÈ πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ∆ΕΒ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Γ σηµεØον. �λλ� �
πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ∆ΕΒ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Γ σηµεØον, � αÎτ  âστι
πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΒΓ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον: Íπä γ�ρ τÀν
αÎτÀν âπιπèδων περιèχεται. καÈ πυραµÈ̋ �ρα, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΒ∆ τρÐγωνον,
κορυφ� δà τä Γ σηµεØον, Òση âστÈ πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΒΓ τρÐγωνον,
κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον. π�λιν, âπεÈ παραλληλìγραµµìν âστι τä ΖΓΒΕ, δι�µετρο̋
δè âστιν αÎτοÜ � ΓΕ, Òσον âστÈ τä ΓΕΖ τρÐγωνον τÀú ΓΒΕ τριγ¸νωú. καÈ πυραµÈ̋ �ρα,
©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΒΓΕ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, Òση âστÈ πυραµÐδι, ©̋
β�σι̋ µèν âστι τä ΕΓΖ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον. � δà πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν
âστι τä ΒΓΕ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, Òση âδεÐχθη πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µèν
âστι τä ΑΒ∆ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Γ σηµεØον: καÈ πυραµÈ̋ �ρα, ©̋ β�σι̋ µèν âστι
τä ΓΕΖ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον, Òση âστÈ πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µàν [âστι] τä
ΑΒ∆ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Γ σηµεØον: δι ùρηται �ρα τä ΑΒΓ∆ΕΖ πρÐσµα εÊ̋ τρεØ̋
πυραµÐδα̋ Òσα̋ �λλ λαι̋ τριγ¸νου̋ âχοÔσα̋ β�σει̋.

ΚαÈ âπεÈ πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΒ∆ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Γ σηµεØον, �
αÎτ  âστι πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ τä ΓΑΒ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον: Íπä γ�ρ τÀν
αÎτÀν âπιπèδων περιèχονται: � δà πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ τä ΑΒ∆ τρÐγωνον, κορυφ� δà
τä Γ σηµεØον, τρÐτον âδεÐχθη τοÜ πρÐσµατο̋, οÝ β�σι̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον
δà τä ∆ΕΖ, καÈ � πυραµÈ̋ �ρα, ©̋ β�σι̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä ∆ σηµεØον,
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τρÐτον âστÈ τοÜ πρÐσµατο̋ τοÜ êχοντο̋ β�σιν τ�ν αÎτ�ν τä ΑΒΓ τρÐγωνον, �πεναντÐον
δà τä ∆ΕΖ.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι π�σα πυραµÈ̋ τρÐτον µèρο̋ âστÈ τοÜ πρÐσµατο̋ τοÜ τ�ν
αÎτ�ν β�σιν êχοντο̋ αÎτ¨ù καÈ Õψο̋ Òσον [âπειδ περ κ�ν éτερìν τι σχ¨µα εÎθÔγραµµον
êχηù � β�σι̋ τοÜ πρÐσµατο̋, τοιοÜτο καÈ τä �πεναντÐον, καÈ διαιρεØται εÊ̋ πρÐσµατα
τρÐγωνα êχοντα τ�̋ β�σει̋ καÈ τ� �πεναντÐον, καÈ ±̋ � íλη β�σι̋ πρä̋ éκαστον]:
íπερ êδει δεØcαι.

XII.8

ΑÉ íµοιαι πυραµÐδε̋ καÈ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν
åµολìγων πλευρÀν.
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^Εστωσαν íµοιαι καÈ åµοÐω̋ κεÐµεναι πυραµÐδε̋, Áν β�σει̋ µèν εÊσι τ� ΑΒΓ, ∆ΕΖ
τρÐγωνα, κορυφαÈ δà τ� Η, Θ σηµεØα: λèγω, íτι � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖΘ
πυραµÐδα τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ.

Συµπεπληρ¸σθω γ�ρ τ� ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ στερε� παραλληλεπÐπεδα. καÈ âπεÈ åµοÐα
âστÈν � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι, Òση �ρα âστÈν � µàν Íπä ΑΒΓ γωνÐα
τ¨ù Íπä ∆ΕΖ γωνÐαø, � δà Íπä ΗΒΓ τ¨ù Íπä ΘΕΖ, � δà Íπä ΑΒΗ τ¨ù Íπä ∆ΕΘ, καÐ
âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ∆Ε, οÕτω̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ, καÈ � ΒΗ πρä̋ τ�ν ΕΘ.
καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ∆Ε, οÕτω̋ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ, καÈ περÈ Òσα̋
γωνÐα̋ αÉ πλευραÈ �ν�λογìν εÊσιν, íµοιον �ρα âστÈ τä ΒΜ παραλληλìγραµµον τÀú ΕΠ
παραλληλογρ�µµωú. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ τä µàν ΒΝ τÀú ΕΡ íµοιìν âστι, τä δà ΒΚ τÀú
ΕC: τ� τρÐα �ρα τ� ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ τρισÈ τοØ̋ ΕΠ, ΕC, ΕΡ íµοι� âστιν. �λλ� τ� µàν
τρÐα τ� ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον Òσα τε καÈ íµοι� âστιν, τ� δà τρÐα τ� ΕΠ,
ΕC, ΕΡ τρισÈ τοØ̋ �πεναντÐον Òσα τε καÈ íµοι� âστιν. τ� ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ �ρα στερε�
Íπä åµοÐων âπιπèδων Òσων τä πλ¨θο̋ περιèχεται. íµοιον �ρα âστÈ τä ΒΗΜΛ στερεäν
τÀú ΕΘΠΟ στερεÀú. τ� δà íµοια στερε� παραλληλεπÐπεδα âν τριπλασÐονι λìγωú âστÈ
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τÀν åµολìγων πλευρÀν. τä ΒΗΜΛ �ρα στερεäν πρä̋ τä ΕΘΠΟ στερεäν τριπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ � åµìλογο̋ πλευρ� � ΒΓ πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν τ�ν ΕΖ. ±̋ δà
τä ΒΗΜΛ στερεäν πρä̋ τä ΕΘΠΟ στερεìν, οÕτω̋ � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖΘ
πυραµÐδα, âπειδ περ � πυραµÈ̋ éκτον µèρο̋ âστÈ τοÜ στερεοÜ δι� τä καÈ τä πρÐσµα
¡µισυ ïν τοÜ στερεοÜ παραλληλεπιπèδου τριπλ�σιον εÚναι τ¨̋ πυραµÐδο̋. καÈ � ΑΒΓΗ
�ρα πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµÐδα τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν
ΕΖ: íπερ êδει δεØcαι.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι καÈ αÉ πολυγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ íµοιαι πυραµÐδε̋
πρä̋ �λλ λα̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν. διαιρεθεισÀν γ�ρ
αÎτÀν εÊ̋ τ�̋ âν αÎταØ̋ πυραµÐδα̋ τριγ¸νου̋ β�σει̋ âχοÔσα̋ τÀú καÈ τ� íµοια
πολÔγωνα τÀν β�σεων εÊ̋ íµοια τρÐγωνα διαιρεØσθαι καÈ Òσα τÀú πλ θει καÈ åµìλογα
τοØ̋ íλοι̋ êσται ±̋ [�] âν τ¨ù áτèραø µÐα πυραµÈ̋ τρÐγωνον êχουσα β�σιν πρä̋ τ�ν âν
τ¨ù áτèραø µÐαν πυραµÐδα τρÐγωνον êχουσαν β�σιν, οÕτω̋ καÈ �πασαι αÉ âν τ¨ù áτèραø πυ-
ραµÐδι πυραµÐδε̋ τριγ¸νου̋ êχουσαι β�σει̋ πρä̋ τ�̋ âν τ¨ù áτèραø πυραµÐδι πυραµÐδα̋
τριγ¸νου̋ β�σει̋ âχοÔσα̋, τουτèστιν αÎτ� � πολÔγωνον β�σιν êχουσα πυραµÈ̋ πρä̋
τ�ν πολÔγωνον β�σιν êχουσαν πυραµÐδα. � δà τρÐγωνον β�σιν êχουσα πυραµÈ̋ πρä̋
τ�ν τρÐγωνον β�σιν êχουσαν âν τριπλασÐονι λìγωú âστÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν: καÈ
� πολÔγωνον �ρα β�σιν êχουσα πρä̋ τ�ν åµοÐαν β�σιν êχουσαν τριπλασÐονα λìγον
êχει ¢περ � πλευρ� πρä̋ τ�ν πλευρ�ν.

XII.9

ΤÀν Òσων πυραµÐδων καÈ τριγ¸νου̋ β�σει̋ âχουσÀν �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋
Õψεσιν: καÈ Áν πυραµÐδων τριγ¸νου̋ β�σει̋ âχουσÀν �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋
Õψεσιν, Òσαι εÊσÈν âκεØναι.

^Εστωσαν γ�ρ Òσαι πυραµÐδε̋ τριγ¸νου̋ β�σει̋ êχουσαι τ�̋ ΑΒΓ, ∆ΕΖ, κορυφ�̋
δà τ� Η, Θ σηµεØα: λèγω, íτι τÀν ΑΒΓΗ, ∆ΕΖΘ πυραµÐδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋
τοØ̋ Õψεσιν, καÐ âστιν ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τä τ¨̋ ∆ΕΖΘ
πυραµÐδο̋ Õψο̋ πρä̋ τä τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ Õψο̋.
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Συµπεπληρ¸σθω γ�ρ τ� ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ στερε� παραλληλεπÐπεδα. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ τ¨ù ∆ΕΖΘ πυραµÐδι, καÐ âστι τ¨̋ µàν ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋
ácαπλ�σιον τä ΒΗ ΜΛ στερεìν, τ¨̋ δà ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ ácαπλ�σιον τä ΕΘΠΟ
στερεìν, Òσον �ρα âστÈ τä ΒΗΜΛ στερεäν τÀú ΕΘΠΟ στερεÀú. τÀν δà Òσων στερεÀν
παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν: êστιν �ρα ±̋ � ΒΜ β�σι̋
πρä̋ τ�ν ΕΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ ΕΘΠΟ στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΒΗΜΛ στερεοÜ
Õψο̋. �λλ' ±̋ � ΒΜ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΠ, οÕτω̋ τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ∆ΕΖ
τρÐγωνον. καÈ ±̋ �ρα τä ΑΒΓ τρÐγωνον πρä̋ τä ∆ΕΖ τρÐγωνον, οÕτω̋ τä τοÜ ΕΘΠΟ
στερεοÜ Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΒΗΜΛ στερεοÜ Õψο̋. �λλ� τä µàν τοÜ ΕΘΠΟ στερεοÜ
Õψο̋ τä αÎτì âστι τÀú τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ Õψει, τä δà τοÜ ΒΗΜΛ στερεοÜ Õψο̋ τä
αÎτì âστι τÀú τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ Õψει: êστιν �ρα ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ
β�σιν, οÕτω̋ τä τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ Õψο̋ πρä̋ τä τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ Õψο̋. τÀν
ΑΒΓΗ, ∆ΕΖΘ �ρα πυραµÐδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν.

ÇΑλλ� δ� τÀν ΑΒΓΗ, ∆ΕΖΘ πυραµÐδων �ντιπεπονθèτωσαν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν,
καÈ êστω ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τä τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ Õψο̋
πρä̋ τä τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ Õψο̋: λèγω, íτι Òση âστÈν � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ τ¨ù ∆ΕΖΘ
πυραµÐδι.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων, âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ
β�σιν, οÕτω̋ τä τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ Õψο̋ πρä̋ τä τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ Õψο̋,
�λλ' ±̋ � ΑΒΓ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ β�σιν, οÕτω̋ τä ΒΜ παραλληλìγραµµον πρä̋
τä ΕΠ παραλληλìγραµµον, καÈ ±̋ �ρα τä ΒΜ παραλληλìγραµµον πρä̋ τä ΕΠ παρ-
αλληλìγραµµον, οÕτω̋ τä τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ Õψο̋ πρä̋ τä τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋
Õψο̋. �λλ� τä [µàν] τ¨̋ ∆ΕΖΘ πυραµÐδο̋ Õψο̋ τä αÎτì âστι τÀú τοÜ ΕΘΠΟ παρ-
αλληλεπιπèδου Õψει, τä δà τ¨̋ ΑΒΓΗ πυραµÐδο̋ Õψο̋ τä αÎτì âστι τÀú τοÜ ΒΗΜΛ
παραλληλεπιπèδου Õψει: êστιν �ρα ±̋ � ΒΜ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΠ β�σιν, οÕτω̋ τä τοÜ
ΕΘΠΟ παραλληλεπιπèδου Õψο̋ πρä̋ τä τοÜ ΒΗΜΛ παραλληλεπιπèδου Õψο̋. Áν δà
στερεÀν παραλληλεπιπèδων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, Òσα âστÈν âκεØνα:
Òσον �ρα âστÈ τä ΒΗΜΛ στερεäν παραλληλεπÐπεδον τÀú ΕΘ ΠΟ στερεÀú παραλλη-
λεπιπèδωú. καÐ âστι τοÜ µàν ΒΗΜΛ éκτον µèρο̋ � ΑΒΓΗ πυραµÐ̋, τοÜ δà ΕΘΠΟ
παραλληλεπιπèδου éκτον µèρο̋ � ∆ΕΖΘ πυραµÐ̋: Òση �ρα � ΑΒΓΗ πυραµÈ̋ τ¨ù ∆ΕΖΘ



406 BIBΛION XII.

πυραµÐδι.
ΤÀν �ρα Òσων πυραµÐδων καÈ τριγ¸νου̋ β�σει̋ âχουσÀν �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋

τοØ̋ Õψεσιν: καÈ Áν πυραµÐδων τριγ¸νου̋ β�σει̋ âχουσÀν �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋
τοØ̋ Õψεσιν, Òσαι εÊσÈν âκεØναι: íπερ êδει δεØcαι.

XII.10

Π�̋ κÀνο̋ κυλÐνδρου τρÐτον µèρο̋ âστÈ τοÜ τ�ν αÎτ�ν β�σιν êχοντο̋ αÎτÀú καÈ Õψο̋
Òσον.

ÇΕχèτω γ�ρ κÀνο̋ κυλÐνδρωú β�σιν τε τ�ν αÎτ�ν τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον καÈ Õψο̋ Òσον:
λèγω, íτι å κÀνο̋ τοÜ κυλÐνδρου τρÐτον âστÈ µèρο̋, τουτèστιν íτι å κÔλινδρο̋ τοÜ
κ¸νου τριπλασÐων âστÐν.
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ΕÊ γ�ρ µ  âστιν å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου τριπλασÐων, êσται å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου
¢τοι µεÐζων £ τριπλασÐων £ âλ�σσων £ τριπλασÐων. êστω πρìτερον µεÐζων £ τριπλασÐων,
καÈ âγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τετρ�γωνον τä ΑΒΓ∆: τä δ� ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον
µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου. καÈ �νεστ�τω �πä τοÜ ΑΒΓ∆ τετραγ¸νου
πρÐσµα Êσουψà̋ τÀú κυλÐνδρωú. τä δ� �νιστ�µενον πρÐσµα µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ
τοÜ κυλÐνδρου, âπειδ περ κ�ν περÈ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τετρ�γωνον περιγρ�ψωµεν, τä
âγγεγραµµèνον εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τετρ�γωνον ¡µισÔ âστι τοÜ περιγεγραµµèνου:
καÐ âστι τ� �π' αÎτÀν �νιστ�µενα στερε� παραλληλεπÐπεδα πρÐσµατα Êσοϋψ¨: τ� δà
Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντα στερε� παραλληλεπÐπεδα πρä̋ �λληλ� âστιν ±̋ αÉ β�σει̋: καÈ
τä âπÈ τοÜ ΑΒΓ∆ �ρα τετραγ¸νου �νασταθàν πρÐσµα ¡µισÔ âστι τοÜ �νασταθèντο̋
πρÐσµατο̋ �πä τοÜ περÈ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον περιγραφèντο̋ τετραγ¸νου: καÐ âστιν å
κÔλινδρο̋ âλ�ττων τοÜ πρÐσµατο̋ τοÜ �νασταθèντο̋ �πä τοÜ περÈ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον
περιγραφèντο̋ τετραγ¸νου: τä �ρα πρÐσµα τä �νασταθàν �πä τοÜ ΑΒΓ∆ τετραγ¸νου
Êσοϋψà̋ τÀú κυλÐνδρωú µεØζìν âστι τοÜ �µÐσεω̋ τοÜ κυλÐνδρου. τετµ σθωσαν αÉ ΑΒ,
ΒΓ, Γ∆, ∆Α περιφèρειαι δÐχα κατ� τ� Ε, Ζ, Η, Θ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ
ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑ: καÈ éκαστον �ρα τÀν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ
τριγ¸νων µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ τοÜ καθ' áαυτä τµ µατο̋ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου, ±̋
êµπροσθεν âδεÐκνυµεν. �νεστ�τω âφ' áκ�στου τÀν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγ¸νων
πρÐσµατα Êσουψ¨ τÀú κυλÐνδρωú: καÈ éκαστον �ρα τÀν �νασταθèντων πρισµ�των µεØζìν
âστιν £ τä ¡µισυ µèρο̋ τοÜ καθ' áαυτä τµ µατο̋ τοÜ κυλÐνδρου, âπειδ περ â�ν δι� τÀν
Ε, Ζ, Η, Θ σηµεÐων παραλλ λου̋ ταØ̋ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α �γ�γωµεν, καÈ συµπληρ¸σωµεν
τ� âπÈ τÀν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α παραλληλìγραµµα, καÈ �π' αÎτÀν �ναστ σωµεν στερε�
παραλληλεπÐπεδα Êσοϋψ¨ τÀú κυλÐνδρωú, áκ�στου τÀν �νασταθèντων �µÐση âστÈ τ�
πρÐσµατα τ� âπÈ τÀν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγ¸νων: καÐ âστι τ� τοÜ κυλÐνδρου
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τµ µατα âλ�ττονα τÀν �νασταθèντων στερεÀν παραλληλεπιπèδων: ¹στε καÈ τ� âπÈ
τÀν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγ¸νων πρÐσµατα µεÐζον� âστιν £ τä ¡µισυ τÀν καθ'
áαυτ� τοÜ κυλÐνδρου τµηµ�των. τèµνοντε̋ δ� τ�̋ Íπολειποµèνα̋ περιφερεÐα̋ δÐχα καÈ
âπιζευγνÔντε̋ εÎθεÐα̋ καÈ �νιστ�ντε̋ âφ' áκ�στου τÀν τριγ¸νων πρÐσµατα Êσοϋψ¨ τÀú
κυλÐνδρωú καÈ τοÜτο �εÈ ποιοÜντε̋ καταλεÐψοµèν τινα �ποτµ µατα τοÜ κυλÐνδρου, �
êσται âλ�ττονα τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει å κÔλινδρο̋ τοÜ τριπλασÐου τοÜ κ¸νου.
λελεÐφθω, καÈ êστω τ� ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑ: λοιπäν �ρα τä πρÐσµα,
οÝ β�σι̋ µàν τä ΑΕΒΖ ΓΗ∆Θ πολÔγωνον, Õψο̋ δà τä αÎτä τÀú κυλÐνδρωú, µεØζìν
âστιν £ τριπλ�σιον τοÜ κ¸νου. �λλ� τä πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΒΖΓΗ∆Θ
πολÔγωνον, Õψο̋ δà τä αÎτä τÀú κυλÐνδρωú, τριπλ�σιìν âστι τ¨̋ πυραµÐδο̋, ©̋ β�σι̋
µèν âστι τä ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολÔγωνον, κορυφ� δà � αÎτ� τÀú κ¸νωú: καÈ � πυραµÈ̋
�ρα, ©̋ β�σι̋ µàν [âστι] τä ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολÔγωνον, κορυφ� δà � αÎτ� τÀú κ¸νωú,
µεÐζων âστÈ τοÜ κ¸νου τοÜ β�σιν êχοντο̋ τäν ΑΒ Γ∆ κÔκλον. �λλ� καÈ âλ�ττων:
âµπεριèχεται γ�ρ Íπ' αÎτοÜ: íπερ âστÈν �δÔνατον. οÎκ �ρα âστÈν å κÔλινδρο̋ τοÜ
κ¸νου µεÐζων £ τριπλ�σιο̋.

Λèγω δ , íτι οÎδà âλ�ττων âστÈν £ τριπλ�σιο̋ å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω âλ�ττων £ τριπλ�σιο̋ å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου: �ν�παλιν
�ρα å κÀνο̋ τοÜ κυλÐνδρου µεÐζων âστÈν £ τρÐτον µèρο̋. âγγεγρ�φθω δ� εÊ̋ τäν
ΑΒΓ∆ κÔκλον τετρ�γωνον τä ΑΒΓ∆: τä ΑΒΓ∆ �ρα τετρ�γωνον µεØζìν âστιν £
τä ¡µισυ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου. καÈ �νεστ�τω �πä τοÜ ΑΒΓ∆ τετραγ¸νου πυραµÈ̋
τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν êχουσα τÀú κ¸νωú: � �ρα �νασταθεØσα πυραµÈ̋ µεÐζων âστÈν £ τä
¡µισυ µèρο̋ τοÜ κ¸νου, âπειδ περ, ±̋ êµπροσθεν âδεÐκνυµεν, íτι â�ν περÈ τäν κÔκλον
τετρ�γωνον περιγρ�ψωµεν, êσται τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον ¡µισυ τοÜ περÈ τäν κÔκλον
περιγεγραµµèνου τετραγ¸νου: καÈ â�ν �πä τÀν τετραγ¸νων στερε� παραλληλεπÐπεδα
�ναστ σωµεν Êσοϋψ¨ τÀú κ¸νωú, � καÈ καλεØται πρÐσµατα, êσται τä �νασταθàν �πä τοÜ
ΑΒΓ∆ τετραγ¸νου ¡µισυ τοÜ �νασταθèντο̋ �πä τοÜ περÈ τäν κÔκλον περιγραφèντο̋
τετραγ¸νου: πρä̋ �λληλα γ�ρ εÊσιν ±̋ αÉ β�σει̋. ¹στε καÈ τ� τρÐτα: καÈ πυραµÈ̋
�ρα, ©̋ β�σι̋ τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον, ¡µισÔ âστι τ¨̋ πυραµÐδο̋ τ¨̋ �νασταθεÐση̋
�πä τοÜ περÈ τäν κÔκλον περιγραφèντο̋ τετραγ¸νου. καÐ âστι µεÐζων � πυραµÈ̋ �
�νασταθεØσα �πä τοÜ περÈ τäν κÔκλον τετραγ¸νου τοÜ κ¸νου: âµπεριèχει γ�ρ αÎτìν.
� �ρα πυραµÈ̋, ©̋ β�σι̋ τä ΑΒΓ∆ τετρ�γωνον, κορυφ� δà � αÎτ� τÀú κ¸νωú, µεÐζων
âστÈν £ τä ¡µισυ τοÜ κ¸νου. τετµ σθωσαν αÉ ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α περιφèρειαι δÐχα κατ�
τ� Ε, Ζ, Η, Θ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑ: καÈ
éκαστον �ρα τÀν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγ¸νων µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ µèρο̋ τοÜ
καθ' áαυτä τµ µατο̋ τοÜ ΑΒΓ∆ κÔκλου. καÈ �νεστ�τωσαν âφ' áκ�στου τÀν ΑΕΒ,
ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγ¸νων πυραµÐδε̋ τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν êχουσαι τÀú κ¸νωú: καÈ
áκ�στη �ρα τÀν �νασταθεισÀν πυραµÐδων κατ� τäν αÎτäν τρìπον µεÐζων âστÈν £ τä
¡µισυ µèρο̋ τοÜ καθ' áαυτ�ν τµ µατο̋ τοÜ κ¸νου. τèµνοντε̋ δ� τ�̋ Íπολειποµèνα̋
περιφερεÐα̋ δÐχα καÈ âπιζευγνÔντε̋ εÎθεÐα̋ καÈ �νιστ�ντε̋ âφ' áκ�στου τÀν τριγ¸νων
πυραµÐδα τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν êχουσαν τÀú κ¸νωú καÈ τοÜτο �εÈ ποιοÜντε̋ καταλεÐψοµèν
τινα �ποτµ µατα τοÜ κ¸νου, � êσται âλ�ττονα τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει å κÀνο̋ τοÜ
τρÐτου µèρου̋ τοÜ κυλÐνδρου. λελεÐφθω, καÈ êστω τ� âπÈ τÀν ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ,
Η∆, ∆Θ, ΘΑ: λοιπ� �ρα � πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολÔγωνον,
κορυφ� δà � αÎτ� τÀú κ¸νωú, µεÐζων âστÈν £ τρÐτον µèρο̋ τοÜ κυλÐνδρου. �λλ' �
πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΒΖΓ Η∆Θ πολÔγωνον, κορυφ� δà � αÎτ� τÀú κ¸νωú,
τρÐτον âστÈ µèρο̋ τοÜ πρÐσµατο̋, οÝ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΒΖΓ Η∆Θ πολÔγωνον,
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Õψο̋ δà τä αÎτä τÀú κυλÐνδρωú: τä �ρα πρÐσµα, οÝ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΕΒΖΓΗ∆Θ
πολÔγωνον, Õψο̋ δà τä αÎτä τÀú κυλÐνδρωú, µεØζìν âστι τοÜ κυλÐνδρου, οÝ β�σι̋ âστÈν å
ΑΒΓ∆ κÔκλο̋. �λλ� καÈ êλαττον: âµπεριèχεται γ�ρ Íπ' αÎτοÜ: íπερ âστÈν �δÔνατον.
οÎκ �ρα å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου âλ�ττων âστÈν £ τριπλ�σιο̋. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà
µεÐζων £ τριπλ�σιο̋: τριπλ�σιο̋ �ρα å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου: ¹στε å κÀνο̋ τρÐτον
âστÈ µèρο̋ τοÜ κυλÐνδρου.

Π�̋ �ρα κÀνο̋ κυλÐνδρου τρÐτον µèρο̋ âστÈ τοÜ τ�ν αÎτ�ν β�σιν êχοντο̋ αÎτÀú
καÈ Õψο̋ Òσον: íπερ êδει δεØcαι.

XII.11

ΟÉ Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντε̋ κÀνοι καÈ κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋.
^Εστωσαν Íπä τä αÎτä Õψο̋ κÀνοι καÈ κÔλινδροι, Áν β�σει̋ µàν [εÊσιν] οÉ ΑΒΓ∆,

ΕΖΗΘ κÔκλοι, �cονε̋ δà οÉ ΚΛ, ΜΝ, δι�µετροι δà τÀν β�σεων αÉ ΑΓ, ΕΗ: λèγω,
íτι âστÈν ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ τäν
ΕΝ κÀνον.
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ΕÊ γ�ρ µ , êσται ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å ΑΛ κÀνο̋
¢τοι πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΕΝ κ¸νου στερεäν £ πρä̋ µεØζον. êστω πρìτερον πρä̋
êλασσον τä C, καÈ Áú êλασσìν âστι τä C στερεäν τοÜ ΕΝ κ¸νου, âκεÐνωú Òσον êστω
τä Ψ στερεìν: å ΕΝ κÀνο̋ �ρα Òσο̋ âστÈ τοØ̋ C, Ψ στερεοØ̋. âγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν
ΕΖΗΘ κÔκλον τετρ�γωνον τä ΕΖΗΘ: τä �ρα τετρ�γωνον µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ
τοÜ κÔκλου. �νεστ�τω �πä τοÜ ΕΖ ΗΘ τετραγ¸νου πυραµÈ̋ Êσοϋψ�̋ τÀú κ¸νωú: � �ρα
�νασταθεØσα πυραµÈ̋ µεÐζων âστÈν £ τä ¡µισυ τοÜ κ¸νου, âπειδ περ â�ν περιγρ�ψωµεν
περÈ τäν κÔκλον τετρ�γωνον, καÈ �π' αÎτοÜ �ναστ σωµεν πυραµÐδα Êσοϋψ¨ τÀú κ¸νωú,
� âγγραφεØσα πυραµÈ̋ ¡µισÔ âστι τ¨̋ περιγραφεÐση̋: πρä̋ �λλ λα̋ γ�ρ εÊσιν ±̋ αÉ
β�σει̋: âλ�ττων δà å κÀνο̋ τ¨̋ περιγραφεÐση̋ πυραµÐδο̋. τετµ σθωσαν αÉ ΕΖ, ΖΗ,
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ΗΘ, ΘΕ περιφèρειαι δÐχα κατ� τ� Ο, Π, Ρ, Σ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΘΟ,
ΟΕ, ΕΠ, ΠΖ, ΖΡ, ΡΗ, ΗΣ, ΣΘ. éκαστον �ρα τÀν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘ τριγ¸νων
µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ τοÜ καθ' áαυτä τµ µατο̋ τοÜ κÔκλου. �νεστ�τω âφ' áκ�στου
τÀν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘ τριγ¸νων πυραµÈ̋ Êσοϋψ�̋ τÀú κ¸νωú: καÈ áκ�στη �ρα
τÀν �νασταθεισÀν πυραµÐδων µεÐζων âστÈν £ τä ¡µισυ τοÜ καθ' áαυτ�ν τµ µατο̋
τοÜ κ¸νου. τèµνοντε̋ δ� τ�̋ Íπολειποµèνα̋ περιφερεÐα̋ δÐχα καÈ âπιζευγνÔντε̋
εÎθεÐα̋ καÈ �νιστ�ντε̋ âπÈ áκ�στου τÀν τριγ¸νων πυραµÐδα̋ ÊσοϋψεØ̋ τÀú κ¸νωú καÈ �εÈ
τοÜτο ποιοÜντε̋ καταλεÐψοµèν τινα �ποτµ µατα τοÜ κ¸νου, � êσται âλ�σσονα τοÜ Ψ
στερεοÜ. λελεÐφθω, καÈ êστω τ� âπÈ τÀν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘ: λοιπ� �ρα � πυραµÐ̋,
©̋ β�σι̋ τä ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολÔγωνον, Õψο̋ δà τä αÎτä τÀú κ¸νωú, µεÐζων âστÈ τοÜ C
στερεοÜ. âγγεγρ�φθω καÈ εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τÀú ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολυγ¸νωú íµοιìν
τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον πολÔγωνον τä ∆ΤΑΥΒ ΦΓΧ, καÈ �νεστ�τω âπ' αÎτοÜ πυραµÈ̋
Êσοϋψ�̋ τÀú ΑΛ κ¸νωú. âπεÈ οÞν âστιν ±̋ τä �πä τ¨̋ ΑΓ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΕΗ, οÕτω̋
τä ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολÔγωνον πρä̋ τä ΘΟΕ ΠΖΡΗΣ πολÔγωνον, ±̋ δà τä �πä τ¨̋ ΑΓ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΕΗ, οÕτω̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, καÈ ±̋ �ρα å
ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ τä ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολÔγωνον πρä̋ τä
ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολÔγωνον. ±̋ δà å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å
ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ τä C στερεìν, ±̋ δà τä ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολÔγωνον πρä̋ τä ΘΟΕΠΖ
ΡΗΣ πολÔγωνον, οÕτω̋ � πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µàν τä ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολÔγωνον, κορυφ�
δà τä Λ σηµεØον, πρä̋ τ�ν πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολÔγωνον, κορυφ�
δà τä Ν σηµεØον. καÈ ±̋ �ρα å ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ τä C στερεìν, οÕτω̋ � πυραµÐ̋, ©̋
β�σι̋ µàν τä ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Λ σηµεØον, πρä̋ τ�ν πυραµÐδα,
©̋ β�σι̋ µàν τä ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Ν σηµεØον: âναλλ�c �ρα
âστÈν ±̋ å ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ τ�ν âν αÎτÀú πυραµÐδα, οÕτω̋ τä C στερεäν πρä̋ τ�ν âν
τÀú ΕΝ κ¸νωú πυραµÐδα. µεÐζων δà å ΑΛ κÀνο̋ τ¨̋ âν αÎτÀú πυραµÐδο̋: µεØζον �ρα
καÈ τä C στερεäν τ¨̋ âν τÀú ΕΝ κ¸νωú πυραµÐδο̋. �λλ� καÈ êλασσον: íπερ �τοπον.
οÎκ �ρα âστÈν ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å ΑΛ κÀνο̋ πρä̋
êλασσìν τι τοÜ ΕΝ κ¸νου στερεìν. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδè âστιν ±̋ å ΕΖΗΘ
κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΝ κÀνο̋ πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΑΛ κ¸νου
στερεìν.

Λèγω δ , íτι οÎδè âστιν ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å
ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ µεØζìν τι τοÜ ΕΝ κ¸νου στερεìν.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, êστω πρä̋ µεØζον τä C: �ν�παλιν �ρα âστÈν ±̋ å ΕΖΗΘ κÔκλο̋
πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ τä C στερεäν πρä̋ τäν ΑΛ κÀνον. �λλ' ±̋ τä C
στερεäν πρä̋ τäν ΑΛ κÀνον, οÕτω̋ å ΕΝ κÀνο̋ πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΑΛ κ¸νου
στερεìν: καÈ ±̋ �ρα å ΕΖΗΘ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, οÕτω̋ å ΕΝ κÀνο̋
πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΑΛ κ¸νου στερεìν: íπερ �δÔνατον âδεÐχθη. οÎκ �ρα âστÈν ±̋ å
ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ µεØζìν τι τοÜ ΕΝ
κ¸νου στερεìν. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà πρä̋ êλασσον: êστιν �ρα ±̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋
πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ å ΑΛ κÀνο̋ πρä̋ τäν ΕΝ κÀνον.

ÇΑλλ' ±̋ å κÀνο̋ πρä̋ τäν κÀνον, å κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν κÔλινδρον: τριπλασÐων γ�ρ
áκ�τερο̋ áκατèρου. καÈ ±̋ �ρα å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘ κÔκλον, οÕτω̋ οÉ
âπ' αÎτÀν ÊσοϋψεØ̋ [τοØ̋ κ¸νοι̋] κÔλινδροι.

ΟÉ �ρα Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντε̋ κÀνοι καÈ κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ αÉ
β�σει̋: íπερ êδει δεØcαι.
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XII.12

ΟÉ íµοιοι κÀνοι καÈ κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν âν ταØ̋
β�σεσι διαµèτρων.

^Εστωσαν íµοιοι κÀνοι καÈ κÔλινδροι, Áν β�σει̋ µàν οÉ ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ κÔκλοι,
δι�µετροι δà τÀν β�σεων αÉ Β∆, ΖΘ, �cονε̋ δà τÀν κ¸νων καÈ κυλÐνδρων οÉ ΚΛ, ΜΝ:
λèγω, íτι å κÀνο̋, οÝ β�σι̋ µàν [âστιν] å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋, κορυφ� δà τä Λ σηµεØον,
πρä̋ τäν κÀνον, οÝ β�σι̋ µàν [âστιν] å ΕΖΗΘ κÔκλο̋, κορυφ� δà τä Ν σηµεØον,
τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ.
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ΕÊ γ�ρ µ� êχει å ΑΒΓ∆Λ κÀνο̋ πρä̋ τäν ΕΖΗΘΝ κÀνον τριπλασÐονα λìγον ¢περ
� Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ, écει å ΑΒΓ∆Λ κÀνο̋ £ πρä̋ êλασσìν τι τοÜ ΕΖΗΘΝ κ¸νου
στερεäν τριπλασÐονα λìγον £ πρä̋ µεØζον. âχèτω πρìτερον πρä̋ êλασσον τä C, καÈ
âγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν

ΕΖΗΘ κÔκλον τετρ�γωνον τä ΕΖΗΘ: τä �ρα ΕΖΗΘ τετρ�γωνον µεØζìν âστιν
£ τä ¡µισυ τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου. καÈ �νεστ�τω âπÈ τοÜ ΕΖΗΘ τετραγ¸νου πυραµÈ̋
τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν êχουσα τÀú κ¸νωú: � �ρα �νασταθεØσα πυραµÈ̋ µεÐζων âστÈν £
τä ¡µισυ µèρο̋ τοÜ κ¸νου. τετµ σθωσαν δ� αÉ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφèρειαι δÐχα
κατ� τ� Ο, Π, Ρ, Σ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΟ, ΟΖ, ΖΠ, ΠΗ, ΗΡ, ΡΘ, ΘΣ,
ΣΕ. καÈ éκαστον �ρα τÀν ΕΟΖ, ΖΠΗ, ΗΡΘ, ΘΣΕ τριγ¸νων µεØζìν âστιν £ τä ¡µισυ
µèρο̋ τοÜ καθ' áαυτä τµ µατο̋ τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου. καÈ �νεστ�τω âφ' áκ�στου τÀν
ΕΟΖ, ΖΠΗ, ΗΡΘ, ΘΣΕ τριγ¸νων πυραµÈ̋ τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν êχουσα τÀú κ¸νωú: καÈ
áκ�στη �ρα τÀν �νασταθεισÀν πυραµÐδων µεÐζων âστÈν £ τä ¡µισυ µèρο̋ τοÜ καθ'
áαυτ�ν τµ µατο̋ τοÜ κ¸νου. τèµνοντε̋ δ� τ�̋ Íπολειποµèνα̋ περιφερεÐα̋ δÐχα καÈ
âπιζευγνÔντε̋ εÎθεÐα̋ καÈ �νιστ�ντε̋ âφ' áκ�στου τÀν τριγ¸νων πυραµÐδα̋ τ�ν αÎτ�ν
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κορυφ�ν âχοÔσα̋ τÀú κ¸νωú καÈ τοÜτο �εÈ ποιοÜντε̋ καταλεÐψοµèν τινα �ποτµ µατα
τοÜ κ¸νου, � êσται âλ�σσονα τ¨̋ Íπεροχ¨̋, ©ù Íπερèχει å ΕΖΗΘΝ κÀνο̋ τοÜ C
στερεοÜ. λελεÐφθω, καÈ êστω τ� âπÈ τÀν ΕΟ, ΟΖ, ΖΠ, ΠΗ, ΗΡ, ΡΘ, ΘΣ, ΣΕ:
λοιπ� �ρα � πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä
Ν σηµεØον, µεÐζων âστÈ τοÜ C στερεοÜ. âγγεγρ�φθω καÈ εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον τÀú
ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολυγ¸νωú íµοιìν τε καÈ åµοÐω̋ κεÐµενον πολÔγωνον τä ΑΤΒΥΓΦ∆Χ,
καÈ �νεστ�τω âπÈ τοÜ ΑΤΒΥΓΦ∆Χ πολυγ¸νου πυραµÈ̋ τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν êχουσα
τÀú κ¸νωú, καÈ τÀν µàν περιεχìντων τ�ν πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΑΤΒΥ ΓΦ∆Χ
πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Λ σηµεØον, ëν τρÐγωνον êστω τä ΛΒΤ, τÀν δà περιεχìντων
τ�ν πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Ν σηµεØον,
ëν τρÐγωνον êστω τä ΝΖΟ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΚΤ, ΜΟ. καÈ âπεÈ íµοιì̋ âστιν å
ΑΒΓ∆Λ κÀνο̋ τÀú ΕΖΗΘΝ κ¸νωú, êστιν �ρα ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ, οÕτω̋ å ΚΛ
�cων πρä̋ τäν ΜΝ �cονα. ±̋ δà � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ, οÕτω̋ � ΒΚ πρä̋ τ�ν ΖΜ:
καÈ ±̋ �ρα � ΒΚ πρä̋ τ�ν ΖΜ, οÕτω̋ � ΚΛ πρä̋ τ�ν ΜΝ. καÈ âναλλ�c ±̋ � ΒΚ
πρä̋ τ�ν ΚΛ, οÕτω̋ � ΖΜ πρä̋ τ�ν ΜΝ. καÈ περÈ Òσα̋ γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΒΚΛ, ΖΜΝ
αÉ πλευραÈ �ν�λογìν εÊσιν: íµοιον �ρα âστÈ τä ΒΚΛ τρÐγωνον τÀú ΖΜΝ τριγ¸νωú.
π�λιν, âπεÐ âστιν ±̋ � ΒΚ πρä̋ τ�ν ΚΤ, οÕτω̋ � ΖΜ πρä̋ τ�ν ΜΟ, καÈ περÈ Òσα̋
γωνÐα̋ τ�̋ Íπä ΒΚΤ, ΖΜΟ, âπειδ περ, ç µèρο̋ âστÈν � Íπä ΒΚΤ γωνÐα τÀν πρä̋
τÀú Κ κèντρωú τεσσ�ρων æρθÀν, τä αÎτä µèρο̋ âστÈ καÈ � Íπä ΖΜΟ γωνÐα τÀν πρä̋
τÀú Μ κèντρωú τεσσ�ρων æρθÀν: âπεÈ οÞν περÈ Òσα̋ γωνÐα̋ αÉ πλευραÈ �ν�λογìν εÊσιν,
íµοιον �ρα âστÈ τä ΒΚΤ τρÐγωνον τÀú ΖΜΟ τριγ¸νωú. π�λιν, âπεÈ âδεÐχθη ±̋ � ΒΚ
πρä̋ τ�ν ΚΛ, οÕτω̋ � ΖΜ πρä̋ τ�ν ΜΝ, Òση δà � µàν ΒΚ τ¨ù ΚΤ, � δà ΖΜ τ¨ù ΟΜ,
êστιν �ρα ±̋ � ΤΚ πρä̋ τ�ν ΚΛ, οÕτω̋ � ΟΜ πρä̋ τ�ν ΜΝ. καÈ περÈ Òσα̋ γωνÐα̋
τ�̋ Íπä ΤΚΛ, ΟΜΝ: æρθαÈ γ�ρ: αÉ πλευραÈ �ν�λογìν εÊσιν: íµοιον �ρα âστÈ τä ΛΚΤ
τρÐγωνον τÀú ΝΜΟ τριγ¸νωú. καÈ âπεÈ δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν ΛΚΒ, ΝΜΖ τριγ¸νων
âστÈν ±̋ � ΛΒ πρä̋ τ�ν ΒΚ, οÕτω̋ � ΝΖ πρä̋ τ�ν ΖΜ, δι� δà τ�ν åµοιìτητα τÀν
ΒΚΤ, ΖΜΟ τριγ¸νων âστÈν ±̋ � ΚΒ πρä̋ τ�ν ΒΤ, οÕτω̋ � ΜΖ πρä̋ τ�ν ΖΟ, δÐ Òσου
�ρα ±̋ � ΛΒ πρä̋ τ�ν ΒΤ, οÕτω̋ � ΝΖ πρä̋ τ�ν ΖΟ. π�λιν, âπεÈ δι� τ�ν åµοιìτητα
τÀν ΛΤΚ, ΝΟΜ τριγ¸νων âστÈν ±̋ � ΛΤ πρä̋ τ�ν ΤΚ, οÕτω̋ � ΝΟ πρä̋ τ�ν ΟΜ,
δι� δà τ�ν åµοιìτητα τÀν ΤΚΒ, ΟΜΖ τριγ¸νων âστÈν ±̋ � ΚΤ πρä̋ τ�ν ΤΒ, οÕτω̋
� ΜΟ πρä̋ τ�ν ΟΖ, δÐ Òσου �ρα ±̋ � ΛΤ πρä̋ τ�ν ΤΒ, οÕτω̋ � ΝΟ πρä̋ τ�ν ΟΖ.
âδεÐχθη δà καÈ ±̋ � ΤΒ πρä̋ τ�ν ΒΛ, οÕτω̋ � ΟΖ πρä̋ τ�ν ΖΝ. δÐ Òσου �ρα ±̋ �
ΤΛ πρä̋ τ�ν ΛΒ, οÕτω̋ � ΟΝ πρä̋ τ�ν ΝΖ. τÀν ΛΤΒ, ΝΟΖ �ρα τριγ¸νων �ν�λογìν
εÊσιν αÉ πλευραÐ: Êσογ¸νια �ρα âστÈ τ� ΛΤΒ, ΝΟΖ τρÐγωνα: ¹στε καÈ íµοια. καÈ
πυραµÈ̋ �ρα, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΒΚΤ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Λ σηµεØον, åµοÐα âστÈ
πυραµÐδι, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΖΜΟ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Ν σηµεØον: Íπä γ�ρ åµοÐων
âπιπèδων περιèχονται Òσων τä πλ¨θο̋. αÉ δà íµοιαι πυραµÐδε̋ καÈ τριγ¸νου̋ êχουσαι
β�σει̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν. � �ρα ΒΚΤΛ πυραµÈ̋ πρä̋
τ�ν ΖΜΟΝ πυραµÐδα τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΚ πρä̋ τ�ν ΖΜ. åµοÐω̋ δ�
âπιζευγνÔντε̋ �πä τÀν Α, Χ, ∆, Φ, Γ, Υ âπÈ τä Κ εÎθεÐα̋ καÈ �πä τÀν Ε, Σ, Θ, Ρ, Η,
Π âπÈ τä Μ καÈ �νιστ�ντε̋ âφ' áκ�στου τÀν τριγ¸νων πυραµÐδα̋ τ�ν αÎτ�ν κορυφ�ν
âχοÔσα̋ τοØ̋ κ¸νοι̋ δεÐcοµεν, íτι καÈ áκ�στη τÀν åµοταγÀν πυραµÐδων πρä̋ áκ�στην
åµοταγ¨ πυραµÐδα τριπλασÐονα λìγον écει ¢περ � ΒΚ åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν ΖΜ
åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ. καÈ ±̋ ëν τÀν �γουµèνων
πρä̋ ëν τÀν áποµèνων, οÕτω̋ �παντα τ� �γοÔµενα πρä̋ �παντα τ� áπìµενα: êστιν
�ρα καÈ ±̋ � ΒΚΤΛ πυραµÈ̋ πρä̋ τ�ν ΖΜΟΝ πυραµÐδα, οÕτω̋ � íλη πυραµÐ̋, ©̋
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β�σι̋ τä ΑΤΒΥΓΦ∆Χ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Λ σηµεØον, πρä̋ τ�ν íλην πυραµÐδα,
©̋ β�σι̋ µàν τä ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Ν σηµεØον: ¹στε καÈ πυραµÐ̋,
©̋ β�σι̋ µàν τä ΑΤΒΥΓΦ∆Χ, κορυφ� δà τä Λ, πρä̋ τ�ν πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ [µàν] τä
ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Ν σηµεØον, τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ �
Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ. Íπìκειται δà καÈ å κÀνο̋, οÝ β�σι̋ [µàν] å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋, κορυφ�
δà τä Λ σηµεØον, πρä̋ τä C στερεäν τριπλασÐονα λìγον êχων ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ:
êστιν �ρα ±̋ å κÀνο̋, οÝ β�σι̋ µèν âστιν å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋, κορυφ� δà τä Λ, πρä̋
τä C στερεìν, οÕτω̋ � πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΑΤΒΥΓΦ∆Χ [πολÔγωνον], κορυφ�
δà τä Λ, πρä̋ τ�ν πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολÔγωνον, κορυφ�
δà τä Ν: âναλλ�c �ρα, ±̋ å κÀνο̋, οÝ β�σι̋ µàν å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋, κορυφ� δà τä Λ,
πρä̋ τ�ν âν αÎτÀú πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ µàν τä ΑΤΒΥΓΦ∆Χ πολÔγωνον, κορυφ� δà
τä Λ, οÕτω̋ τä C [στερεäν] πρä̋ τ�ν πυραµÐδα, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΟΖΠΗΡΘΣ
πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Ν. µεÐζων δà å εÊρηµèνο̋ κÀνο̋ τ¨̋ âν αÎτÀú πυραµÐδο̋:
âµπεριèχει γ�ρ αÎτ ν. µεØζον �ρα καÈ τä C στερεäν τ¨̋ πυραµÐδο̋, ©̋ β�σι̋ µèν
âστι τä ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολÔγωνον, κορυφ� δà τä Ν. �λλ� καÈ êλαττον: íπερ âστÈν
�δÔνατον. οÎκ �ρα å κÀνο̋, οÝ β�σι̋ å ΑΒΓ∆ κÔκλο̋, κορυφ� δà τä Λ [σηµεØον],
πρä̋ êλαττìν τι τοÜ κ¸νου στερεìν, οÝ β�σι̋ µàν å ΕΖΗΘ κÔκλο̋, κορυφ� δà τä
Ν σηµεØον, τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν,
íτι οÎδà å ΕΖΗΘΝ κÀνο̋ πρä̋ êλαττìν τι τοÜ ΑΒΓ∆Λ κ¸νου στερεäν τριπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ � ΖΘ πρä̋ τ�ν Β∆.

Λèγω δ , íτι οÎδà å ΑΒΓ∆Λ κÀνο̋ πρä̋ µεØζìν τι τοÜ ΕΖΗΘΝ κ¸νου στερεäν
τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, âχèτω πρä̋ µεØζον τä C. �ν�παλιν �ρα τä C στερεäν πρä̋ τäν
ΑΒΓ∆Λ κÀνον τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΖΘ πρä̋ τ�ν Β∆. ±̋ δà τä C στερεäν
πρä̋ τäν ΑΒΓ∆Λ κÀνον, οÕτω̋ å ΕΖΗΘΝ κÀνο̋ πρä̋ êλαττìν τι τοÜ ΑΒΓ∆Λ κ¸νου
στερεìν. καÈ å ΕΖΗΘΝ �ρα κÀνο̋ πρä̋ êλαττìν τι τοÜ ΑΒΓ∆Λ κ¸νου στερεäν
τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΖΘ πρä̋ τ�ν Β∆: íπερ �δÔνατον âδεÐχθη. οÎκ �ρα å
ΑΒΓ∆Λ κÀνο̋ πρä̋ µεØζìν τι τοÜ ΕΖΗΘΝ κ¸νου στερεäν τριπλασÐονα λìγον êχει
¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà πρä̋ êλαττον. å ΑΒΓ∆Λ �ρα κÀνο̋
πρä̋ τäν ΕΖΗΘΝ κÀνον τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ.

ÃΩ̋ δà å κÀνο̋ πρä̋ τäν κÀνον, å κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν κÔλινδρον: τριπλ�σιο̋ γ�ρ
å κÔλινδρο̋ τοÜ κ¸νου å âπÈ τ¨̋ αÎτ¨̋ β�σεω̋ τÀú κ¸νωú καÈ Êσοϋψ�̋ αÎτÀú. καÈ å
κÔλινδρο̋ �ρα πρä̋ τäν κÔλινδρον τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � Β∆ πρä̋ τ�ν ΖΘ.

ΟÉ �ρα íµοιοι κÀνοι καÈ κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν âν
ταØ̋ β�σεσι διαµèτρων: íπερ êδει δεØcαι.

XII.13

ÇΕ�ν κÔλινδρο̋ âπιπèδωú τµηθ¨ù παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋, êσται ±̋ å
κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν κÔλινδρον, οÕτω̋ å �cων πρä̋ τäν �cονα.

ΚÔλινδρο̋ γ�ρ å Α∆ âπιπèδωú τÀú ΗΘ τετµ σθω παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον
âπιπèδοι̋ τοØ̋ ΑΒ, Γ∆, καÈ συµβαλλèτω τÀú �cονι τä ΗΘ âπÐπεδον κατ� τä Κ σηµεØον:
λèγω, íτι âστÈν ±̋ å ΒΗ κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν Η∆ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΕΚ �cων πρä̋
τäν ΚΖ �cονα.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ å ΕΖ �cων âφ' áκ�τερα τ� µèρη âπÈ τ� Λ, Μ σηµεØα, καÈ
âκκεÐσθωσαν τÀú ΕΚ �cονι Òσοι åσοιδηποτοÜν οÉ ΕΝ, ΝΛ, τÀú δà ΖΚ Òσοι åσοιδηποτοÜν
οÉ ΖC, CΜ, καÈ νοεÐσθω å âπÈ τοÜ ΛΜ �cονο̋ κÔλινδρο̋ å ΟΧ, οÝ β�σει̋ οÉ ΟΠ,
ΦΧ κÔκλοι. καÈ âκβεβλ σθω δι� τÀν Ν, C σηµεÐων âπÐπεδα παρ�λληλα τοØ̋ ΑΒ, Γ∆
καÈ ταØ̋ β�σεσι τοÜ ΟΧ κυλÐνδρου καÈ ποιεÐτωσαν τοÌ̋ ΡΣ, ΤΥ κÔκλου̋ περÈ τ�
Ν, C κèντρα. καÈ âπεÈ οÉ ΛΝ, ΝΕ, ΕΚ �cονε̋ Òσοι εÊσÈν �λλ λοι̋, οÉ �ρα ΠΡ, ΡΒ,
ΒΗ κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋. Òσαι δè εÊσιν αÉ β�σει̋: Òσοι �ρα
καÈ οÉ ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κÔλινδροι �λλ λοι̋. âπεÈ οÞν οÉ ΛΝ, ΝΕ, ΕΚ �cονε̋ Òσοι εÊσÈν
�λλ λοι̋, εÊσÈ δà καÈ οÉ ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κÔλινδροι Òσοι �λλ λοι̋, καÐ âστιν Òσον τä πλ¨θο̋
τÀú πλ θει, åσαπλασÐων �ρα å ΚΛ �cων τοÜ ΕΚ �cονο̋, τοσαυταπλασÐων êσται καÈ å
ΠΗ κÔλινδρο̋ τοÜ ΗΒ κυλÐνδρου. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ åσαπλασÐων âστÈν å ΜΚ �cων
τοÜ ΚΖ �cονο̋, τοσαυταπλασÐων âστÈ καÈ å ΧΗ κÔλινδρο̋ τοÜ Η∆ κυλÐνδρου. καÈ
εÊ µàν Òσο̋ âστÈν å ΚΛ �cων τÀú ΚΜ �cονι, Òσο̋ êσται καÈ å ΠΗ κÔλινδρο̋ τÀú ΗΧ
κυλÐνδρωú, εÊ δà µεÐζων å �cων τοÜ �cονο̋, µεÐζων καÈ å κÔλινδρο̋ τοÜ κυλÐνδρου,
καÈ εÊ âλ�σσων, âλ�σσων. τεσσ�ρων δ� µεγεθÀν îντων, �cìνων µàν τÀν ΕΚ, ΚΖ,
κυλÐνδρων δà τÀν ΒΗ, Η∆, εÒληπται Êσ�κι̋ πολλαπλ�σια, τοÜ µàν ΕΚ �cονο̋ καÈ τοÜ
ΒΗ κυλÐνδρου í τε ΛΚ �cων καÈ å ΠΗ κÔλινδρο̋, τοÜ δà ΚΖ �cονο̋ καÈ τοÜ Η∆
κυλÐνδρου í τε ΚΜ �cων καÈ å ΗΧ κÔλινδρο̋, καÈ δèδεικται, íτι εÊ Íπερèχει å ΚΛ
�cων τοÜ ΚΜ �cονο̋, Íπερèχει καÈ å ΠΗ κÔλινδρο̋ τοÜ ΗΧ κυλÐνδρου, καÈ εÊ Òσο̋,
Òσο̋, καÈ εÊ âλ�σσων, âλ�σσων. êστιν �ρα ±̋ å ΕΚ �cων πρä̋ τäν ΚΖ �cονα, οÕτω̋
å ΒΗ κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν Η∆ κÔλινδρον: íπερ êδει δεØcαι.

XII.14

ΟÉ âπÈ Òσων β�σεων îντε̋ κÀνοι καÈ κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ τ� Õψη.

^Εστωσαν γ�ρ âπÈ Òσων β�σεων τÀν ΑΒ, Γ∆ κÔκλων κÔλινδροι οÉ ΕΒ, Ζ∆: λèγω,
íτι âστÈν ±̋ å ΕΒ κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν Ζ∆ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΗΘ �cων πρä̋ τäν ΚΛ
�cονα.
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ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ å ΚΛ �cων âπÈ τä Ν σηµεØον, καÈ κεÐσθω τÀú ΗΘ �cονι Òσο̋ å ΛΝ,
καÈ περÈ �cονα τäν ΛΝ κÔλινδρο̋ νενο σθω å ΓΜ. âπεÈ οÞν οÉ ΕΒ, ΓΜ κÔλινδροι Íπä
τä αÎτä Õψο̋ εÊσÐν, πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋. Òσαι δè εÊσιν αÉ β�σει̋ �λλ λαι̋:
Òσοι �ρα εÊσÈ καÈ οÉ ΕΒ, ΓΜ κÔλινδροι. καÈ âπεÈ κÔλινδρο̋ å ΖΜ âπιπèδωú τèτµηται
τÀú Γ∆ παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋, êστιν �ρα ±̋ å ΓΜ κÔλινδρο̋ πρä̋
τäν Ζ∆ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΛΝ �cων πρä̋ τäν ΚΛ �cονα. Òσο̋ δè âστιν å µàν ΓΜ
κÔλινδρο̋ τÀú ΕΒ κυλÐνδρωú, å δà ΛΝ �cων τÀú ΗΘ �cονι: êστιν �ρα ±̋ å ΕΒ κÔλινδρο̋
πρä̋ τäν Ζ∆ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΗΘ �cων πρä̋ τäν ΚΛ �cονα. ±̋ δà å ΕΒ κÔλινδρο̋
πρä̋ τäν Ζ∆ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΑΒΗ κÀνο̋ πρä̋ τäν Γ∆Κ κÀνον. καÈ ±̋ �ρα å
ΗΘ �cων πρä̋ τäν ΚΛ �cονα, οÕτω̋ å ΑΒΗ κÀνο̋ πρä̋ τäν Γ∆Κ κÀνον καÈ å ΕΒ
κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν Ζ∆ κÔλινδρον: íπερ êδει δεØcαι.

XII.15

ΤÀν Òσων κ¸νων καÈ κυλÐνδρων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν: καÈ Áν κ¸νων
καÈ κυλÐνδρων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, Òσοι εÊσÈν âκεØνοι.

^Εστωσαν Òσοι κÀνοι καÈ κÔλινδροι, Áν β�σει̋ µàν οÉ ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ κÔκλοι,
δι�µετροι δà αÎτÀν αÉ ΑΓ, ΕΗ, �cονε̋ δà οÉ ΚΛ, ΜΝ, οÑτινε̋ καÈ Õψη εÊσÈ τÀν κ¸νων
£ κυλÐνδρων, καÈ συµπεπληρ¸σθωσαν οÉ ΑC, ΕΟ κÔλινδροι. λèγω, íτι τÀν ΑC, ΕΟ
κυλÐνδρων �ντιπεπìνθασιν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, καÐ âστιν ±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋
τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΚΛ Õψο̋.
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Τä γ�ρ ΛΚ Õψο̋ τÀú ΜΝ Õψει ¢τοι Òσον âστÈν £ οÖ. êστω πρìτερον Òσον. êστι δà
καÈ å ΑC κÔλινδρο̋ τÀú ΕΟ κυλÐνδρωú Òσο̋. οÉ δà Íπä τä αÎτä Õψο̋ îντε̋ κÀνοι καÈ
κÔλινδροι πρä̋ �λλ λου̋ εÊσÈν ±̋ αÉ β�σει̋: Òση �ρα καÈ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ τ¨ù ΕΖΗΘ



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 415

β�σει. ¹στε καÈ �ντιπèπονθεν, ±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ τä
ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΚΛ Õψο̋. �λλ� δ� µ� êστω τä ΛΚ Õψο̋ τÀú ΜΝ Òσον, �λλ' êστω
µεØζον τä ΜΝ, καÈ �φηùρ σθω �πä τοÜ ΜΝ Õψου̋ τÀú ΚΛ Òσον τä ΠΝ, καÈ δι� τοÜ
Π σηµεÐου τετµ σθω å ΕΟ κÔλινδρο̋ âπιπèδωú τÀú ΤΥΣ παραλλ λωú τοØ̋ τÀν ΕΖΗΘ,
ΡΟ κÔκλων âπιπèδοι̋, καÈ �πä β�σεω̋ µàν τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου, Õψου̋ δà τοÜ ΝΠ
κÔλινδρο̋ νενο σθω å ΕΣ. καÈ âπεÈ Òσο̋ âστÈν å ΑC κÔλινδρο̋ τÀú ΕΟ κυλÐνδρωú,
êστιν �ρα ±̋ å ΑC κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν ΕΣ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΕΟ κÔλινδρο̋ πρä̋
τäν ΕΣ κÔλινδρον. �λλ' ±̋ µàν å ΑC κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν ΕΣ κÔλινδρον, οÕτω̋ �
ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ: Íπä γ�ρ τä αÎτä Õψο̋ εÊσÈν οÉ ΑC, ΕΣ κÔλινδροι: ±̋
δà å ΕΟ κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν ΕΣ, οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΠΝ Õψο̋: å γ�ρ ΕΟ
κÔλινδρο̋ âπιπèδωú τèτµηται παραλλ λωú îντι τοØ̋ �πεναντÐον âπιπèδοι̋. êστιν �ρα καÈ
±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΠΝ Õψο̋. Òσον
δà τä ΠΝ Õψο̋ τÀú ΚΛ Õψει: êστιν �ρα ±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν,
οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΚΛ Õψο̋. τÀν �ρα ΑC, ΕΟ κυλÐνδρων �ντιπεπìνθασιν αÉ
β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν.

ÇΑλλ� δ� τÀν ΑC, ΕΟ κυλÐνδρων �ντιπεπονθèτωσαν αÉ β�σει̋ τοØ̋ Õψεσιν, καÈ êστω
±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΚΛ Õψο̋: λèγω,
íτι Òσο̋ âστÈν å ΑC κÔλινδρο̋ τÀú ΕΟ κυλÐνδρωú.

ΤÀν γ�ρ αÎτÀν κατασκευασθèντων âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ
β�σιν, οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΚΛ Õψο̋, Òσον δà τä ΚΛ Õψο̋ τÀú ΠΝ Õψει, êστιν
�ρα ±̋ � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΠΝ Õψο̋.
�λλ' ±̋ µàν � ΑΒΓ∆ β�σι̋ πρä̋ τ�ν ΕΖΗΘ β�σιν, οÕτω̋ å ΑC κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν
ΕΣ κÔλινδρον: Íπä γ�ρ τä αÎτä Õψο̋ εÊσÐν: ±̋ δà τä ΜΝ Õψο̋ πρä̋ τä ΠΝ [Õψο̋],
οÕτω̋ å ΕΟ κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν ΕΣ κÔλινδρον: êστιν �ρα ±̋ å ΑC κÔλινδρο̋ πρä̋
τäν ΕΣ κÔλινδρον, οÕτω̋ å ΕΟ κÔλινδρο̋ πρä̋ τäν ΕΣ. Òσο̋ �ρα å ΑC κÔλινδρο̋ τÀú
ΕΟ κυλÐνδρωú. ±σαÔτω̋ δà καÈ âπÈ τÀν κ¸νων: íπερ êδει δεØcαι.

XII.16

∆Ôο κÔκλων περÈ τä αÎτä κèντρον îντων εÊ̋ τäν µεÐζονα κÔκλον πολÔγωνον Êσìπλευρìν
τε καÈ �ρτιìπλευρον âγγρ�ψαι µ� ψαÜον τοÜ âλ�σσονο̋ κÔκλου.

^Εστωσαν οÉ δοθèντε̋ δÔο κÔκλοι

οÉ ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ περÈ τä αÎτä κèντρον τä Κ: δεØ δ� εÊ̋ τäν µεÐζονα κÔκλον τäν
ΑΒΓ∆ πολÔγωνον Êσìπλευρìν τε καÈ �ρτιìπλευρον âγγρ�ψαι µ� ψαÜον τοÜ ΕΖΗΘ
κÔκλου.
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^Ηχθω γ�ρ δι� τοÜ Κ κèντρου εÎθεØα � ΒΚ∆, καÈ �πä τοÜ Η σηµεÐου τ¨ù Β∆ εÎθεÐαø
πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � ΗΑ καÈ δι χθω âπÈ τä Γ: � ΑΓ �ρα âφ�πτεται τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου.
τèµνοντε̋ δ� τ�ν ΒΑ∆ περιφèρειαν δÐχα καÈ τ�ν �µÐσειαν αÎτ¨̋ δÐχα καÈ τοÜτο �εÈ
ποιοÜντε̋ καταλεÐψοµεν περιφèρειαν âλ�σσονα τ¨̋ Α∆. λελεÐφθω, καÈ êστω � Λ∆,
καÈ �πä τοÜ Λ âπÈ τ�ν Β∆ κ�θετο̋ ¢χθω � ΛΜ καÈ δι χθω âπÈ τä Ν, καÈ âπεζεÔχθωσαν
αÉ Λ∆, ∆Ν: Òση �ρα âστÈν � Λ∆ τ¨ù ∆Ν. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΛΝ τ¨ù ΑΓ, �
δà ΑΓ âφ�πτεται τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου, � ΛΝ �ρα οÎκ âφ�πτεται τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου:
πολλÀú �ρα αÉ Λ∆, ∆Ν οÎκ âφ�πτονται τοÜ ΕΖΗΘ κÔκλου. â�ν δ� τ¨ù Λ∆ εÎθεÐαø Òσα̋
κατ� τä συνεχà̋ âναρµìσωµεν εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆ κÔκλον, âγγραφ σεται εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆
κÔκλον πολÔγωνον Êσìπλευρìν τε καÈ �ρτιìπλευρον µ� ψαÜον τοÜ âλ�σσονο̋ κÔκλου
τοÜ ΕΖΗΘ: íπερ êδει ποι¨σαι.

XII.17

∆Ôο σφαιρÀν περÈ τä αÎτä κèντρον οÎσÀν εÊ̋ τ�ν µεÐζονα σφαØραν στερεäν πολÔεδρον
âγγρ�ψαι µ� ψαÜον τ¨̋ âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ κατ� τ�ν âπιφ�νειαν.

Νενο σθωσαν δÔο σφαØραι περÈ τä αÎτä κèντρον τä Α: δεØ δ� εÊ̋ τ�ν µεÐζονα
σφαØραν στερεäν πολÔεδρον âγγρ�ψαι µ� ψαÜον τ¨̋ âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ κατ� τ�ν
âπιφ�νειαν.
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Τετµ σθωσαν αÉ σφαØραι âπιπèδωú τινÈ δι� τοÜ κèντρου: êσονται δ� αÉ τοµαÈ κÔκλοι,
âπειδ περ µενοÔση̋ τ¨̋ διαµèτρου καÈ περιφεροµèνου τοÜ �µικυκλÐου âγÐγνετο �
σφαØρα: ¹στε καÈ καθ' οÑα̋ �ν θèσεω̋ âπινο σωµεν τä �µικÔκλιον, τä δÐ αÎτοÜ
âκβαλλìµενον âπÐπεδον ποι σει âπÈ τ¨̋ âπιφανεÐα̋ τ¨̋ σφαÐρα̋ κÔκλον. καÈ φανερìν,
íτι καÈ µèγιστον, âπειδ περ � δι�µετρο̋ τ¨̋ σφαÐρα̋, ¡τι̋ âστÈ καÈ τοÜ �µικυκλÐου
δι�µετρο̋ δηλαδ� καÈ τοÜ κÔκλου, µεÐζων âστÈ πασÀν τÀν εÊ̋ τäν κÔκλον £ τ�ν
σφαØραν διαγοµèνων [εÎθειÀν]. êστω οÞν âν µàν τ¨ù µεÐζονι σφαÐραø κÔκλο̋ å ΒΓ∆Ε,
âν δà τ¨ù âλ�σσονι σφαÐραø κÔκλο̋ å ΖΗΘ, καÈ ¢χθωσαν αÎτÀν δÔο δι�µετροι πρä̋
æρθ�̋ �λλ λαι̋ αÉ Β∆, ΓΕ, καÈ δÔο κÔκλων περÈ τä αÎτä κèντρον îντων τÀν ΒΓ∆Ε,
ΖΗΘ εÊ̋ τäν µεÐζονα κÔκλον τäν ΒΓ∆Ε πολÔγωνον Êσìπλευρον καÈ �ρτιìπλευρον
âγγεγρ�φθω µ� ψαÜον τοÜ âλ�σσονο̋ κÔκλου τοÜ ΖΗΘ, οÝ πλευραÈ êστωσαν âν τÀú
ΒΕ τεταρτηµορÐωú αÉ ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ, καÈ âπιζευχθεØσα � ΚΑ δι χθω âπÈ τä Ν, καÈ
�νεστ�τω �πä τοÜ Α σηµεÐου τÀú τοÜ ΒΓ∆Ε κÔκλου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ � ΑC καÈ συµ-
βαλλèτω τ¨ù âπιφανεÐαø τ¨̋ σφαÐρα̋ κατ� τä C, καÈ δι� τ¨̋ ΑC καÈ áκατèρα̋ τÀν Β∆,
ΚΝ âπÐπεδα âκβεβλ σθω: ποι σουσι δ� δι� τ� εÊρηµèνα âπÈ τ¨̋ âπιφανεÐα̋ τ¨̋ σφαÐρα̋
µεγÐστου̋ κÔκλου̋. ποιεÐτωσαν, Áν �µικÔκλια êστω âπÈ τÀν Β∆, ΚΝ διαµèτρων τ�
ΒC∆, ΚCΝ. καÈ âπεÈ � CΑ æρθ  âστι πρä̋ τä τοÜ ΒΓ∆Ε κÔκλου âπÐπεδον, καÈ π�ντα
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�ρα τ� δι� τ¨̋ CΑ âπÐπεδ� âστιν æρθ� πρä̋ τä τοÜ ΒΓ∆Ε κÔκλου âπÐπεδον: ¹στε καÈ
τ� ΒC∆, ΚCΝ �µικÔκλια æρθ� âστι πρä̋ τä τοÜ ΒΓ∆Ε κÔκλου âπÐπεδον. καÈ âπεÈ Òσα
âστÈ τ� ΒΕ∆, ΒC∆, ΚCΝ �µικÔκλια: âπÈ γ�ρ Òσων εÊσÈ διαµèτρων τÀν Β∆, ΚΝ: Òσα
âστÈ καÈ τ� ΒΕ, ΒC, ΚC τεταρτηµìρια �λλ λοι̋. íσαι �ρα εÊσÈν âν τÀú ΒΕ τεταρτη-
µορÐωú πλευραÈ τοÜ πολυγ¸νου, τοσαÜταÐ εÊσι καÈ âν τοØ̋ ΒC, ΚC τεταρτηµορÐοι̋ Òσαι
ταØ̋ ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ εÎθεÐαι̋. âγγεγρ�φθωσαν καÈ êστωσαν αÉ ΒΟ, ΟΠ, ΠΡ, ΡC,
ΚΣ, ΣΤ, ΤΥ, ΥC, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΣΟ, ΤΠ, ΥΡ, καÈ �πä τÀν Ο, Σ âπÈ τä τοÜ
ΒΓ∆Ε κÔκλου âπÐπεδον κ�θετοι ¢χθωσαν: πεσοÜνται δ� âπÈ τ�̋ κοιν�̋ τοµ�̋ τÀν
âπιπèδων τ�̋ Β∆, ΚΝ, âπειδ περ καÈ τ� τÀν ΒC∆, ΚCΝ âπÐπεδα æρθ� âστι πρä̋ τä
τοÜ ΒΓ∆Ε κÔκλου âπÐπεδον. πιπτèτωσαν, καÈ êστωσαν αÉ ΟΦ, ΣΧ, καÈ âπεζεÔχθω �
ΧΦ. καÈ âπεÈ âν Òσοι̋ �µικυκλÐοι̋ τοØ̋ ΒC∆, ΚCΝ Òσαι �πειληµµèναι εÊσÈν αÉ ΒΟ, ΚΣ,
καÈ κ�θετοι �γµèναι εÊσÈν αÉ ΟΦ, ΣΧ, Òση [�ρα] âστÈν � µàν ΟΦ τ¨ù ΣΧ, � δà ΒΦ τ¨ù
ΚΧ. êστι δà καÈ íλη � ΒΑ íληù τ¨ù ΚΑ Òση: καÈ λοιπ� �ρα � ΦΑ λοιπ¨ù τ¨ù ΧΑ âστιν Òση:
êστιν �ρα ±̋ � ΒΦ πρä̋ τ�ν ΦΑ, οÕτω̋ � ΚΧ πρä̋ τ�ν ΧΑ: παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν
� ΧΦ τ¨ù ΚΒ. καÈ âπεÈ áκατèρα τÀν ΟΦ, ΣΧ æρθ  âστι πρä̋ τä τοÜ ΒΓ∆Ε κÔκλου
âπÐπεδον, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΟΦ τ¨ù ΣΧ. âδεÐχθη δà αÎτ¨ù καÈ Òση: καÈ αÉ ΧΦ,
ΣΟ �ρα Òσαι εÊσÈ καÈ παρ�λληλοι. καÈ âπεÈ παρ�λληλì̋ âστιν � ΧΦ τ¨ù ΣΟ, �λλ� � ΧΦ
τ¨ù ΚΒ âστι παρ�λληλο̋, καÈ � ΣΟ �ρα τ¨ù ΚΒ âστι παρ�λληλο̋. καÈ âπιζευγνÔουσιν
αÎτ�̋ αÉ ΒΟ, ΚΣ: τä ΚΒΟΣ �ρα τετρ�πλευρον âν áνÐ âστιν âπιπèδωú, âπειδ περ, â�ν
Âσι δÔο εÎθεØαι παρ�λληλοι, καÈ âφ' áκατèρα̋ αÎτÀν ληφθ¨ù τυχìντα σηµεØα, � âπÈ
τ� σηµεØα âπιζευγνυµèνη εÎθεØα âν τÀú αÎτÀú âπιπèδωú âστÈ ταØ̋ παραλλ λοι̋. δι� τ�
αÎτ� δ� καÈ áκ�τερον τÀν ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ τετραπλεÔρων âν áνÐ âστιν âπιπèδωú. êστι
δà καÈ τä ΥΡC τρÐγωνον âν áνÈ âπιπèδωú. â�ν δ� νο σωµεν �πä τÀν Ο, Σ, Π, Τ,
Ρ, Υ σηµεÐων âπÈ τä Α âπιζευγνυµèνα̋ εÎθεÐα̋, συσταθ σεταÐ τι σχ¨µα στερεäν
πολÔεδρον µεταcÌ τÀν ΒC, ΚC περιφερειÀν âκ πυραµÐδων συγκεÐµενον, Áν β�σει̋
µàν τ� ΚΒΟΣ, ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ τετρ�πλευρα καÈ τä ΥΡC τρÐγωνον, κορυφ� δà τä Α
σηµεØον. â�ν δà καÈ âπÈ áκ�στη̋ τÀν ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ πλευρÀν καθ�περ âπÈ τ¨̋ ΒΚ τ�
αÎτ� κατασκευ�σωµεν καÈ êτι âπÈ τÀν λοιπÀν τριÀν τεταρτηµορÐων, συσταθ σεταÐ τι
σχ¨µα πολÔεδρον âγγεγραµµèνον εÊ̋ τ�ν σφαØραν πυραµÐσι περιεχìµενον, Áν β�σει̋
[µàν] τ� εÊρηµèνα τετρ�πλευρα καÈ τä ΥΡC τρÐγωνον καÈ τ� åµοταγ¨ αÎτοØ̋, κορυφ�
δà τä Α σηµεØον.

Λèγω, íτι τä εÊρηµèνον πολÔεδρον οÎκ âφ�ψεται τ¨̋ âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ κατ� τ�ν
âπιφ�νειαν, âφ' ©̋ âστιν å ΖΗΘ κÔκλο̋.

^Ηχθω �πä τοÜ Α σηµεÐου âπÈ τä τοÜ ΚΒΟΣ τετραπλεÔρου âπÐπεδον κ�θετο̋ �
ΑΨ καÈ συµβαλλèτω τÀú âπιπèδωú κατ� τä Ψ σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΨΒ, ΨΚ.
καÈ âπεÈ � ΑΨ æρθ  âστι πρä̋ τä τοÜ ΚΒΟΣ τετραπλεÔρου âπÐπεδον, καÈ πρä̋ π�σα̋
�ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋ καÈ οÖσα̋ âν τÀú τοÜ τετραπλεÔρου âπιπèδωú æρθ 
âστιν. � ΑΨ �ρα æρθ  âστι πρä̋ áκατèραν τÀν ΒΨ, ΨΚ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΒ τ¨ù
ΑΚ, Òσον âστÈ καÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τÀú �πä τ¨̋ ΑΚ. καÐ âστι τÀú µàν �πä τ¨̋ ΑΒ Òσα
τ� �πä τÀν ΑΨ, ΨΒ: æρθ� γ�ρ � πρä̋ τÀú Ψ: τÀú δà �πä τ¨̋ ΑΚ Òσα τ� �πä τÀν ΑΨ,
ΨΚ. τ� �ρα �πä τÀν ΑΨ, ΨΒ Òσα âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΑΨ, ΨΚ. κοινäν �φηùρ σθω τä
�πä τ¨̋ ΑΨ: λοιπäν �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΨ λοιπÀú τÀú �πä τ¨̋ ΨΚ Òσον âστÐν: Òση �ρα
� ΒΨ τ¨ù ΨΚ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ αÉ �πä τοÜ Ψ âπÈ τ� Ο, Σ âπιζευγνÔµεναι
εÎθεØαι Òσαι εÊσÈν áκατèραø τÀν ΒΨ, ΨΚ. å �ρα κèντρωú τÀú Ψ καÈ διαστ µατι áνÈ τÀν
ΨΒ, ΨΚ γραφìµενο̋ κÔκλο̋ ¡cει καÈ δι� τÀν Ο, Σ, καÈ êσται âν κÔκλωú τä ΚΒΟΣ
τετρ�πλευρον.
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ΚαÈ âπεÈ µεÐζων âστÈν � ΚΒ τ¨̋ ΧΦ, Òση δà � ΧΦ τ¨ù ΣΟ, µεÐζων �ρα � ΚΒ τ¨̋
ΣΟ. Òση δà � ΚΒ áκατèραø τÀν ΚΣ, ΒΟ: καÈ áκατèρα �ρα τÀν ΚΣ, ΒΟ τ¨̋ ΣΟ µεÐζων
âστÐν. καÈ âπεÈ âν κÔκλωú τετρ�πλευρìν âστι τä ΚΒΟΣ, καÈ Òσαι αÉ ΚΒ, ΒΟ, ΚΣ,
καÈ âλ�ττων � ΟΣ, καÈ âκ τοÜ κèντρου τοÜ κÔκλου âστÈν � ΒΨ, τä �ρα �πä τ¨̋ ΚΒ
τοÜ �πä τ¨̋ ΒΨ µεØζìν âστιν £ διπλ�σιον. ¢χθω �πä τοÜ Κ âπÈ τ�ν ΒΦ κ�θετο̋ �
ΚΩ. καÈ âπεÈ � Β∆ τ¨̋ ∆Ω âλ�ττων âστÈν £ διπλ¨, καÐ âστιν ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Ω,
οÕτω̋ τä Íπä τÀν ∆Β, ΒΩ πρä̋ τä Íπä [τÀν] ∆Ω, ΩΒ, �ναγραφοµèνου �πä τ¨̋ ΒΩ
τετραγ¸νου καÈ συµπληρουµèνου τοÜ âπÈ τ¨̋ Ω∆ παραλληλογρ�µµου καÈ τä Íπä ∆Β,
ΒΩ �ρα τοÜ Íπä ∆Ω, ΩΒ êλαττìν âστιν £ διπλ�σιον. καÐ âστι τ¨̋ Κ∆ âπιζευγνυµèνη̋
τä µàν Íπä ∆Β, ΒΩ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΒΚ, τä δà Íπä τÀν ∆Ω, ΩΒ Òσον τÀú �πä τ¨̋
ΚΩ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΚΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΩ êλασσìν âστιν £ διπλ�σιον. �λλ� τä �πä τ¨̋
ΚΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΒΨ µεØζìν âστιν £ διπλ�σιον: µεØζον �ρα τä �πä τ¨̋ ΚΩ τοÜ �πä
τ¨̋ ΒΨ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΒΑ τ¨ù ΚΑ, Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΑ τÀú �πä τ¨̋ ΑΚ. καÐ
âστι τÀú µàν �πä τ¨̋ ΒΑ Òσα τ� �πä τÀν ΒΨ, ΨΑ, τÀú δà �πä τ¨̋ ΚΑ Òσα τ� �πä τÀν
ΚΩ, ΩΑ: τ� �ρα �πä τÀν ΒΨ, ΨΑ Òσα âστÈ τοØ̋ �πä τÀν ΚΩ, ΩΑ, Áν τä �πä τ¨̋ ΚΩ
µεØζον τοÜ �πä τ¨̋ ΒΨ: λοιπäν �ρα τä �πä τ¨̋ ΩΑ êλασσìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΨΑ.
µεÐζων �ρα � ΑΨ τ¨̋ ΑΩ: πολλÀú �ρα � ΑΨ µεÐζων âστÈ τ¨̋ ΑΗ. καÐ âστιν � µàν ΑΨ
âπÈ µÐαν τοÜ πολυèδρου β�σιν, � δà ΑΗ âπÈ τ�ν τ¨̋ âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ âπιφ�νειαν:
¹στε τä πολÔεδρον οÎ ψαÔσει τ¨̋ âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ κατ� τ�ν âπιφ�νειαν.

∆Ôο �ρα σφαιρÀν περÈ τä αÎτä κèντρον οÎσÀν εÊ̋ τ�ν µεÐζονα σφαØραν στερεäν
πολÔεδρον âγγèγραπται µ� ψαÜον τ¨̋ âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ κατ� τ�ν âπιφ�νειαν: íπερ
êδει ποι¨σαι.

Πìρισµα

ÇΕ�ν δà καÈ εÊ̋ áτèραν σφαØραν τÀú âν τ¨ù ΒΓ∆Ε σφαÐραø στερεÀú πολυèδρωú íµοιον
στερεäν πολÔεδρον âγγραφ¨ù, τä âν τ¨ù ΒΓ∆Ε σφαÐραø στερεäν πολÔεδρον πρä̋ τä âν τ¨ù
áτèραø σφαÐραø στερεäν πολÔεδρον τριπλασÐονα λìγον êχει, ¢περ � τ¨̋ ΒΓ∆Ε σφαÐρα̋
δι�µετρο̋ πρä̋ τ�ν τ¨̋ áτèρα̋ σφαÐρα̋ δι�µετρον. διαιρεθèντων γ�ρ τÀν στερεÀν
εÊ̋ τ�̋ åµοιοπληθεØ̋ καÈ åµοιοταγεØ̋ πυραµÐδα̋ êσονται αÉ πυραµÐδε̋ íµοιαι. αÉ δà
íµοιαι πυραµÐδε̋ πρä̋ �λλ λα̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν åµολìγων πλευρÀν: �
�ρα πυραµÐ̋, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΚΒΟΣ τετρ�πλευρον, κορυφ� δà τä Α σηµεØον,
πρä̋ τ�ν âν τ¨ù áτèραø σφαÐραø åµοιοταγ¨ πυραµÐδα τριπλασÐονα λìγον êχει, ¢περ �
åµìλογο̋ πλευρ� πρä̋ τ�ν åµìλογον πλευρ�ν, τουτèστιν ¢περ � ΑΒ âκ τοÜ κèντρου
τ¨̋ σφαÐρα̋ τ¨̋ περÈ κèντρον τä Α πρä̋ τ�ν âκ τοÜ κèντρου τ¨̋ áτèρα̋ σφαÐρα̋.
åµοÐω̋ καÈ áκ�στη πυραµÈ̋ τÀν âν τ¨ù περÈ κèντρον τä Α σφαÐραø πρä̋ áκ�στην åµοταγ¨
πυραµÐδα τÀν âν τ¨ù áτèραø σφαÐραø τριπλασÐονα λìγον écει, ¢περ � ΑΒ πρä̋ τ�ν âκ τοÜ
κèντρου τ¨̋ áτèρα̋ σφαÐρα̋. καÈ ±̋ ëν τÀν �γουµèνων πρä̋ ëν τÀν áποµèνων, οÕτω̋
�παντα τ� �γοÔµενα πρä̋ �παντα τ� áπìµενα: ¹στε íλον τä âν τ¨ù περÈ κèντρον τä
Α σφαÐραø στερεäν πολÔεδρον πρä̋ íλον τä âν τ¨ù áτèραø [σφαÐραø] στερεäν πολÔεδρον
τριπλασÐονα λìγον écει, ¢περ � ΑΒ πρä̋ τ�ν âκ τοÜ κèντρου τ¨̋ áτèρα̋ σφαÐρα̋,
τουτèστιν ¢περ � Β∆ δι�µετρο̋ πρä̋ τ�ν τ¨̋ áτèρα̋ σφαÐρα̋ δι�µετρον: íπερ êδει
δεØcαι.

XII.18

ΑÉ σφαØραι πρä̋ �λλ λα̋ âν τριπλασÐονι λìγωú εÊσÈ τÀν ÊδÐων διαµèτρων.
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Νενο σθωσαν σφαØραι αÉ ΑΒΓ, ∆ΕΖ, δι�µετροι δà αÎτÀν αÉ ΒΓ, ΕΖ: λèγω, íτι �
ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ σφαØραν τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ.
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ΕÊ γ�ρ µ� � ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ σφαØραν τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ
� ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ, écει �ρα � ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ âλ�σσον� τινα τ¨̋ ∆ΕΖ σφαÐρα̋
τριπλασÐονα λìγον £ πρä̋ µεÐζονα ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ. âχèτω πρìτερον πρä̋
âλ�σσονα τ�ν ΗΘΚ, καÈ νενο σθω � ∆ΕΖ τ¨ù ΗΘΚ περÈ τä αÎτä κèντρον, καÈ
âγγεγρ�φθω εÊ̋ τ�ν µεÐζονα σφαØραν τ�ν ∆ΕΖ στερεäν πολÔεδρον µ� ψαÜον τ¨̋
âλ�σσονο̋ σφαÐρα̋ τ¨̋ ΗΘΚ κατ� τ�ν âπιφ�νειαν, âγγεγρ�φθω δà καÈ εÊ̋ τ�ν ΑΒΓ
σφαØραν τÀú âν τ¨ù ∆ΕΖ σφαÐραø στερεÀú πολυèδρωú íµοιον στερεäν πολÔεδρον: τä �ρα
âν τ¨ù ΑΒΓ στερεäν πολÔεδρον πρä̋ τä âν τ¨ù ∆ΕΖ στερεäν πολÔεδρον τριπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ. êχει δà καÈ � ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ τ�ν ΗΘΚ σφαØραν
τριπλασÐονα λìγον ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ: êστιν �ρα ±̋ � ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ τ�ν ΗΘΚ
σφαØραν, οÕτω̋ τä âν τ¨ù ΑΒΓ σφαÐραø στερεäν πολÔεδρον πρä̋ τä âν τ¨ù ∆ΕΖ σφαÐραø
στερεäν πολÔεδρον: âναλλ�c [�ρα] ±̋ � ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ τä âν αÎτ¨ù πολÔεδρον,
οÕτω̋ � ΗΘΚ σφαØρα πρä̋ τä âν τ¨ù ∆ΕΖ σφαÐραø στερεäν πολÔεδρον. µεÐζων δà
� ΑΒΓ σφαØρα τοÜ âν αÎτ¨ù πολυèδρου: µεÐζων �ρα καÈ � ΗΘΚ σφαØρα τοÜ âν τ¨ù
∆ΕΖ σφαÐραø πολυèδρου. �λλ� καÈ âλ�ττων: âµπεριèχεται γ�ρ Íπ' αÎτοÜ. οÎκ �ρα
� ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ âλ�σσονα τ¨̋ ∆ΕΖ σφαÐρα̋ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ
δι�µετρο̋ πρä̋ τ�ν ΕΖ. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà � ∆ΕΖ σφαØρα πρä̋ âλ�σσονα
τ¨̋ ΑΒΓ σφαÐρα̋ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΒΓ.

Λèγω δ , íτι οÎδà � ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ µεÐζον� τινα τ¨̋ ∆ΕΖ σφαÐρα̋ τριπλασÐονα
λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ.

ΕÊ γ�ρ δυνατìν, âχèτω πρä̋ µεÐζονα τ�ν ΛΜΝ: �ν�παλιν �ρα � ΛΜΝ σφαØρα
πρä̋ τ�ν ΑΒΓ σφαØραν τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΕΖ δι�µετρο̋ πρä̋ τ�ν ΒΓ
δι�µετρον. ±̋ δà � ΛΜΝ σφαØρα πρä̋ τ�ν ΑΒΓ σφαØραν, οÕτω̋ � ∆ΕΖ σφαØρα
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πρä̋ âλ�σσον� τινα τ¨̋ ΑΒΓ σφαÐρα̋, âπειδ περ µεÐζων âστÈν � ΛΜΝ τ¨̋ ∆ΕΖ, ±̋
êµπροσθεν âδεÐχθη. καÈ � ∆ΕΖ �ρα σφαØρα πρä̋ âλ�σσον� τινα τ¨̋ ΑΒΓ σφαÐρα̋
τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΕΖ πρä̋ τ�ν ΒΓ: íπερ �δÔνατον âδεÐχθη. οÎκ �ρα �
ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ µεÐζον� τινα τ¨̋ ∆ΕΖ σφαÐρα̋ τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ
πρä̋ τ�ν ΕΖ. âδεÐχθη δè, íτι οÎδà πρä̋ âλ�σσονα. � �ρα ΑΒΓ σφαØρα πρä̋ τ�ν ∆ΕΖ
σφαØραν τριπλασÐονα λìγον êχει ¢περ � ΒΓ πρä̋ τ�ν ΕΖ: íπερ êδει δεØcαι.
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BIBΛION XIII

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

XIII.1

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, τä µεØζον τµ¨µα προσλαβäν τ�ν
�µÐσειαν τ¨̋ íλη̋ πενταπλ�σιον δÔναται τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τετραγ¸νου.

ΕÎθεØα γ�ρ γραµµ� � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον τετµ σθω κατ� τä Γ σηµεØον,
καÈ êστω µεØζον τµ¨µα τä ΑΓ, καÈ âκβεβλ σθω âπ' εÎθεÐα̋ τ¨ù ΓΑ εÎθεØα � Α∆, καÈ
κεÐσθω τ¨̋ ΑΒ �µÐσεια � Α∆: λèγω, íτι πενταπλ�σιìν âστι τä �πä τ¨̋ Γ∆ τοÜ �πä
τ¨̋ ∆Α.
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ÇΑναγεγρ�φθωσαν γ�ρ �πä τÀν ΑΒ, ∆Γ τετρ�γωνα τ� ΑΕ, ∆Ζ, καÈ καταγεγρ�φθω
âν τÀú ∆Ζ τä σχ¨µα, καÈ δι χθω � ΖΓ âπÈ τä Η. καÈ âπεÈ � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον
τèτµηται κατ� τä Γ, τä �ρα Íπä τÀν ΑΒΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ. καÐ âστι τä µàν

423
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Íπä τÀν ΑΒΓ τä ΓΕ, τä δà �πä τ¨̋ ΑΓ τä ΖΘ: Òσον �ρα τä ΓΕ τÀú ΖΘ. καÈ âπεÈ
διπλ¨ âστιν � ΒΑ τ¨̋ Α∆, Òση δà � µàν ΒΑ τ¨ù ΚΑ, � δà Α∆ τ¨ù ΑΘ, διπλ¨ �ρα καÈ �
ΚΑ τ¨̋ ΑΘ. ±̋ δà � ΚΑ πρä̋ τ�ν ΑΘ, οÕτω̋ τä ΓΚ πρä̋ τä ΓΘ: διπλ�σιον �ρα τä
ΓΚ τοÜ ΓΘ. εÊσÈ δà καÈ τ� ΛΘ, ΘΓ διπλ�σια τοÜ ΓΘ. Òσον �ρα τä ΚΓ τοØ̋ ΛΘ, ΘΓ.
âδεÐχθη δà καÈ τä ΓΕ τÀú ΘΖ Òσον: íλον �ρα τä ΑΕ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τÀú ΜΝC
γν¸µονι. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΒΑ τ¨̋ Α∆, τετραπλ�σιìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΑ τοÜ
�πä τ¨̋ Α∆, τουτèστι τä ΑΕ τοÜ ∆Θ. Òσον δà τä ΑΕ τÀú ΜΝC γν¸µονι: καÈ å ΜΝC
�ρα γν¸µων τετραπλ�σιì̋ âστι τοÜ ΑΟ: íλον �ρα τä ∆Ζ πενταπλ�σιìν âστι τοÜ ΑΟ.
καÐ âστι τä µàν ∆Ζ τä �πä τ¨̋ ∆Γ, τä δà ΑΟ τä �πä τ¨̋ ∆Α: τä �ρα �πä τ¨̋ Γ∆
πενταπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ∆Α.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, τä µεØζον τµ¨µα προσλαβäν τ�ν
�µÐσειαν τ¨̋ íλη̋ πενταπλ�σιον δÔναται τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τετραγ¸νου: íπερ êδει
δεØcαι.

XIII.2

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� τµ µατο̋ áαυτ¨̋ πενταπλ�σιον δÔνηται, τ¨̋ διπλασÐα̋ τοÜ εÊρηµèνου
τµ µατο̋ �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µα τä λοιπäν µèρο̋ âστÈ
τ¨̋ âc �ρχ¨̋ εÎθεÐα̋.

ΕÎθεØα γ�ρ γραµµ� � ΑΒ τµ µατο̋ áαυτ¨̋ τοÜ ΑΓ πενταπλ�σιον δυν�σθω, τ¨̋
δà ΑΓ διπλ¨ êστω � Γ∆: λèγω, íτι τ¨̋ Γ∆ �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä
µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΓΒ.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �φ' áκατèρα̋ τÀν ΑΒ, Γ∆ τετρ�γωνα τ� ΑΖ, ΓΗ, καÈ καταγεγρ�φθω
âν τÀú ΑΖ τä σχ¨µα, καÈ δι χθω � ΒΕ. καÈ âπεÈ πενταπλ�σιìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΑ τοÜ
�πä τ¨̋ ΑΓ, πενταπλ�σιìν âστι τä ΑΖ τοÜ ΑΘ. τετραπλ�σιο̋ �ρα å ΜΝC γν¸µων
τοÜ ΑΘ. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ∆Γ τ¨̋ ΓΑ, τετραπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä ∆Γ τοÜ
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�πä ΓΑ, τουτèστι τä ΓΗ τοÜ ΑΘ. âδεÐχθη δà καÈ å ΜΝC γν¸µων τετραπλ�σιο̋ τοÜ
ΑΘ: Òσο̋ �ρα å ΜΝC γν¸µων τÀú ΓΗ. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ∆Γ τ¨̋ ΓΑ, Òση δà �
µàν ∆Γ τ¨ù ΓΚ, � δà ΑΓ τ¨ù ΓΘ [διπλ¨ �ρα καÈ � ΚΓ τ¨̋ ΓΘ], διπλ�σιον �ρα καÈ τä
ΚΒ τοÜ ΒΘ. εÊσÈ δà καÈ τ� ΛΘ, ΘΒ τοÜ ΘΒ διπλ�σια: Òσον �ρα τä ΚΒ τοØ̋ ΛΘ, ΘΒ.
âδεÐχθη δà καÈ íλο̋ å ΜΝC γν¸µων íλωú τÀú ΓΗ Òσο̋: καÈ λοιπäν �ρα τä ΘΖ τÀú ΒΗ
âστιν Òσον. καÐ âστι τä µàν ΒΗ τä Íπä τÀν Γ∆Β: Òση γ�ρ � Γ∆ τ¨ù ∆Η: τä δà ΘΖ τä
�πä τ¨̋ ΓΒ: τä �ρα Íπä τÀν Γ∆Β Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΓΒ. êστιν �ρα ±̋ � ∆Γ πρä̋
τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ � ΓΒ πρä̋ τ�ν Β∆. µεÐζων δà � ∆Γ τ¨̋ ΓΒ: µεÐζων �ρα καÈ � ΓΒ τ¨̋
Β∆. τ¨̋ Γ∆ �ρα εÎθεÐα̋ �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν
� ΓΒ.

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα γραµµ� τµ µατο̋ áαυτ¨̋ πενταπλ�σιον δÔνηται, τ¨̋ διπλασÐα̋ τοÜ
εÊρηµèνου τµ µατο̋ �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µα τä λοιπäν
µèρο̋ âστÈ τ¨̋ âc �ρχ¨̋ εÎθεÐα̋: íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

�Οτι δà � διπλ¨ τ¨̋ ΑΓ µεÐζων âστÈ τ¨̋ ΒΓ, οÕτω̋ δεικτèον.
ΕÊ γ�ρ µ , êστω, εÊ δυνατìν, � ΒΓ διπλ¨ τ¨̋ ΓΑ. τετραπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋

ΒΓ τοÜ �πä τ¨̋ ΓΑ: πενταπλ�σια �ρα τ� �πä τÀν ΒΓ, ΓΑ τοÜ �πä τ¨̋ ΓΑ. Íπìκειται
δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΒΑ πενταπλ�σιον τοÜ �πä τ¨̋ ΓΑ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΒΑ Òσον âστÈ
τοØ̋ �πä τÀν ΒΓ, ΓΑ: íπερ �δÔνατον. οÎκ �ρα � ΓΒ διπλασÐα âστÈ τ¨̋ ΑΓ. åµοÐω̋
δ� δεÐcοµεν, íτι οÎδà � âλ�ττων τ¨̋ ΓΒ διπλασÐων âστÈ τ¨̋ ΓΑ: πολλÀú γ�ρ [µεØζον]
τä �τοπον.

ÃΗ �ρα τ¨̋ ΑΓ διπλ¨ µεÐζων âστÈ τ¨̋ ΓΒ: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.3

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, τä êλασσον τµ¨µα προσλαβäν
τ�ν �µÐσειαν τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋ πενταπλ�σιον δÔναται τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋
τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋ τετραγ¸νου. ΕÎθεØα γ�ρ τι̋ � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον
τετµ σθω κατ� τä Γ σηµεØον, καÈ êστω µεØζον τµ¨µα τä ΑΓ, καÈ τετµ σθω � ΑΓ δÐχα
κατ� τä ∆: λèγω, íτι πενταπλ�σιìν âστι τä �πä τ¨̋ Β∆ τοÜ �πä τ¨̋ ∆Γ.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä ΑΕ, καÈ καταγεγρ�φθω διπλοÜν τä
σχ¨µα. âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΑΓ τ¨̋ ∆Γ, τετραπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΓ τοÜ �πä τ¨̋
∆Γ, τουτèστι τä ΡΣ τοÜ ΖΗ. καÈ âπεÈ τä Íπä τÀν ΑΒΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ, καÐ
âστι τä Íπä τÀν ΑΒΓ τä ΓΕ, τä �ρα ΓΕ Òσον âστÈ τÀú ΡΣ. τετραπλ�σιον δà τä ΡΣ
τοÜ ΖΗ: τετραπλ�σιον �ρα καÈ τä ΓΕ τοÜ ΖΗ. π�λιν âπεÈ Òση âστÈν � Α∆ τ¨ù ∆Γ, Òση
âστÈ καÈ � ΘΚ τ¨ù ΚΖ. ¹στε καÈ τä ΗΖ τετρ�γωνον Òσον âστÈ τÀú ΘΛ τετραγ¸νωú. Òση
�ρα � ΗΚ τ¨ù ΚΛ, τουτèστιν � ΜΝ τ¨ù ΝΕ: ¹στε καÈ τä ΜΖ τÀú ΖΕ âστιν Òσον. �λλ�
τä ΜΖ τÀú ΓΗ âστιν Òσον: καÈ τä ΓΗ �ρα τÀú ΖΕ âστιν Òσον. κοινäν προσκεÐσθω τä
ΓΝ: å �ρα CΟΠ γν¸µων Òσο̋ âστÈ τÀú ΓΕ. �λλ� τä ΓΕ τετραπλ�σιον âδεÐχθη τοÜ ΗΖ:
καÈ å CΟΠ �ρα γν¸µων τετραπλ�σιì̋ âστι τοÜ ΖΗ τετραγ¸νου. å CΟΠ �ρα γν¸µων
καÈ τä ΖΗ τετρ�γωνον πενταπλ�σιì̋ âστι τοÜ ΖΗ. �λλ� å CΟΠ γν¸µων καÈ τä ΖΗ
τετρ�γωνìν âστι τä ∆Ν. καÐ âστι τä µàν ∆Ν τä �πä τ¨̋ ∆Β, τä δà ΗΖ τä �πä τ¨̋
∆Γ. τä �ρα �πä τ¨̋ ∆Β πενταπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ∆Γ: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.4

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, τä �πä τ¨̋ íλη̋ καÈ τοÜ âλ�σσονο̋
τµ µατο̋, τ� συναµφìτερα τετρ�γωνα, τριπλ�σι� âστι τοÜ �πä τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋
τετραγ¸νου.

^Εστω εÎθεØα � ΑΒ, καÈ τετµ σθω �κρον καÈ µèσον λìγον κατ� τä Γ, καÈ êστω
µεØζον τµ¨µα τä ΑΓ: λèγω, íτι τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τριπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΓΑ.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä Α∆ΕΒ, καÈ καταγεγρ�φθω τä
σχ¨µα. âπεÈ οÞν � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Γ, καÈ τä µεØζον
τµ¨µ� âστιν � ΑΓ, τä �ρα Íπä τÀν ΑΒΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΓ. καÐ âστι τä µàν
Íπä τÀν ΑΒΓ τä ΑΚ, τä δà �πä τ¨̋ ΑΓ τä ΘΗ: Òσον �ρα âστÈ τä ΑΚ τÀú ΘΗ. καÈ âπεÈ
Òσον âστÈ τä ΑΖ τÀú ΖΕ, κοινäν προσκεÐσθω τä ΓΚ: íλον �ρα τä ΑΚ íλωú τÀú ΓΕ âστιν
Òσον: τ� �ρα ΑΚ, ΓΕ τοÜ ΑΚ âστι διπλ�σια. �λλ� τ� ΑΚ, ΓΕ å ΛΜΝ γν¸µων âστÈ
καÈ τä ΓΚ τετρ�γωνον: å �ρα ΛΜΝ γν¸µων καÈ τä ΓΚ τετρ�γωνον διπλ�σι� âστι
τοÜ ΑΚ. �λλ� µ�ν καÈ τä ΑΚ τÀú ΘΗ âδεÐχθη Òσον: å �ρα ΛΜΝ γν¸µων καÈ [τä ΓΚ
τετρ�γωνον διπλ�σι� âστι τοÜ ΘΗ: ¹στε å ΛΜΝ γν¸µων καÈ] τ� ΓΚ, ΘΗ τετρ�γωνα
τριπλ�σι� âστι τοÜ ΘΗ τετραγ¸νου. καÐ âστιν å [µàν] ΛΜΝ γν¸µων καÈ τ� ΓΚ, ΘΗ
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τετρ�γωνα íλον τä ΑΕ καÈ τä ΓΚ, �περ âστÈ τ� �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνα, τä δà
ΗΘ τä �πä τ¨̋ ΑΓ τετρ�γωνον. τ� �ρα �πä τÀν ΑΒ, ΒΓ τετρ�γωνα τριπλ�σι� âστι
τοÜ �πä τ¨̋ ΑΓ τετραγ¸νου: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.5

ÇΕ�ν εÎθεØα γραµµ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, καÈ προστεθ¨ù αÎτ¨ù Òση τÀú µεÐζονι
τµ µατι, � íλη εÎθεØα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται, καÈ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν �
âc �ρχ¨̋ εÎθεØα.

ΕÎθεØα γ�ρ γραµµ� � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον τετµ σθω κατ� τä Γ σηµεØον,
καÈ êστω µεØζον τµ¨µα � ΑΓ, καÈ τ¨ù ΑΓ Òση [κεÐσθω] � Α∆. λèγω, íτι � ∆Β εÎθεØα
�κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Α, καÈ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � âc �ρχ¨̋
εÎθεØα � ΑΒ.
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ÇΑναγεγρ�φθω γ�ρ �πä τ¨̋ ΑΒ τετρ�γωνον τä ΑΕ, καÈ καταγεγρ�φθω τä σχ¨µα.
âπεÈ � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Γ, τä �ρα Íπä ΑΒΓ Òσον âστÈ τÀú
�πä ΑΓ. καÐ âστι τä µàν Íπä ΑΒΓ τä ΓΕ, τä δà �πä τ¨̋ ΑΓ τä ΓΘ: Òσον �ρα τä ΓΕ
τÀú ΘΓ. �λλ� τÀú µàν ΓΕ Òσον âστÈ τä ΘΕ, τÀú δà ΘΓ Òσον τä ∆Θ: καÈ τä ∆Θ �ρα Òσον
âστÈ τÀú ΘΕ [κοινäν προσκεÐσθω τä ΘΒ]. íλον �ρα τä ∆Κ íλωú τÀú ΑΕ âστιν Òσον. καÐ
âστι τä µàν ∆Κ τä Íπä τÀν Β∆, ∆Α: Òση γ�ρ � Α∆ τ¨ù ∆Λ: τä δà ΑΕ τä �πä τ¨̋
ΑΒ: τä �ρα Íπä τÀν Β∆Α Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΑΒ. êστιν �ρα ±̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν
ΒΑ, οÕτω̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν Α∆. µεÐζων δà � ∆Β τ¨̋ ΒΑ: µεÐζων �ρα καÈ � ΒΑ τ¨̋
Α∆.

ÃΗ �ρα ∆Β �κρον καÈ µèσον λìγον τèµηται κατ� τä Α, καÈ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν
� ΑΒ: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.6

ÇΕ�ν εÎθεØα ûητ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, áκ�τερον τÀν τµηµ�των �λογì̋ âστιν
� καλουµèνη �ποτοµ .

^Εστω εÎθεØα ûητ� � ΑΒ καÈ τετµ σθω �κρον καÈ µèσον λìγον κατ� τä Γ, καÈ
êστω µεØζον τµ¨µα � ΑΓ: λèγω, íτι áκατèρα τÀν ΑΓ, ΓΒ �λογì̋ âστιν � καλουµèνη
�ποτοµ .
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b bbb
Α ΒΓ∆

ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ � ΒΑ, καÈ κεÐσθω τ¨̋ ΒΑ �µÐσεια � Α∆. âπεÈ οÞν εÎθεØα � ΑΒ
τèτµηται �κρον καÈ µèσον λìγον κατ� τä Γ, καÈ τÀú µεÐζονι τµ µατι τÀú ΑΓ πρìσκειται

� Α∆ �µÐσεια οÞσα τ¨̋ ΑΒ, τä �ρα �πä Γ∆ τοÜ �πä ∆Α πενταπλ�σιìν âστιν. τä
�ρα �πä Γ∆ πρä̋ τä �πä ∆Α λìγον êχει, çν �ριθµä̋ πρä̋ �ριθµìν: σÔµµετρον �ρα
τä �πä Γ∆ τÀú �πä ∆Α. ûητäν δà τä �πä ∆Α: ûητ� γ�ρ [âστιν] � ∆Α �µÐσεια οÞσα
τ¨̋ ΑΒ ûητ¨̋ οÖση̋: ûητäν �ρα καÈ τä �πä Γ∆: ûητ� �ρα âστÈ καÈ � Γ∆. καÈ âπεÈ τä
�πä Γ∆ πρä̋ τä �πä ∆Α λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋ πρä̋ τετρ�γωνον
�ριθµìν, �σÔµµετρο̋ �ρα µ κει � Γ∆ τ¨ù ∆Α: αÉ Γ∆, ∆Α �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει
µìνον σÔµµετροι: �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΑΓ. π�λιν, âπεÈ � ΑΒ �κρον καÈ µèσον λìγον
τèτµηται, καÈ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΑΓ, τä �ρα Íπä ΑΒ, ΒΓ τÀú �πä ΑΓ Òσον
âστÐν. τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΓ �ποτοµ¨̋ παρ� τ�ν ΑΒ ûητ�ν παραβληθàν πλ�το̋ ποιεØ τ�ν
ΒΓ. τä δà �πä �ποτοµ¨̋ παρ� ûητ�ν παραβαλλìµενον πλ�το̋ ποιεØ �ποτοµ�ν πρ¸την:
�ποτοµ� �ρα πρ¸τη âστÈν � ΓΒ. âδεÐχθη δà καÈ � ΓΑ �ποτοµ .

ÇΕ�ν �ρα εÎθεØα ûητ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, áκ�τερον τÀν τµηµ�των
�λογì̋ âστιν � καλουµèνη �ποτοµ : íπερ êδει δεØcαι.

XIII.7

ÇΕ�ν πενταγ¸νου ÊσοπλεÔρου αÉ τρεØ̋ γωνÐαι ¢τοι αÉ κατ� τä ác¨̋ £ αÉ µ� κατ� τä
ác¨̋ Òσαι Âσιν, Êσογ¸νιον êσται τä πεντ�γωνον.

Πενταγ¸νου γ�ρ ÊσοπλεÔρου τοÜ ΑΒΓ∆Ε αÉ τρεØ̋ γωνÐαι πρìτερον αÉ κατ� τä ác¨̋
αÉ πρä̋ τοØ̋ Α, Β, Γ Òσαι �λλ λαι̋ êστωσαν: λèγω, íτι Êσογ¸νιìν âστι τä ΑΒΓ∆Ε
πεντ�γωνον.
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ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΑΓ, ΒΕ, Ζ∆. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΓΒ, ΒΑ δυσÈ ταØ̋ ΒΑ, ΑΕ
Òσαι εÊσÈν áκατèρα áκατèραø, καÈ γωνÐα � Íπä ΓΒΑ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΑΕ âστιν Òση, β�σι̋
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�ρα � ΑΓ β�σει τ¨ù ΒΕ âστιν Òση, καÈ τä ΑΒΓ τρÐγωνον τÀú ΑΒΕ τριγ¸νωú Òσον, καÈ αÉ
λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται, Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν,
� µàν Íπä ΒΓΑ τ¨ù Íπä ΒΕΑ, � δà Íπä ΑΒΕ τ¨ù Íπä ΓΑΒ: ¹στε καÈ πλευρ� � ΑΖ
πλευρ�ø τ¨ù ΒΖ âστιν Òση. âδεÐχθη δà καÈ íλη � ΑΓ íληù τ¨ù ΒΕ Òση: καÈ λοιπ� �ρα �
ΖΓ λοιπ¨ù τ¨ù ΖΕ âστιν Òση. êστι δà καÈ � Γ∆ τ¨ù ∆Ε Òση. δÔο δ� αÉ ΖΓ, Γ∆ δυσÈ ταØ̋
ΖΕ, Ε∆ Òσαι εÊσÐν: καÈ β�σι̋ αÎτÀν κοιν� � Ζ∆: γωνÐα �ρα � Íπä ΖΓ∆ γωνÐαø τ¨ù Íπä
ΖΕ∆ âστιν Òση. âδεÐχθη δà καÈ � Íπä ΒΓΑ τ¨ù Íπä ΑΕΒ Òση: καÈ íλη �ρα � Íπä ΒΓ∆
íληù τ¨ù Íπä ΑΕ∆ Òση. �λλ' � Íπä ΒΓ∆ Òση Íπìκειται ταØ̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Β γωνÐαι̋:
καÈ � Íπä ΑΕ∆ �ρα ταØ̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Β γωνÐαι̋ Òση âστÐν.

åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � Íπä Γ∆Ε γωνÐα Òση âστÈ ταØ̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Β, Γ
γωνÐαι̋: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον.

ÇΑλλ� δ� µ� êστωσαν Òσαι αÉ κατ� τä ác¨̋ γωνÐαι, �λλ' êστωσαν Òσαι αÉ πρä̋ τοØ̋
Α, Γ, ∆ σηµεÐοι̋: λèγω, íτι καÈ οÕτω̋ Êσογ¸νιìν âστι τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον.

ÇΕπεζεÔχθω γ�ρ � Β∆. καÈ âπεÈ δÔο αÉ ΒΑ, ΑΕ δυσÈ ταØ̋ ΒΓ, Γ∆ Òσαι εÊσÈ καÈ
γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, β�σι̋ �ρα � ΒΕ β�σει τ¨ù Β∆ Òση âστÐν, καÈ τä ΑΒΕ τρÐγωνον
τÀú ΒΓ∆ τριγ¸νωú Òσον âστÐν, καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται,
Íφ' �̋ αÉ Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν: Òση �ρα âστÈν � Íπä ΑΕΒ γωνÐα τ¨ù Íπä Γ∆Β.
êστι δà καÈ � Íπä ΒΕ∆ γωνÐα τ¨ù Íπä Β∆Ε Òση, âπεÈ καÈ πλευρ� � ΒΕ πλευρ�ø τ¨ù Β∆
âστιν Òση. καÈ íλη �ρα � Íπä ΑΕ∆ γωνÐα íληù τ¨ù Íπä Γ∆Ε âστιν Òση. �λλ� � Íπä
Γ∆Ε ταØ̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Γ γωνÐαι̋ Íπìκειται Òση: καÈ � Íπä ΑΕ∆ �ρα γωνÐα ταØ̋ πρä̋
τοØ̋ Α, Γ Òση âστÐν. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � Íπä ΑΒΓ Òση âστÈ ταØ̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Γ, ∆
γωνÐαι̋. Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.8

ÇΕ�ν πενταγ¸νου ÊσοπλεÔρου καÈ ÊσογωνÐου τ�̋ κατ� τä ác¨̋ δÔο γωνÐα̋ ÍποτεÐνωσιν
εÎθεØαι, �κρον καÈ µèσον λìγον τèµνουσιν �λλ λα̋, καÈ τ� µεÐζονα αÎτÀν τµ µατα
Òσα âστÈ τ¨ù τοÜ πενταγ¸νου πλευρ�ø.

Α

Β

Γ∆

Ε Θ

Πενταγ¸νου γ�ρ ÊσοπλεÔρου καÈ ÊσογωνÐου τοÜ ΑΒΓ ∆Ε δÔο γωνÐα̋ τ�̋ κατ� τä
ác¨̋ τ�̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Β Íποτεινèτωσαν εÎθεØαι αÉ ΑΓ, ΒΕ τèµνουσαι �λλ λα̋ κατ�
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τä Θ σηµεØον: λèγω, íτι áκατèρα αÎτÀν �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Θ
σηµεØον, καÈ τ� µεÐζονα αÎτÀν τµ µατα Òσα âστÈ τ¨ù τοÜ πενταγ¸νου πλευρ�ø.

Περιγεγρ�φθω γ�ρ περÈ τä ΑΒΓ∆Ε πεντ�γωνον κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆Ε. καÈ âπεÈ δÔο
εÎθεØαι αÉ ΕΑ, ΑΒ δυσÈ ταØ̋ ΑΒ, ΒΓ Òσαι εÊσÈ καÈ γωνÐα̋ Òσα̋ περιèχουσιν, β�σι̋
�ρα � ΒΕ β�σει τ¨ù ΑΓ Òση âστÐν, καÈ τä ΑΒΕ τρÐγωνον τÀú ΑΒΓ τριγ¸νωú Òσον âστÐν,
καÈ αÉ λοιπαÈ γωνÐαι ταØ̋ λοιπαØ̋ γωνÐαι̋ Òσαι êσονται áκατèρα áκατèραø, Íφ' �̋ αÉ
Òσαι πλευραÈ ÍποτεÐνουσιν. Òση �ρα âστÈν � Íπä ΒΑΓ γωνÐα τ¨ù Íπä ΑΒΕ: διπλ¨ �ρα
� Íπä ΑΘΕ τ¨̋ Íπä ΒΑΘ. êστι δà καÈ � Íπä ΕΑΓ τ¨̋ Íπä ΒΑΓ διπλ¨, âπειδ περ καÈ
περιφèρεια � Ε∆Γ περιφερεÐα̋ τ¨̋ ΓΒ âστι διπλ¨: Òση �ρα � Íπä ΘΑΕ γωνÐα τ¨ù Íπä
ΑΘΕ: ¹στε καÈ � ΘΕ εÎθεØα τ¨ù ΕΑ, τουτèστι τ¨ù ΑΒ âστιν Òση. καÈ âπεÈ Òση âστÈν
� ΒΑ εÎθεØα τ¨ù ΑΕ, Òση âστÈ καÈ γωνÐα � Íπä ΑΒΕ τ¨ù Íπä ΑΕΒ. �λλ� � Íπä ΑΒΕ
τ¨ù Íπä ΒΑΘ âδεÐχθη Òση: καÈ � Íπä ΒΕΑ �ρα τ¨ù Íπä ΒΑΘ âστιν Òση. καÈ κοιν� τÀν
δÔο τριγ¸νων τοÜ τε ΑΒΕ καÈ τοÜ ΑΒΘ âστιν � Íπä ΑΒΕ: λοιπ� �ρα � Íπä ΒΑΕ
γωνÐα λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΑΘΒ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΕ τρÐγωνον τÀú ΑΒΘ
τριγ¸νωú: �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΕΒ πρä̋ τ�ν ΒΑ, οÕτω̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΘ. Òση
δà � ΒΑ τ¨ù ΕΘ: ±̋ �ρα � ΒΕ πρä̋ τ�ν ΕΘ, οÕτω̋ � ΕΘ πρä̋ τ�ν ΘΒ. µεÐζων δà �
ΒΕ τ¨̋ ΕΘ: µεÐζων �ρα καÈ � ΕΘ τ¨̋ ΘΒ. � ΒΕ �ρα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται
κατ� τä Θ, καÈ τä µεØζον τµ¨µα τä ΘΕ Òσον âστÈ τ¨ù τοÜ πενταγ¸νου πλευρ�ø. åµοÐω̋
δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � ΑΓ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Θ, καÈ τä µεØζον
αÎτ¨̋ τµ¨µα � ΓΘ Òσον âστÈ τ¨ù τοÜ πενταγ¸νου πλευρ�ø: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.9

ÇΕ�ν � τοÜ ácαγ¸νου πλευρ� καÈ � τοÜ δεκαγ¸νου τÀν εÊ̋ τäν αÎτäν κÔκλον âγγραφοµèνων
συντεθÀσιν, � íλη εÎθεØα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται, καÈ τä µεØζον αÎτ¨̋ τµ¨µ�
âστιν � τοÜ ácαγ¸νου πλευρ�.

ΑΒ

Γ

∆

Ε

Θ
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^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, καÈ τÀν εÊ̋ τäν ΑΒΓ κÔκλον âγγραφοµèνων σχηµ�των,
δεκαγ¸νου µàν êστω πλευρ� � ΒΓ, ácαγ¸νου δà � Γ∆, καÈ êστωσαν âπ' εÎθεÐα̋:
λèγω, íτι � íλη εÎθεØα � Β∆ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται, καÈ τä µεØζον αÎτ¨̋
τµ¨µ� âστιν � Γ∆.

ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ κÔκλου τä Ε σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΒ,
ΕΓ, Ε∆, καÈ δι χθω � ΒΕ âπÈ τä Α. âπεÈ δεκαγ¸νου ÊσοπλεÔρου πλευρ� âστιν � ΒΓ,
πενταπλασÐων �ρα � ΑΓΒ περιφèρεια τ¨̋ ΒΓ περιφερεÐα̋: τετραπλασÐων �ρα � ΑΓ
περιφèρεια τ¨̋ ΓΒ. ±̋ δà � ΑΓ περιφèρεια πρä̋ τ�ν ΓΒ, οÕτω̋ � Íπä ΑΕΓ γωνÐα πρä̋
τ�ν Íπä ΓΕΒ: τετραπλασÐων �ρα � Íπä ΑΕΓ τ¨̋ Íπä ΓΕΒ. καÈ âπεÈ Òση � Íπä ΕΒΓ
γωνÐα τ¨ù Íπä ΕΓΒ, � �ρα Íπä ΑΕΓ γωνÐα διπλασÐα âστÈ τ¨̋ Íπä ΕΓΒ. καÈ âπεÈ Òση
âστÈν � ΕΓ εÎθεØα τ¨ù Γ∆: áκατèρα γ�ρ αÎτÀν Òση âστÈ τ¨ù τοÜ ácαγ¸νου πλευρ�ø τοÜ
εÊ̋ τäν ΑΒΓ κÔκλον [âγγραφοµèνου]: Òση âστÈ καÈ � Íπä ΓΕ∆ γωνÐα τ¨ù Íπä Γ∆Ε
γωνÐαø: διπλασÐα �ρα � Íπä ΕΓΒ γωνÐα τ¨̋ Íπä Ε∆Γ. �λλ� τ¨̋ Íπä ΕΓΒ διπλασÐα
âδεÐχθη � Íπä ΑΕΓ: τετραπλασÐα �ρα � Íπä ΑΕΓ τ¨̋ Íπä Ε∆Γ. âδεÐχθη δà καÈ τ¨̋
Íπä ΒΕΓ τετραπλασÐα � Íπä ΑΕΓ: Òση �ρα � Íπä Ε∆Γ τ¨ù Íπä ΒΕΓ. κοιν� δà τÀν
δÔο τριγ¸νων, τοÜ τε ΒΕΓ καÈ τοÜ ΒΕ∆, � Íπä ΕΒ∆ γωνÐα: καÈ λοιπ� �ρα � Íπä
ΒΕ∆ τ¨ù Íπä ΕΓΒ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΕΒ∆ τρÐγωνον τÀú ΕΒΓ τριγ¸νωú.
�ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΕ, οÕτω̋ � ΕΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ. Òση δà � ΕΒ τ¨ù
Γ∆. êστιν �ρα ±̋ � Β∆ πρä̋ τ�ν ∆Γ, οÕτω̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΒ. µεÐζων δà � Β∆ τ¨̋
∆Γ: µεÐζων �ρα καÈ � ∆Γ τ¨̋ ΓΒ. � Β∆ �ρα εÎθεØα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται
[κατ� τä Γ], καÈ τä µεØζον τµ¨µα αÎτ¨̋ âστιν � ∆Γ: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.10

ÇΕ�ν εÊ̋ κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρον âγγραφ¨ù, � τοÜ πενταγ¸νου πλευρ� δÔναται
τ ν τε τοÜ ácαγ¸νου καÈ τ�ν τοÜ δεκαγ¸νου τÀν εÊ̋ τäν αÎτäν κÔκλον âγγραφοµèνων.

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ∆Ε, καÈ εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆Ε κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρον
âγγεγρ�φθω τä ΑΒΓ∆Ε. λèγω, íτι � τοÜ ΑΒΓ∆Ε πενταγ¸νου πλευρ� δÔναται τ ν
τε τοÜ ácαγ¸νου καÈ τ�ν τοÜ δεκαγ¸νου πλευρ�ν τÀν εÊ̋ τäν ΑΒΓ∆Ε κÔκλον
âγγραφοµèνων.
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ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ κÔκλου τä Ζ σηµεØον, καÈ âπιζευχθεØσα � ΑΖ δι χθω
âπÈ τä Η σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθω � ΖΒ, καÈ �πä τοÜ Ζ âπÈ τ�ν ΑΒ κ�θετο̋ ¢χθω �
ΖΘ, καÈ δι χθω âπÈ τä Κ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΚ, ΚΒ, καÈ π�λιν �πä τοÜ Ζ âπÈ τ�ν
ΑΚ κ�θετο̋ ¢χθω � ΖΛ, καÈ δι χθω âπÈ τä Μ, καÈ âπεζεÔχθω � ΚΝ. âπεÈ Òση âστÈν �
ΑΒΓΗ περιφèρεια τ¨ù ΑΕ∆Η περιφερεÐαø, Áν � ΑΒΓ τ¨ù ΑΕ∆ âστιν Òση, λοιπ� �ρα �
ΓΗ περιφèρεια λοιπ¨ù τ¨ù Η∆ âστιν Òση. πενταγ¸νου δà � Γ∆: δεκαγ¸νου �ρα � ΓΗ.
καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΖΑ τ¨ù ΖΒ, καÈ κ�θετο̋ � ΖΘ, Òση �ρα καÈ � Íπä ΑΖΚ γωνÐα τ¨ù
Íπä ΚΖΒ. ¹στε καÈ περιφèρεια � ΑΚ τ¨ù ΚΒ âστιν Òση: διπλ¨ �ρα � ΑΒ περιφèρεια
τ¨̋ ΒΚ περιφερεÐα̋: δεκαγ¸νου �ρα πλευρ� âστιν � ΑΚ εÎθεØα. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ
� ΑΚ τ¨̋ ΚΜ âστι διπλ¨. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΑΒ περιφèρεια τ¨̋ ΒΚ περιφερεÐα̋,
Òση δà � Γ∆ περιφèρεια τ¨ù ΑΒ περιφερεÐαø, διπλ¨ �ρα καÈ � Γ∆ περιφèρεια τ¨̋ ΒΚ
περιφερεÐα̋. êστι δà � Γ∆ περιφèρεια καÈ τ¨̋ ΓΗ διπλ¨: Òση �ρα � ΓΗ περιφèρεια τ¨ù
ΒΚ περιφερεÐαø. �λλ� � ΒΚ τ¨̋ ΚΜ âστι διπλ¨, âπεÈ καÈ � ΚΑ: καÈ � ΓΗ �ρα τ¨̋ ΚΜ
âστι διπλ¨. �λλ� µ�ν καÈ � ΓΒ περιφèρεια τ¨̋ ΒΚ περιφερεÐα̋ âστÈ διπλ¨: Òση γ�ρ
� ΓΒ περιφèρεια τ¨ù ΒΑ. καÈ íλη �ρα � ΗΒ περιφèρεια τ¨̋ ΒΜ âστι διπλ¨: ¹στε καÈ
γωνÐα � Íπä ΗΖΒ γωνÐα̋ τ¨̋ Íπä ΒΖΜ [âστι] διπλ¨. êστι δà � Íπä ΗΖΒ καÈ τ¨̋ Íπä
ΖΑΒ διπλ¨: Òση γ�ρ � Íπä ΖΑΒ τ¨ù Íπä ΑΒΖ. καÈ � Íπä ΒΖΝ �ρα τ¨ù Íπä ΖΑΒ âστιν
Òση. κοιν� δà τÀν δÔο τριγ¸νων, τοÜ τε ΑΒΖ καÈ τοÜ ΒΖΝ, � Íπä ΑΒΖ γωνÐα: λοιπ�
�ρα � Íπä ΑΖΒ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΒΝΖ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΒΖ τρÐγωνον τÀú
ΒΖΝ τριγ¸νωú. �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΑΒ εÎθεØα πρä̋ τ�ν ΒΖ, οÕτω̋ � ΖΒ πρä̋
τ�ν ΒΝ: τä �ρα Íπä τÀν ΑΒΝ Òσον âστÈ τÀú �πä ΒΖ. π�λιν âπεÈ Òση âστÈν � ΑΛ τ¨ù ΛΚ,
κοιν� δà καÈ πρä̋ æρθ�̋ � ΛΝ, β�σι̋ �ρα � ΚΝ β�σει τ¨ù ΑΝ âστιν Òση: καÈ γωνÐα
�ρα � Íπä ΛΚΝ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΛΑΝ âστιν Òση. �λλ� � Íπä ΛΑΝ τ¨ù Íπä ΚΒΝ âστιν
Òση: καÈ � Íπä ΛΚΝ �ρα τ¨ù Íπä ΚΒΝ âστιν Òση. καÈ κοιν� τÀν δÔο τριγ¸νων τοÜ τε
ΑΚΒ καÈ τοÜ ΑΚΝ � πρä̋ τÀú Α. λοιπ� �ρα � Íπä ΑΚΒ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΚΝΑ âστιν Òση:
Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΚΒΑ τρÐγωνον τÀú ΚΝΑ τριγ¸νωú. �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ �
ΒΑ εÎθεØα πρä̋ τ�ν ΑΚ, οÕτω̋ � ΚΑ πρä̋ τ�ν ΑΝ: τä �ρα Íπä τÀν ΒΑΝ Òσον âστÈ
τÀú �πä τ¨̋ ΑΚ. âδεÐχθη δà καÈ τä Íπä τÀν ΑΒΝ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ΒΖ: τä �ρα Íπä τÀν
ΑΒΝ µετ� τοÜ Íπä ΒΑΝ, íπερ âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΑ, Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΒΖ µετ�
τοÜ �πä τ¨̋ ΑΚ. καÐ âστιν � µàν ΒΑ πενταγ¸νου πλευρ�, � δà ΒΖ ácαγ¸νου, � δà
ΑΚ δεκαγ¸νου.

ÃΗ �ρα τοÜ πενταγ¸νου πλευρ� δÔναται τ ν τε τοÜ ácαγ¸νου καÈ τ�ν τοÜ δεκαγ¸νου
τÀν εÊ̋ τäν αÎτäν κÔκλον âγγραφοµèνων: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.11

ÇΕ�ν εÊ̋ κÔκλον ûητ�ν êχοντα τ�ν δι�µετρον πεντ�γωνον Êσìπλευρον âγγραφ¨ù, � τοÜ
πενταγ¸νου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�σσων.

ΕÊ̋ γ�ρ κÔκλον τäν ΑΒΓ∆Ε ûητ�ν êχοντα τ�ν δι�µετρον πεντ�γωνον Êσìπλευρον
âγγεγρ�φθω τä ΑΒΓ∆Ε: λèγω, íτι � τοÜ [ΑΒΓ∆Ε] πενταγ¸νου πλευρ� �λογì̋ âστιν
� καλουµèνη âλ�σσων.
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ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ κÔκλου τä Ζ σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΖ, ΖΒ
καÈ δι χθωσαν âπÈ τ� Η, Θ σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθω � ΑΓ, καÈ κεÐσθω τ¨̋ ΑΖ τèταρτον
µèρο̋ � ΖΚ. ûητ� δà � ΑΖ: ûητ� �ρα καÈ � ΖΚ. êστι δà καÈ � ΒΖ ûητ : íλη �ρα � ΒΚ
ûητ  âστιν. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓΗ περιφèρεια τ¨ù Α∆Η περιφερεÐαø, Áν � ΑΒΓ τ¨ù
ΑΕ∆ âστιν Òση, λοιπ� �ρα � ΓΗ λοιπ¨ù τ¨ù Η∆ âστιν Òση. καÈ â�ν âπιζεÔcωµεν τ�ν Α∆,
συν�γονται æρθαÈ αÉ πρä̋ τÀú Λ γωνÐαι, καÈ διπλ¨ � Γ∆ τ¨̋ ΓΛ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ αÉ
πρä̋ τÀú Μ æρθαÐ εÊσιν, καÈ διπλ¨ � ΑΓ τ¨̋ ΓΜ. âπεÈ οÞν Òση âστÈν � Íπä ΑΛΓ γωνÐα
τ¨ù Íπä ΑΜΖ, κοιν� δà τÀν δÔο τριγ¸νων τοÜ τε ΑΓΛ καÈ τοÜ ΑΜΖ � Íπä ΛΑΓ, λοιπ�
�ρα � Íπä ΑΓΛ λοιπ¨ù τ¨ù Íπä ΜΖΑ âστιν Òση: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΑΓΛ τρÐγωνον τÀú
ΑΜΖ τριγ¸νωú: �ν�λογον �ρα âστÈν ±̋ � ΛΓ πρä̋ ΓΑ, οÕτω̋ � ΜΖ πρä̋ ΖΑ: καÈ τÀν
�γουµèνων τ� διπλ�σια: ±̋ �ρα � τ¨̋ ΛΓ διπλ¨ πρä̋ τ�ν ΓΑ, οÕτω̋ � τ¨̋ ΜΖ διπλ¨
πρä̋ τ�ν ΖΑ. ±̋ δà � τ¨̋ ΜΖ διπλ¨ πρä̋ τ�ν ΖΑ, οÕτω̋ � ΜΖ πρä̋ τ�ν �µÐσειαν τ¨̋
ΖΑ: καÈ ±̋ �ρα � τ¨̋ ΛΓ διπλ¨ πρä̋ τ�ν ΓΑ, οÕτω̋ � ΜΖ πρä̋ τ�ν �µÐσειαν τ¨̋ ΖΑ.
καÈ τÀν áποµèνων τ� �µÐσεα: ±̋ �ρα � τ¨̋ ΛΓ διπλ¨ πρä̋ τ�ν �µÐσειαν τ¨̋ ΓΑ, οÕτω̋
� ΜΖ πρä̋ τä τèταρτον τ¨̋ ΖΑ. καÐ âστι τ¨̋ µàν ΛΓ διπλ¨ � ∆Γ, τ¨̋ δà ΓΑ �µÐσεια
� ΓΜ, τ¨̋ δà ΖΑ τèταρτον µèρο̋ � ΖΚ: êστιν �ρα ±̋ � ∆Γ πρä̋ τ�ν ΓΜ, οÕτω̋ �
ΜΖ πρä̋ τ�ν ΖΚ. συνθèντι καÈ ±̋ συναµφìτερο̋ � ∆ΓΜ πρä̋ τ�ν ΓΜ, οÕτω̋ � ΜΚ
πρä̋ ΚΖ: καÈ ±̋ �ρα τä �πä συναµφοτèρου τ¨̋ ∆ΓΜ πρä̋ τä �πä ΓΜ, οÕτω̋ τä �πä
ΜΚ πρä̋ τä �πä ΚΖ. καÈ âπεÈ τ¨̋ Íπä δÔο πλευρ�̋ τοÜ πενταγ¸νου ÍποτεινοÔση̋,
οÙον τ¨̋ ΑΓ, �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µα Òσον âστÈ τ¨ù τοÜ
πενταγ¸νου πλευρ�ø, τουτèστι τ¨ù ∆Γ, τä δà µεØζον τµ¨µα προσλαβäν τ�ν �µÐσειαν τ¨̋
íλη̋ πενταπλ�σιον δÔναται τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τ¨̋ íλη̋, καÐ âστιν íλη̋ τ¨̋ ΑΓ
�µÐσεια � ΓΜ, τä �ρα �πä τ¨̋ ∆ΓΜ ±̋ µι�̋ πενταπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΓΜ. ±̋
δà τä �πä τ¨̋ ∆ΓΜ ±̋ µι�̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΓΜ, οÕτω̋ âδεÐχθη τä �πä τ¨̋ ΜΚ πρä̋
τä �πä τ¨̋ ΚΖ: πενταπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΜΚ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΖ. ûητäν δà τä �πä
τ¨̋ ΚΖ: ûητ� γ�ρ � δι�µετρο̋: ûητäν �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΜΚ: ûητ� �ρα âστÈν � ΜΚ
[δυν�µει µìνον]. καÈ âπεÈ τετραπλασÐα âστÈν � ΒΖ τ¨̋ ΖΚ, πενταπλασÐα �ρα âστÈν �
ΒΚ τ¨̋ ΚΖ: εÊκοσιπενταπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΚ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΖ. πενταπλ�σιον
δà τä �πä τ¨̋ ΜΚ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΖ: πενταπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΚ τοÜ �πä τ¨̋
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ΚΜ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΒΚ πρä̋ τä �πä ΚΜ λìγον οÎκ êχει, çν τετρ�γωνο̋ �ριθµä̋
πρä̋ τετρ�γωνον �ριθµìν: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΚ τ¨ù ΚΜ µ κει. καÐ âστι ûητ�
áκατèρα αÎτÀν. αÉ ΒΚ, ΚΜ �ρα ûηταÐ εÊσι δυν�µει µìνον σÔµµετροι. â�ν δà �πä
ûητ¨̋ ûητ� �φαιρεθ¨ù δυν�µει µìνον σÔµµετρο̋ οÞσα τ¨ù íληù, � λοιπ� �λογì̋ âστιν
�ποτοµ : �ποτοµ� �ρα âστÈν � ΜΒ, προσαρµìζουσα δà αÎτ¨ù � ΜΚ. λèγω δ , íτι
καÈ τετ�ρτη. Áú δ� µεØζìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΚ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΜ, âκεÐνωú Òσον êστω
τä �πä τ¨̋ Ν: � ΒΚ �ρα τ¨̋ ΚΜ µεØζον δÔναται τ¨ù Ν. καÈ âπεÈ σÔµµετρì̋ âστιν �
ΚΖ τ¨ù ΖΒ, καÈ συνθèντι σÔµµετρì̋ âστιν � ΚΒ τ¨ù ΖΒ. �λλ� � ΒΖ τ¨ù ΒΘ σÔµµετρì̋
âστιν: καÈ � ΒΚ �ρα τ¨ù ΒΘ σÔµµετρì̋ âστιν. καÈ âπεÈ πενταπλ�σιìν âστι τä �πä τ¨̋
ΒΚ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΜ, τä �ρα �πä τ¨̋ ΒΚ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΚΜ λìγον êχει, çν 〈ε〉
πρä̋ éν. �ναστρèψαντι �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΚ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Ν λìγον êχει, çν 〈ε〉
πρä̋ 〈δ〉, οÎχ çν τετρ�γωνο̋ πρä̋ τετρ�γωνον: �σÔµµετρο̋ �ρα âστÈν � ΒΚ τ¨ù Ν:
� ΒΚ �ρα τ¨̋ ΚΜ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù. âπεÈ οÞν íλη � ΒΚ
τ¨̋ προσαρµοζοÔση̋ τ¨̋ ΚΜ µεØζον δÔναται τÀú �πä �συµµèτρου áαυτ¨ù, καÈ íλη �
ΒΚ σÔµµετρì̋ âστι τ¨ù âκκειµèνηù ûητ¨ù τ¨ù ΒΘ, �ποτοµ� �ρα τετ�ρτη âστÈν � ΜΒ. τä
δà Íπä ûητ¨̋ καÈ �ποτοµ¨̋ τετ�ρτη̋ περιεχìµενον æρθογ¸νιον �λογìν âστιν, καÈ �
δυναµèνη αÎτä �λογì̋ âστιν, καλεØται δà âλ�ττων. δÔναται δà τä Íπä τÀν ΘΒΜ �
ΑΒ δι� τä âπιζευγνυµèνη̋ τ¨̋ ΑΘ Êσογ¸νιον γÐνεσθαι τä ΑΒΘ τρÐγωνον τÀú ΑΒΜ
τριγ¸νωú καÈ εÚναι ±̋ τ�ν ΘΒ πρä̋ τ�ν ΒΑ, οÕτω̋ τ�ν ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΜ.

ÃΗ �ρα ΑΒ τοÜ πενταγ¸νου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�ττων: íπερ êδει
δεØcαι.

XIII.12

ÇΕ�ν εÊ̋ κÔκλον τρÐγωνον Êσìπλευρον âγγραφ¨ù, � τοÜ τριγ¸νου πλευρ� δυν�µει τριπλασÐων
âστÈ τ¨̋ âκ τοÜ κèντρου τοÜ κÔκλου.

b

Α

Β Γ

∆

Ε

^Εστω κÔκλο̋ å ΑΒΓ, καÈ εÊ̋ αÎτäν τρÐγωνον Êσìπλευρον âγγεγρ�φθω τä ΑΒΓ:
λèγω, íτι τοÜ ΑΒΓ τριγ¸νου µÐα πλευρ� δυν�µει τριπλασÐων âστÈ τ¨̋ âκ τοÜ κèντρου
τοÜ ΑΒΓ κÔκλου.



ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 435

ΕÊλ φθω γ�ρ τä κèντρον τοÜ ΑΒΓ κÔκλου τä ∆, καÈ âπιζευχθεØσα � Α∆ δι χθω
âπÈ τä Ε, καÈ âπεζεÔχθω � ΒΕ. καÈ âπεÈ Êσìπλευρìν âστι τä ΑΒΓ τρÐγωνον, � ΒΕΓ �ρα
περιφèρεια τρÐτον µèρο̋ âστÈ τ¨̋ τοÜ ΑΒΓ κÔκλου περιφερεÐα̋. � �ρα ΒΕ περιφèρεια
éκτον âστÈ µèρο̋ τ¨̋ τοÜ κÔκλου περιφερεÐα̋: ácαγ¸νου �ρα âστÈν � ΒΕ εÎθεØα: Òση
�ρα âστÈ τ¨ù âκ τοÜ κèντρου τ¨ù ∆Ε. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΑΕ τ¨̋ ∆Ε, τετραπλ�σιìν
âστι τä �πä τ¨̋ ΑΕ τοÜ �πä τ¨̋ Ε∆, τουτèστι τοÜ �πä τ¨̋ ΒΕ. Òσον δà τä �πä τ¨̋
ΑΕ τοØ̋ �πä τÀν ΑΒ, ΒΕ: τ� �ρα �πä τÀν ΑΒ, ΒΕ τετραπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋
ΒΕ. διελìντι �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΒ τριπλ�σιìν âστι τοÜ �πä ΒΕ. Òση δà � ΒΕ τ¨ù ∆Ε:
τä �ρα �πä τ¨̋ ΑΒ τριπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ∆Ε.

ÃΗ �ρα τοÜ τριγ¸νου πλευρ� δυν�µει τριπλασÐα âστÈ τ¨̋ âκ τοÜ κèντρου [τοÜ
κÔκλου]: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.13

ΠυραµÐδα συστ σασθαι καÈ σφαÐραø περιλαβεØν τ¨ù δοθεÐσηù καÈ δεØcαι, íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋
δι�µετρο̋ δυν�µει �µιολÐα âστÈ τ¨̋ πλευρ�̋ τ¨̋ πυραµÐδο̋.

Α

Β

Γ ∆

Ε

Ζ

ΗΘ

Κ

Λ

ÇΕκκεÐσθω � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ � ΑΒ, καÈ τετµ σθω κατ� τä Γ
σηµεØον, ¹στε διπλασÐαν εÚναι τ�ν ΑΓ τ¨̋ ΓΒ: καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον
τä Α∆Β, καÈ ¢χθω �πä τοÜ Γ σηµεÐου τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ � Γ∆, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Α:
καÈ âκκεÐσθω κÔκλο̋ å ΕΖΗ Òσην êχων τ�ν âκ τοÜ κèντρου τ¨ù ∆Γ, καÈ âγγεγρ�φθω
εÊ̋ τäν ΕΖΗ κÔκλον τρÐγωνον Êσìπλευρον τä ΕΖΗ: καÈ εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ
κÔκλου τä Θ σηµεØον, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΕΘ, ΘΖ, ΘΗ: καÈ �νεστ�τω �πä τοÜ Θ
σηµεÐου τÀú τοÜ ΕΖΗ κÔκλου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ � ΘΚ, καÈ �φηùρ σθω �πä τ¨̋ ΘΚ
τ¨ù ΑΓ εÎθεÐαø Òση � ΘΚ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ. καÈ âπεÈ � ΚΘ æρθ  âστι
πρä̋ τä τοÜ ΕΖΗ κÔκλου âπÐπεδον, καÈ πρä̋ π�σα̋ �ρα τ�̋ �πτοµèνα̋ αÎτ¨̋ εÎθεÐα̋
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καÈ οÖσα̋ âν τÀú τοÜ ΕΖΗ κÔκλου âπιπèδωú æρθ�̋ ποι σει γωνÐα̋. �πτεται δà αÎτ¨̋
áκ�στη τÀν ΘΕ, ΘΖ, ΘΗ: � ΘΚ �ρα πρä̋ áκ�στην τÀν ΘΕ, ΘΖ, ΘΗ æρθ  âστιν. καÈ
âπεÈ Òση âστÈν � µàν ΑΓ τ¨ù ΘΚ, � δà Γ∆ τ¨ù ΘΕ, καÈ æρθ�̋ γωνÐα̋ περιèχουσιν, β�σι̋
�ρα � ∆Α β�σει τ¨ù ΚΕ âστιν Òση. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ áκατèρα τÀν ΚΖ, ΚΗ τ¨ù ∆Α
âστιν Òση: αÉ τρεØ̋ �ρα αÉ ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν �
ΑΓ τ¨̋ ΓΒ, τριπλ¨ �ρα � ΑΒ τ¨̋ ΒΓ. ±̋ δà � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋
Α∆ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆Γ, ±̋ ác¨̋ δειχθ σεται. τριπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ Α∆ τοÜ
�πä τ¨̋ ∆Γ. êστι δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΖΕ τοÜ �πä τ¨̋ ΕΘ τριπλ�σιον, καÐ âστιν Òση �
∆Γ τ¨ù ΕΘ: Òση �ρα καÈ � ∆Α τ¨ù ΕΖ. �λλ� � ∆Α áκ�στηù τÀν ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ âδεÐχθη
Òση: καÈ áκ�στη �ρα τÀν ΕΖ, ΖΗ, ΗΕ áκ�στηù τÀν ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ âστιν Òση: Êσìπλευρα
�ρα âστÈ τ� τèσσαρα τρÐγωνα τ� ΕΖΗ, ΚΕΖ, ΚΖΗ, ΚΕΗ. πυραµÈ̋ �ρα συνèσταται âκ
τεσσ�ρων τριγ¸νων ÊσοπλεÔρων, ©̋ β�σι̋ µèν âστι τä ΕΖΗ τρÐγωνον, κορυφ� δà τä
Κ σηµεØον.

∆εØ δ� αÎτ�ν καÈ σφαÐραø περιλαβεØν τ¨ù δοθεÐσηù καÈ δεØcαι, íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋
δι�µετρο̋ �µιολÐα âστÈ δυν�µει τ¨̋ πλευρ�̋ τ¨̋ πυραµÐδο̋.

ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ âπ' εÎθεÐα̋ τ¨ù ΚΘ εÎθεØα � ΘΛ, καÈ κεÐσθω τ¨ù ΓΒ Òση � ΘΛ. καÈ
âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΓ πρä̋ τ�ν Γ∆, οÕτω̋ � Γ∆ πρä̋ τ�ν ΓΒ, Òση δà � µàν ΑΓ τ¨ù ΚΘ,
� δà Γ∆ τ¨ù ΘΕ, � δà ΓΒ τ¨ù ΘΛ, êστιν �ρα ±̋ � ΚΘ πρä̋ τ�ν ΘΕ, οÕτω̋ � ΕΘ πρä̋
τ�ν ΘΛ: τä �ρα Íπä τÀν ΚΘ, ΘΛ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΘ. καÐ âστιν æρθ� áκατèρα
τÀν Íπä ΚΘΕ, ΕΘΛ γωνιÀν: τä �ρα âπÈ τ¨̋ ΚΛ γραφìµενον �µικÔκλιον ¡cει καÈ
δι� τοÜ Ε [âπειδ περ â�ν âπιζεÔcωµεν τ�ν ΕΛ, æρθ� γÐνεται � Íπä ΛΕΚ γωνÐα δι� τä
Êσογ¸νιον γÐνεσθαι τä ΕΛΚ τρÐγωνον áκατèρωú τÀν ΕΛΘ, ΕΘΚ τριγ¸νων]. â�ν δ�
µενοÔση̋ τ¨̋ ΚΛ περιενεχθàν τä �µικÔκλιον εÊ̋ τä αÎτä π�λιν �ποκατασταθ¨ù, íθεν
¢ρcατο φèρεσθαι, ¡cει καÈ δι� τÀν Ζ, Η σηµεÐων âπιζευγνυµèνων τÀν ΖΛ, ΛΗ καÈ
æρθÀν åµοÐω̋ γινοµèνων τÀν πρä̋ τοØ̋ Ζ, Η γωνιÀν: καÈ êσται � πυραµÈ̋ σφαÐραø
περιειληµµèνη τ¨ù δοθεÐσηù. � γ�ρ ΚΛ τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ Òση âστÈ τ¨ù τ¨̋ δοθεÐση̋
σφαÐρα̋ διαµèτρωú τ¨ù ΑΒ, âπειδ περ τ¨ù µàν ΑΓ Òση κεØται � ΚΘ, τ¨ù δà ΓΒ � ΘΛ.

Λèγω δ , íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ �µιολÐα âστÈ δυν�µει τ¨̋ πλευρ�̋ τ¨̋ πυ-
ραµÐδο̋.

ÇΕπεÈ γ�ρ διπλ¨ âστιν � ΑΓ τ¨̋ ΓΒ, τριπλ¨ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨̋ ΒΓ: �ναστρèψαντι
�µιολÐα �ρα âστÈν � ΒΑ τ¨̋ ΑΓ. ±̋ δà � ΒΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ
πρä̋ τä �πä τ¨̋ Α∆ [âπειδ περ âπιζευγνυµèνη̋ τ¨̋ ∆Β âστιν ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν Α∆,
οÕτω̋ � ∆Α πρä̋ τ�ν ΑΓ δι� τ�ν åµοιìτητα τÀν ∆ΑΒ, ∆ΑΓ τριγ¸νων, καÈ εÚναι ±̋
τ�ν πρ¸την πρä̋ τ�ν τρÐτην, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ δευτèρα̋].
�µιìλιον �ρα καÈ τä �πä τ¨̋ ΒΑ τοÜ �πä τ¨̋ Α∆. καÐ âστιν � µàν ΒΑ � τ¨̋ δοθεÐση̋
σφαÐρα̋ δι�µετρο̋, � δà Α∆ Òση τ¨ù πλευρ�ø τ¨̋ πυραµÐδο̋.

ÃΗ �ρα τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ �µιολÐα âστÈ τ¨̋ πλευρ�̋ τ¨̋ πυραµÐδο̋: íπερ êδει
δεØcαι.

Λ¨µµα

∆εικτèον, íτι âστÈν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α∆ πρä̋ τä �πä τ¨̋
∆Γ.

ÇΕκκεÐσθω γ�ρ � τοÜ �µικυκλÐου καταγραφ , καÈ âπεζεÔχθω � ∆Β, καÈ �ναγεγρ�φθω
�πä τ¨̋ ΑΓ τετρ�γωνον τä ΕΓ, καÈ συµπεπληρ¸σθω

τä ΖΒ παραλληλìγραµµον. âπεÈ οÞν δι� τä Êσογ¸νιον εÚναι τä ∆ΑΒ τρÐγωνον τÀú
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∆ΑΓ τριγ¸νωú âστÈν ±̋ � ΒΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ � ∆Α πρä̋ τ�ν ΑΓ, τä �ρα Íπä
τÀν ΒΑ, ΑΓ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ Α∆. καÈ âπεÐ âστιν ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋
τä ΕΒ πρä̋ τä ΒΖ, καÐ âστι τä µàν ΕΒ τä Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ: Òση γ�ρ � ΕΑ τ¨ù ΑΓ:
τä δà ΒΖ τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ, ±̋ �ρα � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ
πρä̋ τä Íπä τÀν ΑΓ, ΓΒ. καÐ âστι τä µàν Íπä τÀν ΒΑ, ΑΓ Òσον τÀú �πä τ¨̋ Α∆, τä
δà Íπä τÀν ΑΓΒ Òσον τÀú �πä τ¨̋ ∆Γ: � γ�ρ ∆Γ κ�θετο̋ τÀν τ¨̋ β�σεω̋ τµηµ�των
τÀν ΑΓ, ΓΒ µèση �ν�λογìν âστι δι� τä æρθ�ν εÚναι τ�ν Íπä Α∆Β. ±̋ �ρα � ΑΒ πρä̋
τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ Α∆ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ∆Γ: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.14

ÇΟκτ�εδρον συστ σασθαι καÈ σφαÐραø περιλαβεØν, ©ù καÈ τ� πρìτερα, καÈ δεØcαι, íτι �
τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει διπλασÐα âστÈ τ¨̋ πλευρ�̋ τοÜ æκταèδρου.
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ÇΕκκεÐσθω � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ � ΑΒ, καÈ τετµ σθω δÐχα κατ� τä
Γ, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä Α∆Β, καÈ ¢χθω �πä τοÜ Γ τ¨ù ΑΒ πρä̋
æρθ�̋ � Γ∆, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Β, καÈ âκκεÐσθω τετρ�γωνον τä ΕΖΗΘ Òσην êχον
áκ�στην τÀν πλευρÀν τ¨ù ∆Β, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΘΖ, ΕΗ, καÈ �νεστ�τω �πä τοÜ
Κ σηµεÐου τÀú τοÜ ΕΖΗΘ τετραγ¸νου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ εÎθεØα � ΚΛ καÈ δι χθω
âπÈ τ� éτερα µèρη τοÜ âπιπèδου ±̋ � ΚΜ, καÈ �φηùρ σθω �φ' áκατèρα̋ τÀν ΚΛ, ΚΜ
µι�ø τÀν ΕΚ, ΖΚ, ΗΚ, ΘΚ Òση áκατèρα τÀν ΚΛ, ΚΜ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΛΕ, ΛΖ,
ΛΗ, ΛΘ, ΜΕ, ΜΖ, ΜΗ, ΜΘ. καÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΚΕ τ¨ù ΚΘ, καÐ âστιν æρθ� � Íπä
ΕΚΘ γωνÐα, τä �ρα �πä τ¨̋ ΘΕ διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΚ. π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν
� ΛΚ τ¨ù ΚΕ, καÐ âστιν æρθ� � Íπä ΛΚΕ γωνÐα, τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΛ διπλ�σιìν âστι
τοÜ �πä ΕΚ. âδεÐχθη δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΘΕ διπλ�σιον τοÜ �πä τ¨̋ ΕΚ: τä �ρα �πä
τ¨̋ ΛΕ Òσον âστÈ τÀú �πä τ¨̋ ΕΘ: Òση �ρα âστÈν � ΛΕ τ¨ù ΕΘ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ �
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ΛΘ τ¨ù ΘΕ âστιν Òση: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΛΕΘ τρÐγωνον. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν,
íτι καÈ éκαστον τÀν λοιπÀν τριγ¸νων, Áν β�σει̋ µèν εÊσιν αÉ τοÜ ΕΖΗΘ τετραγ¸νου
πλευραÐ, κορυφαÈ δà τ� Λ, Μ σηµεØα, Êσìπλευρìν âστιν: æκτ�εδρον �ρα συνèσταται
Íπä æκτ° τριγ¸νων ÊσοπλεÔρων περιεχìµενον.

∆εØ δ� αÎτä καÈ σφαÐραø περιλαβεØν τ¨ù δοθεÐσηù καÈ δεØcαι, íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋
δι�µετρο̋ δυν�µει διπλασÐων âστÈ τ¨̋ τοÜ æκταèδρου πλευρ�̋.

ÇΕπεÈ γ�ρ αÉ τρεØ̋ αÉ ΛΚ, ΚΜ, ΚΕ Òσαι �λλ λαι̋ εÊσÐν, τä �ρα âπÈ τ¨̋ ΛΜ
γραφìµενον �µικÔκλιον ¡cει καÈ δι� τοÜ Ε. καÈ δι� τ� αÎτ�, â�ν µενοÔση̋ τ¨̋ ΛΜ
περιενεχθàν τä �µικÔκλιον εÊ̋ τä αÎτä �ποκατασταθ¨ù, íθεν ¢ρcατο φèρεσθαι, ¡cει
καÈ δι� τÀν Ζ, Η, Θ σηµεÐων, καÈ êσται σφαÐραø περιειληµµèνον τä æκτ�εδρον. λèγω
δ , íτι καÈ τ¨ù δοθεÐσηù. âπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ΛΚ τ¨ù ΚΜ, κοιν� δà � ΚΕ, καÈ γωνÐα̋
æρθ�̋ περιèχουσιν, β�σι̋ �ρα � ΛΕ β�σει τ¨ù ΕΜ âστιν Òση. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν � Íπä
ΛΕΜ γωνÐα: âν �µικυκλÐωú γ�ρ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΛΜ διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΛΕ.
π�λιν, âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ, διπλασÐα âστÈν � ΑΒ τ¨̋ ΒΓ. ±̋ δà � ΑΒ πρä̋ τ�ν
ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β∆: διπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ
τοÜ �πä τ¨̋ Β∆. âδεÐχθη δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΛΜ διπλ�σιον τοÜ �πä τ¨̋ ΛΕ. καÐ âστιν
Òσον τä �πä τ¨̋ ∆Β τÀú �πä τ¨̋ ΛΕ: Òση γ�ρ κεØται � ΕΘ τ¨ù ∆Β. Òσον �ρα καÈ τä
�πä τ¨̋ ΑΒ τÀú �πä τ¨̋ ΛΜ: Òση �ρα � ΑΒ τ¨ù ΛΜ. καÐ âστιν � ΑΒ � τ¨̋ δοθεÐση̋
σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: � ΛΜ �ρα Òση âστÈ τ¨ù τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ διαµèτρωú.

ΠεριεÐληπται �ρα τä æκτ�εδρον τ¨ù δοθεÐσηù σφαÐραø. καÈ συναποδèδεικται, íτι �
τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει διπλασÐων âστÈ τ¨̋ τοÜ æκταèδρου πλευρ�̋: íπερ êδει
δεØcαι.

XIII.15

ΚÔβον συστ σασθαι καÈ σφαÐραø περιλαβεØν, ©ù καÈ τ�ν πυραµÐδα, καÈ δεØcαι, íτι � τ¨̋
σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει τριπλασÐων âστÈ τ¨̋ τοÜ κÔβου πλευρ�̋.

ÇΕκκεÐσθω � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ � ΑΒ καÈ τετµ σθω κατ� τä Γ ¹στε
διπλ¨ν εÚναι τ�ν ΑΓ τ¨̋ ΓΒ, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä Α∆Β, καÈ �πä
τοÜ Γ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � Γ∆, καÈ âπεζεÔχθω � ∆Β, καÈ âκκεÐσθω τετρ�γωνον
τä ΕΖΗΘ Òσην êχον τ�ν πλευρ�ν τ¨ù ∆Β, καÈ �πä τÀν Ε, Ζ, Η, Θ τÀú τοÜ ΕΖΗΘ
τετραγ¸νου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ ¢χθωσαν αÉ ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ, καÈ �φηùρ σθω �πä
áκ�στη̋ τÀν ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ µι�ø τÀν ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ Òση áκ�στη τÀν ΕΚ, ΖΛ,
ΗΜ, ΘΝ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΚΛ, ΛΜ, ΜΝ, ΝΚ: κÔβο̋ �ρα συνèσταται å ΖΝ Íπä
ëc τετραγ¸νων Òσων περιεχìµενο̋. δεØ δ� αÎτäν καÈ σφαÐραø περιλαβεØν τ¨ù δοθεÐσηù καÈ
δεØcαι, íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει τριπλασÐα âστÈ τ¨̋ πλευρ�̋ τοÜ κÔβου.
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ÇΕπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΚΗ, ΕΗ. καÈ âπεÈ æρθ  âστιν � Íπä ΚΕΗ γωνÐα δι� τä καÈ
τ�ν ΚΕ æρθ�ν εÚναι πρä̋ τä ΕΗ âπÐπεδον δηλαδ� καÈ πρä̋ τ�ν ΕΗ εÎθεØαν, τä �ρα
âπÈ τ¨̋ ΚΗ γραφìµενον �µικÔκλιον ¡cει καÈ δι� τοÜ Ε σηµεÐου. π�λιν, âπεÈ � ΗΖ
æρθ  âστι πρä̋ áκατèραν τÀν ΖΛ, ΖΕ, καÈ πρä̋ τä ΖΚ �ρα âπÐπεδον æρθ  âστιν � ΗΖ:
¹στε καÈ â�ν âπιζεÔcωµεν τ�ν ΖΚ, � ΗΖ æρθ� êσται καÈ πρä̋ τ�ν ΖΚ: καÈ δι� τοÜτο
π�λιν τä âπÈ τ¨̋ ΗΚ γραφìµενον �µικÔκλιον ¡cει καÈ δι� τοÜ Ζ. åµοÐω̋ καÈ δι� τÀν
λοιπÀν τοÜ κÔβου σηµεÐων ¡cει. â�ν δ� µενοÔση̋ τ¨̋ ΚΗ περιενεχθàν τä �µικÔκλιον
εÊ̋ τä αÎτä �ποκατασταθ¨ù, íθεν ¢ρcατο φèρεσθαι, êσται σφαÐραø περιειληµµèνο̋ å
κÔβο̋. λèγω δ , íτι καÈ τ¨ù δοθεÐσηù. âπεÈ γ�ρ Òση âστÈν � ΗΖ τ¨ù ΖΕ, καÐ âστιν æρθ� �
πρä̋ τÀú Ζ γωνÐα, τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΗ διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΖ. Òση δà � ΕΖ τ¨ù
ΕΚ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΕΗ διπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΚ: ¹στε τ� �πä τÀν ΗΕ, ΕΚ,
τουτèστι τä �πä τ¨̋ ΗΚ, τριπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΕΚ. καÈ âπεÈ τριπλασÐων âστÈν
� ΑΒ τ¨̋ ΒΓ, ±̋ δà � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β∆,
τριπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ Β∆. âδεÐχθη δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΗΚ τοÜ
�πä τ¨̋ ΚΕ τριπλ�σιον. καÈ κεØται Òση � ΚΕ τ¨ù ∆Β: Òση �ρα καÈ � ΚΗ τ¨ù ΑΒ. καÐ
âστιν � ΑΒ τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: καÈ � ΚΗ �ρα Òση âστÈ τ¨ù τ¨̋ δοθεÐση̋
σφαÐρα̋ διαµèτρωú.

Τ¨ù δοθεÐσηù �ρα σφαÐραø περιεÐληπται å κÔβο̋: καÈ συναποδèδεικται, íτι � τ¨̋
σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει τριπλασÐων âστÈ τ¨̋ τοÜ κÔβου πλευρ�̋: íπερ êδει δεØcαι.

XIII.16

ΕÊκοσ�εδρον συστ σασθαι καÈ σφαÐραø περιλαβεØν, ©ù καÈ τ� προειρηµèνα σχ µατα, καÈ
δεØcαι, íτι � τοÜ εÊκοσαèδρου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�ττων.

ÇΕκκεÐσθω � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ � ΑΒ καÈ τετµ σθω κατ� τä Γ ¹στε
τετραπλ¨ν εÚναι τ�ν ΑΓ τ¨̋ ΓΒ, καÈ γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä Α∆Β, καÈ
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¢χθω �πä τοÜ Γ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ γωνÐα̋ εÎθεØα γραµµ� � Γ∆, καÈ âπεζεÔχθω �
∆Β, καÈ âκκεÐσθω κÔκλο̋ å ΕΖΗΘΚ, οÝ � âκ τοÜ κèντρου Òση êστω τ¨ù ∆Β, καÈ
âγγεγρ�φθω εÊ̋ τäν ΕΖΗΘΚ κÔκλον πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ Êσογ¸νιον τä
ΕΖΗΘΚ, καÈ τετµ σθωσαν αÉ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΕ περιφèρειαι δÐχα κατ� τ� Λ, Μ,
Ν, C, Ο σηµεØα, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΛΜ, ΜΝ, ΝC, CΟ, ΟΛ, ΕΟ. Êσìπλευρον �ρα
âστÈ καÈ τä ΛΜΝCΟ πεντ�γωνον, καÈ δεκαγ¸νου � ΕΟ εÎθεØα. καÈ �νεστ�τωσαν
�πä τÀν Ε, Ζ, Η, Θ, Κ σηµεÐων τÀú τοÜ κÔκλου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ γωνÐα̋ εÎθεØαι
αÉ ΕΠ, ΖΡ, ΗΣ, ΘΤ, ΚΥ Òσαι οÞσαι τ¨ù âκ τοÜ κèντρου τοÜ ΕΖΗΘΚ κÔκλου, καÈ
âπεζεÔχθωσαν αÉ ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ, ΥΠ, ΠΛ, ΛΡ, ΡΜ, ΜΣ, ΣΝ, ΝΤ, ΤC, CΥ, ΥΟ,
ΟΠ. καÈ âπεÈ áκατèρα τÀν ΕΠ, ΚΥ τÀú αÎτÀú âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν, παρ�λληλο̋
�ρα âστÈν � ΕΠ τ¨ù ΚΥ. êστι δà αÎτ¨ù καÈ Òση: αÉ δà τ�̋ Òσα̋ τε καÈ παραλλ λου̋
âπιζευγνÔουσαι âπÈ τ� αÎτ� µèρη εÎθεØαι Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν. � ΠΥ �ρα τ¨ù
ΕΚ Òση τε καÈ παρ�λληλì̋ âστιν. πενταγ¸νου δà ÊσοπλεÔρου � ΕΚ: πενταγ¸νου �ρα
ÊσοπλεÔρου καÈ � ΠΥ τοÜ εÊ̋ τäν ΕΖΗΘΚ κÔκλον âγγραφοµèνου. δι� τ� αÎτ� δ�
καÈ áκ�στη τÀν ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ πενταγ¸νου âστÈν ÊσοπλεÔρου τοÜ εÊ̋ τäν ΕΖΗΘΚ
κÔκλον âγγραφοµèνου: Êσìπλευρον �ρα τä ΠΡΣΤΥ πεντ�γωνον. καÈ âπεÈ ácαγ¸νου
µèν âστιν � ΠΕ, δεκαγ¸νου δà � ΕΟ, καÐ âστιν æρθ� � Íπä ΠΕΟ, πενταγ¸νου �ρα
âστÈν � ΠΟ: � γ�ρ τοÜ πενταγ¸νου πλευρ� δÔναται τ ν τε τοÜ ácαγ¸νου καÈ τ�ν
τοÜ δεκαγ¸νου τÀν εÊ̋ τäν αÎτäν κÔκλον âγγραφοµèνων. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΟΥ
πενταγ¸νου âστÈ πλευρ�. êστι δà καÈ � ΠΥ πενταγ¸νου: Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΠΟΥ
τρÐγωνον. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ éκαστον τÀν ΠΛΡ, ΡΜΣ, ΣΝΤ, ΤCΥ Êσìπλευρìν âστιν.
καÈ âπεÈ πενταγ¸νου âδεÐχθη áκατèρα τÀν ΠΛ, ΠΟ, êστι δà καÈ � ΛΟ πενταγ¸νου,
Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΠΛΟ τρÐγωνον. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ éκαστον τÀν ΛΡΜ,
ΜΣΝ, ΝΤC, CΥΟ τριγ¸νων Êσìπλευρìν âστιν. εÊλ φθω τä κèντρον τοÜ ΕΖΗ ΘΚ
κÔκλου τä Φ σηµεØον: καÈ �πä τοÜ Φ τÀú τοÜ κÔκλου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ �νεστ�τω
� ΦΩ, καÈ âκβεβλ σθω âπÈ τ� éτερα µèρη ±̋ � ΦΨ, καÈ �φηùρ σθω ácαγ¸νου µàν �
ΦΧ, δεκαγ¸νου δà áκατèρα τÀν ΦΨ, ΧΩ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΠΩ, ΠΧ, ΥΩ, ΕΦ,
ΛΦ, ΛΨ, ΨΜ. καÈ âπεÈ áκατèρα τÀν ΦΧ, ΠΕ τÀú τοÜ κÔκλου âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋
âστιν, παρ�λληλο̋ �ρα âστÈν � ΦΧ τ¨ù ΠΕ. εÊσÈ δà καÈ Òσαι: καÈ αÉ ΕΦ, ΠΧ �ρα
Òσαι τε καÈ παρ�λληλοÐ εÊσιν. ácαγ¸νου δà � ΕΦ: ácαγ¸νου �ρα καÈ � ΠΧ. καÈ âπεÈ
ácαγ¸νου µèν âστιν � ΠΧ, δεκαγ¸νου δà � ΧΩ, καÈ æρθ  âστιν � Íπä ΠΧΩ γωνÐα,
πενταγ¸νου �ρα âστÈν � ΠΩ. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ � ΥΩ πενταγ¸νου âστÐν, âπειδ περ,
â�ν âπιζεÔcωµεν τ�̋ ΦΚ, ΧΥ, Òσαι καÈ �πεναντÐον êσονται, καÐ âστιν � ΦΚ âκ τοÜ
κèντρου οÞσα ácαγ¸νου: ácαγ¸νου �ρα καÈ � ΧΥ. δεκαγ¸νου δà � ΧΩ, καÈ æρθ�
� Íπä ΥΧΩ: πενταγ¸νου �ρα � ΥΩ. êστι δà καÈ � ΠΥ πενταγ¸νου: Êσìπλευρον
�ρα âστÈ τä ΠΥΩ τρÐγωνον. δι� τ� αÎτ� δ� καÈ éκαστον τÀν λοιπÀν τριγ¸νων, Áν
β�σει̋ µèν εÊσιν αÉ ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ εÎθεØαι, κορυφ� δà τä Ω σηµεØον, Êσìπλευρìν
âστιν. π�λιν, âπεÈ ácαγ¸νου µàν � ΦΛ, δεκαγ¸νου δà � ΦΨ, καÈ æρθ  âστιν � Íπä
ΛΦΨ γωνÐα, πενταγ¸νου �ρα âστÈν � ΛΨ. δι� τ� αÎτ� δ� â�ν âπιζεÔcωµεν τ�ν ΜΦ
οÞσαν ácαγ¸νου, συν�γεται καÈ � ΜΨ πενταγ¸νου. êστι δà καÈ � ΛΜ πενταγ¸νου:
Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΛΜΨ τρÐγωνον. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι καÈ éκαστον τÀν
λοιπÀν τριγ¸νων, Áν β�σει̋ µèν εÊσιν αÉ ΜΝ, ΝC, CΟ, ΟΛ, κορυφ� δà τä Ψ σηµεØον,
Êσìπλευρìν âστιν. συνèσταται �ρα εÊκοσ�εδρον Íπä εÒκοσι τριγ¸νων ÊσοπλεÔρων
περιεχìµενον.

∆εØ δ� αÎτä καÈ σφαÐραø περιλαβεØν τ¨ù δοθεÐσηù καÈ δεØcαι, íτι � τοÜ εÊκοσαèδρου
πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�σσων.
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ÇΕπεÈ γ�ρ ácαγ¸νου âστÈν � ΦΧ, δεκαγ¸νου δà � ΧΩ, � ΦΩ �ρα �κρον καÈ µèσον
λìγον τèµηται κατ� τä Χ, καÈ τä µεØζον αÎτ¨̋ τµ¨µ� âστιν � ΦΧ: êστιν �ρα ±̋ � ΩΦ
πρä̋ τ�ν ΦΧ, οÕτω̋ � ΦΧ πρä̋ τ�ν ΧΩ. Òση δà � µàν ΦΧ τ¨ù ΦΕ, � δà ΧΩ τ¨ù ΦΨ: êστιν
�ρα ±̋ � ΩΦ πρä̋ τ�ν ΦΕ, οÕτω̋ � ΕΦ πρä̋ τ�ν ΦΨ. καÐ εÊσιν æρθαÈ αÉ Íπä ΩΦΕ,
ΕΦΨ γωνÐαι: â�ν �ρα âπιζεÔcωµεν τ�ν ΕΩ εÎθεØαν, æρθ� êσται � Íπä ΨΕΩ γωνÐα δι�
τ�ν åµοιìτητα τÀν ΨΕΩ, ΦΕΩ τριγ¸νων. δι� τ� αÎτ� δ� âπεÐ âστιν ±̋ � ΩΦ πρä̋ τ�ν
ΦΧ, οÕτω̋ � ΦΧ πρä̋ τ�ν ΧΩ, Òση δà � µàν ΩΦ τ¨ù ΨΧ, � δà ΦΧ τ¨ù ΧΠ, êστιν �ρα ±̋ �
ΨΧ πρä̋ τ�ν ΧΠ, οÕτω̋ � ΠΧ πρä̋ τ�ν ΧΩ. καÈ δι� τοÜτο π�λιν â�ν âπιζεÔcωµεν τ�ν
ΠΨ, æρθ� êσται � πρä̋ τÀú Π γωνÐα: τä �ρα âπÈ τ¨̋ ΨΩ γραφìµενον �µικÔκλιον ¡cει
καÈ δι� τοÜ Π. καÈ â�ν µενοÔση̋ τ¨̋ ΨΩ περιενεχθàν τä �µικÔκλιον εÊ̋ τä αÎτä π�λιν
�ποκατασταθ¨ù, íθεν ¢ρcατο φèρεσθαι, ¡cει καÈ δι� τοÜ Π καÈ τÀν λοιπÀν σηµεÐων
τοÜ εÊκοσαèδρου, καÈ êσται σφαÐραø περιειληµµèνον τä εÊκοσ�εδρον. λèγω δ , íτι καÈ
τ¨ù δοθεÐσηù. τετµ σθω γ�ρ � ΦΧ δÐχα κατ� τä Α'. καÈ âπεÈ εÎθεØα γραµµ� � ΦΩ �κρον
καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Χ, καÈ τä êλασσον αÎτ¨̋ τµ¨µ� âστιν � ΩΧ, �
�ρα ΩΧ προσλαβοÜσα τ�ν �µÐσειαν τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋ τ�ν ΧΑ' πενταπλ�σιον
δÔναται τοÜ �πä τ¨̋ �µισεÐα̋ τοÜ µεÐζονο̋ τµ µατο̋: πενταπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä
τ¨̋ ΩΑ' τοÜ �πä τ¨̋ Α'Χ. καÐ âστι τ¨̋ µàν ΩΑ' διπλ¨ � ΩΨ, τ¨̋ δà Α'Χ διπλ¨ � ΦΧ:
πενταπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΩΨ τοÜ �πä τ¨̋ ΧΦ. καÈ âπεÈ τετραπλ¨ âστιν �
ΑΓ τ¨̋ ΓΒ, πενταπλ¨ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨̋ ΒΓ. ±̋ δà � ΑΒ πρä̋ τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä
�πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β∆: πενταπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋
Β∆. âδεÐχθη δà καÈ τä �πä τ¨̋ ΩΨ πενταπλ�σιον τοÜ �πä τ¨̋ ΦΧ. καÐ âστιν Òση �
∆Β τ¨ù ΦΧ: áκατèρα γ�ρ αÎτÀν Òση âστÈ τ¨ù âκ τοÜ κèντρου τοÜ ΕΖΗΘΚ κÔκλου: Òση
�ρα καÈ � ΑΒ τ¨ù ΨΩ. καÐ âστιν � ΑΒ � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: καÈ � ΨΩ
�ρα Òση âστÈ τ¨ù τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ διαµèτρωú. τ¨ù �ρα δοθεÐσηù σφαÐραø περιεÐληπται
τä εÊκοσ�εδρον.



442 BIBΛION XIII.

Λèγω δ , íτι � τοÜ εÊκοσαèδρου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�ττων. âπεÈ
γ�ρ ûητ  âστιν � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋, καÐ âστι δυν�µει

πενταπλασÐων τ¨̋ âκ τοÜ κèντρου τοÜ ΕΖΗΘΚ κÔκλου, ûητ� �ρα âστÈ καÈ � âκ
τοÜ κèντρου τοÜ ΕΖΗΘΚ κÔκλου: ¹στε καÈ � δι�µετρο̋ αÎτοÜ ûητ  âστιν. â�ν δà
εÊ̋ κÔκλον ûητ�ν êχοντα τ�ν δι�µετρον πεντ�γωνον Êσìπλευρον âγγραφ¨ù, � τοÜ πεν-
ταγ¸νου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη âλ�ττων. � δà τοÜ ΕΖΗΘΚ πενταγ¸νου
πλευρ� � τοÜ εÊκοσαèδρου âστÐν. � �ρα τοÜ εÊκοσαèδρου πλευρ� �λογì̋ âστιν �
καλουµèνη âλ�ττων.

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει πενταπλασÐων âστÈ
τ¨̋ âκ τοÜ κèντρου τοÜ κÔκλου, �φ' οÝ τä εÊκοσ�εδρον �ναγèγραπται, καÈ íτι � τ¨̋
σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ σÔγκειται êκ τε τ¨̋ τοÜ ácαγ¸νου καÈ δÔο τÀν τοÜ δεκαγ¸νου
τÀν εÊ̋ τäν αÎτäν κÔκλον âγγραφοµèνων. íπερ êδει δεØcαι.

XIII.17

∆ωδεκ�εδρον συστ σασθαι καÈ σφαÐραø περιλαβεØν, ©ù καÈ τ� προειρηµèνα σχ µατα,
καÈ δεØcαι, íτι � τοÜ δωδεκαèδρου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη �ποτοµ .

ÇΕκκεÐσθωσαν τοÜ προειρηµèνου κÔβου δÔο âπÐπεδα πρä̋ æρθ�̋ �λλ λοι̋ τ� ΑΒΓ∆,
ΓΒΕΖ, καÈ τετµ σθω áκ�στη τÀν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α, ΕΖ, ΕΒ, ΖΓ πλευρÀν δÐχα κατ�
τ� Η, Θ, Κ, Λ, Μ, Ν, C, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΗΚ, ΘΛ, ΜΘ, ΝC, καÈ τετµ σθω
áκ�στη τÀν ΝΟ, ΟC, ΘΠ �κρον καÈ µèσον λìγον κατ� τ� Ρ, Σ, Τ σηµεØα, καÈ êστω
αÎτÀν µεÐζονα τµ µατα τ� ΡΟ, ΟΣ, ΤΠ, καÈ �νεστ�τωσαν �πä τÀν Ρ, Σ, Τ σηµεÐων
τοØ̋ τοÜ κÔβου âπιπèδοι̋ πρä̋ æρθ�̋ âπÈ τ� âκτä̋ µèρη τοÜ κÔβου αÉ ΡΥ, ΣΦ, ΤΧ,
καÈ κεÐσθωσαν Òσαι ταØ̋ ΡΟ, ΟΣ, ΤΠ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΥΒ, ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ, ΦΥ.
λèγω, íτι τä ΥΒΧΓΦ πεντ�γωνον Êσìπλευρìν τε καÈ âν áνÈ âπιπèδωú καÈ êτι Êσογ¸νιìν
âστιν. âπεζεÔχθωσαν γ�ρ αÉ ΡΒ, ΣΒ, ΦΒ. καÈ âπεÈ εÎθεØα � ΝΟ �κρον καÈ µèσον
λìγον τèτµηται κατ� τä Ρ, καÈ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΡΟ, τ� �ρα �πä τÀν ΟΝ,
ΝΡ τριπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΡΟ. Òση δà � µàν ΟΝ τ¨ù ΝΒ, � δà ΟΡ τ¨ù ΡΥ: τ� �ρα
�πä τÀν ΒΝ, ΝΡ τριπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΡΥ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΒΝ, ΝΡ τä �πä
τ¨̋ ΒΡ âστιν Òσον: τä �ρα �πä τ¨̋ ΒΡ τριπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΡΥ: ¹στε τ� �πä
τÀν ΒΡ, ΡΥ τετραπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΡΥ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΒΡ, ΡΥ Òσον âστÈ τä
�πä τ¨̋ ΒΥ: τä �ρα �πä τ¨̋ ΒΥ τετραπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΥΡ: διπλ¨ �ρα âστÈν
� ΒΥ τ¨̋ ΡΥ. êστι δà καÈ � ΦΥ τ¨̋ ΥΡ διπλ¨, âπειδ περ καÈ � ΣΡ τ¨̋ ΟΡ, τουτèστι
τ¨̋ ΡΥ, âστι διπλ¨: Òση �ρα � ΒΥ τ¨ù ΥΦ. åµοÐω̋ δ� δειχθ σεται, íτι καÈ áκ�στη
τÀν ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ áκατèραø τÀν ΒΥ, ΥΦ âστιν Òση. Êσìπλευρον �ρα âστÈ τä ΒΥΦΓΧ
πεντ�γωνον. λèγω δ , íτι καÈ âν áνÐ âστιν âπιπèδωú. ¢χθω γ�ρ �πä τοÜ Ο áκατèραø τÀν
ΡΥ, ΣΦ παρ�λληλο̋ âπÈ τ� âκτä̋ τοÜ κÔβου µèρη � ΟΨ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΨΘ,
ΘΧ: λèγω, íτι � ΨΘΧ εÎθεØ� âστιν. âπεÈ γ�ρ � ΘΠ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται
κατ� τä Τ, καÈ τä µεØζον αÎτ¨̋ τµ¨µ� âστιν � ΠΤ, êστιν �ρα ±̋ � ΘΠ πρä̋ τ�ν ΠΤ,
οÕτω̋ � ΠΤ πρä̋ τ�ν ΤΘ. Òση δà � µàν ΘΠ τ¨ù ΘΟ, � δà ΠΤ áκατèραø τÀν ΤΧ, ΟΨ:
êστιν �ρα ±̋ � ΘΟ πρä̋ τ�ν ΟΨ, οÕτω̋ � ΧΤ πρä̋ τ�ν ΤΘ. καÐ âστι παρ�λληλο̋
� µàν ΘΟ τ¨ù ΤΧ: áκατèρα γ�ρ αÎτÀν τÀú Β∆ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν: � δà ΤΘ
τ¨ù ΟΨ: áκατèρα γ�ρ αÎτÀν τÀú ΒΖ âπιπèδωú πρä̋ æρθ�̋ âστιν. â�ν δà δÔο τρÐγωνα
συντεθ¨ù κατ� µÐαν γωνÐαν, ±̋ τ� ΨΟΘ, ΘΤΧ, τ�̋ δÔο πλευρ�̋ ταØ̋ δυσÈν �ν�λογον
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êχοντα, ¹στε τ�̋ åµολìγου̋ αÎτÀν πλευρ�̋ καÈ παραλλ λου̋ εÚναι, αÉ λοιπαÈ εÎθεØαι
âπ' εÎθεÐα̋ êσονται: âπ' εÎθεÐα̋ �ρα âστÈν � ΨΘ τ¨ù ΘΧ. π�σα δà εÎθεØα âν áνÐ âστιν
âπιπèδωú: âν áνÈ �ρα âπιπèδωú âστÈ τä ΥΒΧΓΦ πεντ�γωνον.

Λèγω δ , íτι καÈ Êσογ¸νιìν âστιν.
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ÇΕπεÈ γ�ρ εÎθεØα γραµµ� � ΝΟ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Ρ, καÈ τä
µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΟΡ [êστιν �ρα ±̋ συναµφìτερο̋ � ΝΟ, ΟΡ πρä̋ τ�ν ΟΝ, οÕτω̋
� ΝΟ πρä̋ τ�ν ΟΡ], Òση δà � ΟΡ τ¨ù ΟΣ [êστιν �ρα ±̋ � ΣΝ πρä̋ τ�ν ΝΟ, οÕτω̋ � ΝΟ
πρä̋ τ�ν ΟΣ], � ΝΣ �ρα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται κατ� τä Ο, καÈ τä µεØζον
τµ¨µ� âστιν � ΝΟ: τ� �ρα �πä τÀν ΝΣ, ΣΟ τριπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΝΟ. Òση δà �
µàν ΝΟ τ¨ù ΝΒ, � δà ΟΣ τ¨ù ΣΦ: τ� �ρα �πä τÀν ΝΣ, ΣΦ τετρ�γωνα τριπλ�σι� âστι τοÜ
�πä τ¨̋ ΝΒ: ¹στε τ� �πä τÀν ΦΣ, ΣΝ, ΝΒ τετραπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΝΒ. τοØ̋ δà
�πä τÀν ΣΝ, ΝΒ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΣΒ: τ� �ρα �πä τÀν ΒΣ, ΣΦ, τουτèστι τä �πä
τ¨̋ ΒΦ [1æρθ� γ�ρ � Íπä ΦΣΒ γωνÐα]1, τετραπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΝΒ: διπλ¨ �ρα
âστÈν � ΦΒ τ¨̋ ΒΝ. êστι δà καÈ � ΒΓ τ¨̋ ΒΝ διπλ¨: Òση �ρα âστÈν � ΒΦ τ¨ù ΒΓ. καÈ âπεÈ
δÔο αÉ ΒΥ, ΥΦ δυσÈ ταØ̋ ΒΧ, ΧΓ Òσαι εÊσÐν, καÈ β�σι̋ � ΒΦ β�σει τ¨ù ΒΓ Òση, γωνÐα
�ρα � Íπä ΒΥΦ γωνÐαø τ¨ù Íπä ΒΧΓ âστιν Òση. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ � Íπä ΥΦΓ
γωνÐα Òση âστÈ τ¨ù Íπä ΒΧΓ: αÉ �ρα Íπä ΒΧΓ, ΒΥΦ, ΥΦΓ τρεØ̋ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋
εÊσÐν. â�ν δà πενταγ¸νου ÊσοπλεÔρου αÉ τρεØ̋ γωνÐαι Òσαι �λλ λαι̋ Âσιν, Êσογ¸νιον
êσται τä πεντ�γωνον: Êσογ¸νιον �ρα âστÈ τä ΒΥΦΓΧ πεντ�γωνον. âδεÐχθη δà καÈ
Êσìπλευρον: τä �ρα ΒΥΦΓΧ πεντ�γωνον Êσìπλευρìν âστι καÈ Êσογ¸νιον, καÐ âστιν âπÈ
µι�̋ τοÜ κÔβου πλευρ�̋ τ¨̋ ΒΓ. â�ν �ρα âφ' áκ�στη̋ τÀν τοÜ κÔβου δ¸δεκα πλευρÀν
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τ� αÎτ� κατασκευ�σωµεν, συσταθ σεταÐ τι σχ¨µα στερεäν Íπä δ¸δεκα πενταγ¸νων
ÊσοπλεÔρων τε καÈ ÊσογωνÐων περιεχìµενον, ç καλεØται δωδεκ�εδρον.

∆εØ δ� αÎτä καÈ σφαÐραø περιλαβεØν τ¨ù δοθεÐσηù καÈ δεØcαι, íτι � τοÜ δωδεκαèδρου
πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη �ποτοµ .

ÇΕκβεβλ σθω γ�ρ � ΨΟ, καÈ êστω � ΨΩ: συµβ�λλει �ρα � ΟΩ τ¨ù τοÜ κÔβου
διαµèτρωú, καÈ δÐχα τèµνουσιν �λλ λα̋: τοÜτο γ�ρ δèδεικται âν τÀú παρατελεÔτωú
θεωρ µατι τοÜ áνδεκ�του βιβλÐου. τεµνèτωσαν κατ� τä Ω: τä Ω �ρα κèντρον âστÈ τ¨̋
σφαÐρα̋ τ¨̋ περιλαµβανοÔση̋ τäν κÔβον, καÈ � ΩΟ �µÐσεια τ¨̋ πλευρ�̋ τοÜ κÔβου.
âπεζεÔχθω δ� � ΥΩ. καÈ âπεÈ εÎθεØα γραµµ� � ΝΣ �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται
κατ� τä Ο, καÈ τä µεØζον αÎτ¨̋ τµ¨µ� âστιν � ΝΟ, τ� �ρα �πä τÀν ΝΣ, ΣΟ τριπλ�σι�
âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΝΟ. Òση δà � µàν ΝΣ τ¨ù ΨΩ, âπειδ περ καÈ � µàν ΝΟ τ¨ù ΟΩ âστιν Òση,
� δà ΨΟ τ¨ù ΟΣ. �λλ� µ�ν καÈ � ΟΣ τ¨ù ΨΥ, âπεÈ καÈ τ¨ù ΡΟ: τ� �ρα �πä τÀν ΩΨ, ΨΥ
τριπλ�σι� âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΝΟ. τοØ̋ δà �πä τÀν ΩΨ, ΨΥ Òσον âστÈ τä �πä τ¨̋ ΥΩ:
τä �ρα �πä τ¨̋ ΥΩ τριπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΝΟ. êστι δà καÈ � âκ τοÜ κèντρου
τ¨̋ σφαÐρα̋ τ¨̋ περιλαµβανοÔση̋ τäν κÔβον δυν�µει τριπλασÐων τ¨̋ �µισεÐα̋ τ¨̋
τοÜ κÔβου πλευρ�̋: προδèδεικται γ�ρ κÔβον συστ σασθαι καÈ σφαÐραø περιλαβεØν καÈ
δεØcαι, íτι � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει τριπλασÐων âστÈ τ¨̋ πλευρ�̋ τοÜ κÔβου.
εÊ δà íλη τ¨̋ íλη̋, καÈ [�] �µÐσεια τ¨̋ �µισεÐα̋: καÐ âστιν � ΝΟ �µÐσεια τ¨̋ τοÜ κÔβου
πλευρ�̋: � �ρα ΥΩ Òση âστÈ τ¨ù âκ τοÜ κèντρου τ¨̋ σφαÐρα̋ τ¨̋ περιλαµβανοÔση̋ τäν
κÔβον. καÐ âστι τä Ω κèντρον τ¨̋ σφαÐρα̋ τ¨̋ περιλαµβανοÔση̋ τäν κÔβον: τä Υ �ρα
σηµεØον πρä̋ τ¨ù âπιφανεÐαø âστÈ τ¨̋ σφαÐρα̋. åµοÐω̋ δ� δεÐcοµεν, íτι καÈ áκ�στη τÀν
λοιπÀν γωνιÀν τοÜ δωδεκαèδρου πρä̋ τ¨ù âπιφανεÐαø âστÈ τ¨̋ σφαÐρα̋: περιεÐληπται
�ρα τä δωδεκ�εδρον τ¨ù δοθεÐσηù σφαÐραø.

Λèγω δ , íτι � τοÜ δωδεκαèδρου πλευρ� �λογì̋ âστιν � καλουµèνη �ποτοµ .
ÇΕπεÈ γ�ρ τ¨̋ ΝΟ �κρον καÈ µèσον λìγον τετµηµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΡΟ,

τ¨̋ δà ΟC �κρον καÈ µèσον λìγον τετµηµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΟΣ, íλη̋
�ρα τ¨̋ ΝC �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΡΣ. οÙον
âπεÐ âστιν ±̋ � ΝΟ πρä̋ τ�ν ΟΡ, � ΟΡ πρä̋ τ�ν ΡΝ, καÈ τ� διπλ�σια: τ� γ�ρ µèρη
τοØ̋ Êσ�κι̋ πολλαπλασÐοι̋ τäν αÎτäν êχει λìγον: ±̋ �ρα � ΝC πρä̋ τ�ν ΡΣ, οÕτω̋
� ΡΣ πρä̋ συναµφìτερον τ�ν ΝΡ, ΣC. µεÐζων δà � ΝC τ¨̋ ΡΣ: µεÐζων �ρα καÈ �
ΡΣ συναµφοτèρου τ¨̋ ΝΡ, ΣC: � ΝC �ρα �κρον καÈ µèσον λìγον τèτµηται, καÈ τä
µεØζον αÎτ¨̋ τµ¨µ� âστιν � ΡΣ. Òση δà � ΡΣ τ¨ù ΥΦ: τ¨̋ �ρα ΝC �κρον καÈ µèσον
λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΥΦ. καÈ âπεÈ ûητ  âστιν � τ¨̋ σφαÐρα̋
δι�µετρο̋ καÐ âστι δυν�µει τριπλασÐων τ¨̋ τοÜ κÔβου πλευρ�̋, ûητ� �ρα âστÈν � ΝC
πλευρ� οÞσα τοÜ κÔβου. â�ν δà ûητ� γραµµ� �κρον καÈ µèσον λìγον τµηθ¨ù, áκ�τερον
τÀν τµηµ�των �λογì̋ âστιν �ποτοµ .

ÃΗ ΥΦ �ρα πλευρ� οÞσα τοÜ δωδεκαèδρου �λογì̋ âστιν �ποτοµ .

Πìρισµα

ÇΕκ δ� τοÔτου φανερìν, íτι τ¨̋ τοÜ κÔβου πλευρ�̋ �κρον καÈ µèσον λìγον τεµ-
νοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � τοÜ δωδεκαèδρου πλευρ�. íπερ êδει δεØcαι.

XIII.18

Τ�̋ πλευρ�̋ τÀν πèντε σχηµ�των âκθèσθαι καÈ συγκρØναι πρä̋ �λλ λα̋.
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ÇΕκκεÐσθω � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ � ΑΒ, καÈ τετµ σθω κατ� τä Γ ¹στε
Òσην εÚναι τ�ν ΑΓ τ¨ù ΓΒ, κατ� δà τä ∆ ¹στε διπλασÐονα εÚναι τ�ν Α∆ τ¨̋ ∆Β, καÈ
γεγρ�φθω âπÈ τ¨̋ ΑΒ �µικÔκλιον τä ΑΕΒ, καÈ �πä τÀν Γ, ∆ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋
¢χθωσαν αÉ ΓΕ, ∆Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν αÉ ΑΖ, ΖΒ, ΕΒ. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � Α∆
τ¨̋ ∆Β, τριπλ¨ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨̋ Β∆. �ναστρèψαντι �µιολÐα �ρα âστÈν � ΒΑ τ¨̋
Α∆. ±̋ δà � ΒΑ πρä̋ τ�ν Α∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΒΑ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΑΖ: Êσογ¸νιον
γ�ρ âστι τä ΑΖΒ τρÐγωνον τÀú ΑΖ∆ τριγ¸νωú: �µιìλιον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋ ΒΑ τοÜ
�πä τ¨̋ ΑΖ. êστι δà καÈ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει �µιολÐα τ¨̋ πλευρ�̋ τ¨̋
πυραµÐδο̋. καÐ âστιν � ΑΒ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: � ΑΖ �ρα Òση âστÈ τ¨ù πλευρ�ø
τ¨̋ πυραµÐδο̋.

Π�λιν, âπεÈ διπλασÐων âστÈν � Α∆ τ¨̋ ∆Β, τριπλ¨ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨̋ Β∆. ±̋
δà � ΑΒ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΖ: τριπλ�σιον �ρα
âστÈ τä �πä τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΒΖ. êστι δà καÈ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει
τριπλασÐων τ¨̋ τοÜ κÔβου πλευρ�̋. καÐ âστιν � ΑΒ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: � ΒΖ
�ρα τοÜ κÔβου âστÈ πλευρ�.

ΚαÈ âπεÈ Òση âστÈν � ΑΓ τ¨ù ΓΒ, διπλ¨ �ρα âστÈν � ΑΒ τ¨̋ ΒΓ. ±̋ δà � ΑΒ πρä̋
τ�ν ΒΓ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΑΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΕ: διπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä τ¨̋
ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΒΕ. êστι δà καÈ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει διπλασÐων τ¨̋ τοÜ
æκταèδρου πλευρ�̋. καÐ âστιν � ΑΒ � τ¨̋ δοθεÐση̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: � ΒΕ �ρα
τοÜ æκταèδρου âστÈ πλευρ�.

^Ηχθω δ� �πä τοÜ Α σηµεÐου τ¨ù ΑΒ εÎθεÐαø πρä̋ æρθ�̋ � ΑΗ, καÈ κεÐσθω � ΑΗ
Òση τ¨ù ΑΒ, καÈ âπεζεÔχθω � ΗΓ, καÈ �πä τοÜ Θ âπÈ τ�ν ΑΒ κ�θετο̋ ¢χθω � ΘΚ.
καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΗΑ τ¨̋ ΑΓ: Òση γ�ρ � ΗΑ τ¨ù ΑΒ: ±̋ δà � ΗΑ πρä̋ τ�ν ΑΓ,
οÕτω̋ � ΘΚ πρä̋ τ�ν ΚΓ, διπλ¨ �ρα καÈ � ΘΚ τ¨̋ ΚΓ. τετραπλ�σιον �ρα âστÈ τä
�πä τ¨̋ ΘΚ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΓ: τ� �ρα �πä τÀν ΘΚ, ΚΓ, íπερ âστÈ τä �πä τ¨̋ ΘΓ,
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πενταπλ�σιìν âστι τοÜ �πä τ¨̋ ΚΓ. Òση δà � ΘΓ τ¨ù ΓΒ: πενταπλ�σιον �ρα âστÈ τä
�πä τ¨̋ ΒΓ τοÜ �πä τ¨̋ ΓΚ. καÈ âπεÈ διπλ¨ âστιν � ΑΒ τ¨̋ ΓΒ, Áν � Α∆ τ¨̋ ∆Β
âστι διπλ¨, λοιπ� �ρα � Β∆ λοιπ¨̋ τ¨̋ ∆Γ âστι διπλ¨. τριπλ¨ �ρα � ΒΓ τ¨̋ Γ∆:
âνναπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΒΓ τοÜ �πä τ¨̋ Γ∆. πενταπλ�σιον δà τä �πä τ¨̋ ΒΓ
τοÜ �πä τ¨̋ ΓΚ: µεØζον �ρα τä �πä τ¨̋ ΓΚ τοÜ �πä τ¨̋ Γ∆. µεÐζων �ρα âστÈν � ΓΚ
τ¨̋ Γ∆. κεÐσθω τ¨ù ΓΚ Òση � ΓΛ, καÈ �πä τοÜ Λ τ¨ù ΑΒ πρä̋ æρθ�̋ ¢χθω � ΛΜ, καÈ
âπεζεÔχθω � ΜΒ. καÈ âπεÈ πενταπλ�σιìν âστι τä �πä τ¨̋ ΒΓ τοÜ �πä τ¨̋ ΓΚ, καÐ
âστι τ¨̋ µàν ΒΓ διπλ¨ � ΑΒ, τ¨̋ δà ΓΚ διπλ¨ � ΚΛ, πενταπλ�σιον �ρα âστÈ τä �πä
τ¨̋ ΑΒ τοÜ �πä τ¨̋ ΚΛ. êστι δà καÈ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει πενταπλασÐων
τ¨̋ âκ τοÜ κèντρου τοÜ κÔκλου, �φ' οÝ τä εÊκοσ�εδρον �ναγèγραπται. καÐ âστιν �
ΑΒ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋: � ΚΛ �ρα âκ τοÜ κèντρου âστÈ τοÜ κÔκλου, �φ' οÝ τä
εÊκοσ�εδρον �ναγèγραπται: � ΚΛ �ρα ácαγ¸νου âστÈ πλευρ� τοÜ εÊρηµèνου κÔκλου.
καÈ âπεÈ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ σÔγκειται êκ τε τ¨̋ τοÜ ácαγ¸νου καÈ δÔο τÀν τοÜ
δεκαγ¸νου τÀν εÊ̋ τäν εÊρηµèνον κÔκλον âγγραφοµèνων, καÐ âστιν � µàν ΑΒ � τ¨̋
σφαÐρα̋ δι�µετρο̋, � δà ΚΛ ácαγ¸νου πλευρ�, καÈ Òση � ΑΚ τ¨ù ΛΒ, áκατèρα �ρα
τÀν ΑΚ, ΛΒ δεκαγ¸νου âστÈ πλευρ� τοÜ âγγραφοµèνου εÊ̋ τäν κÔκλον, �φ' οÝ τä
εÊκοσ�εδρον �ναγèγραπται. καÈ âπεÈ δεκαγ¸νου µàν � ΛΒ, ácαγ¸νου δà � ΜΛ: Òση
γ�ρ âστι τ¨ù ΚΛ, âπεÈ καÈ τ¨ù ΘΚ: Òσον γ�ρ �πèχουσιν �πä τοÜ κèντρου: καÐ âστιν
áκατèρα τÀν ΘΚ, ΚΛ διπλασÐων τ¨̋ ΚΓ: πενταγ¸νου �ρα âστÈν � ΜΒ. � δà τοÜ
πενταγ¸νου âστÈν � τοÜ εÊκοσαèδρου: εÊκοσαèδρου �ρα âστÈν � ΜΒ.

ΚαÈ âπεÈ � ΖΒ κÔβου âστÈ πλευρ�, τετµ σθω �κρον καÈ µèσον λìγον κατ� τä Ν,
καÈ êστω µεØζον τµ¨µα τä ΝΒ: � ΝΒ �ρα δωδεκαèδρου âστÈ πλευρ�.

ΚαÈ âπεÈ � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ âδεÐχθη τ¨̋ µàν ΑΖ πλευρ�̋ τ¨̋ πυραµÐδο̋
δυν�µει �µιολÐα, τ¨̋ δà τοÜ æκταèδρου τ¨̋ ΒΕ δυν�µει διπλασÐων, τ¨̋ δà τοÜ κÔβου
τ¨̋ ΖΒ δυν�µει τριπλασÐων, οÑων �ρα � τ¨̋ σφαÐρα̋ δι�µετρο̋ δυν�µει éc, τοιοÔτων
� µàν τ¨̋ πυραµÐδο̋ τεσσ�ρων, � δà τοÜ æκταèδρου τριÀν, � δà τοÜ κÔβου δÔο. � µàν
�ρα τ¨̋ πυραµÐδο̋ πλευρ� τ¨̋ µàν τοÜ æκταèδρου πλευρ�̋ δυν�µει âστÈν âπÐτριτο̋,
τ¨̋ δà τοÜ κÔβου δυν�µει διπλ¨, � δà τοÜ æκταèδρου τ¨̋ τοÜ κÔβου δυν�µει �µιολÐα.
αÉ µàν οÞν εÊρηµèναι τÀν τριÀν σχηµ�των πλευραÐ, λèγω δ� πυραµÐδο̋ καÈ æκταèδρου
καÈ κÔβου, πρä̋ �λλ λα̋ εÊσÈν âν λìγοι̋ ûητοØ̋. αÉ δà λοιπαÈ δÔο, λèγω δ� ¡ τε τοÜ
εÊκοσαèδρου καÈ � τοÜ δωδεκαèδρου, οÖτε πρä̋ �λλ λα̋ οÖτε πρä̋ τ�̋ προειρηµèνα̋
εÊσÈν âν λìγοι̋ ûητοØ̋: �λογοι γ�ρ εÊσιν, � µàν âλ�ττων, � δà �ποτοµ .

�Οτι µεÐζων âστÈν � τοÜ εÊκοσαèδρου πλευρ� � ΜΒ τ¨̋ τοÜ δωδεκαèδρου τ¨̋ ΝΒ,
δεÐcοµεν οÕτω̋.

ÇΕπεÈ γ�ρ Êσογ¸νιìν âστι τä Ζ∆Β τρÐγωνον τÀú ΖΑΒ τριγ¸νωú, �ν�λογìν âστιν ±̋
� ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΖ, οÕτω̋ � ΒΖ πρä̋ τ�ν ΒΑ. καÈ âπεÈ τρεØ̋ εÎθεØαι �ν�λογìν εÊσιν,
êστιν ±̋ � πρ¸τη πρä̋ τ�ν τρÐτην, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ πρ¸τη̋ πρä̋ τä �πä τ¨̋ δευτèρα̋:
êστιν �ρα ±̋ � ∆Β πρä̋ τ�ν ΒΑ, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ∆Β πρä̋ τä �πä τ¨̋ ΒΖ: �ν�παλιν
�ρα ±̋ � ΑΒ πρä̋ τ�ν Β∆, οÕτω̋ τä �πä τ¨̋ ΖΒ πρä̋ τä �πä τ¨̋ Β∆. τριπλ¨ δà
� ΑΒ τ¨̋ Β∆: τριπλ�σιον �ρα τä �πä τ¨̋ ΖΒ τοÜ �πä τ¨̋ Β∆. êστι δà καÈ τä �πä
τ¨̋ Α∆ τοÜ �πä τ¨̋ ∆Β τετραπλ�σιον: διπλ¨ γ�ρ � Α∆ τ¨̋ ∆Β: µεØζον �ρα τä �πä
τ¨̋ Α∆ τοÜ �πä τ¨̋ ΖΒ: µεÐζων �ρα � Α∆ τ¨̋ ΖΒ: πολλÀú �ρα � ΑΛ τ¨̋ ΖΒ µεÐζων
âστÐν. καÈ τ¨̋ µàν ΑΛ �κρον καÈ µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν �
ΚΛ, âπειδ περ � µàν ΛΚ ácαγ¸νου âστÐν, � δà ΚΑ δεκαγ¸νου: τ¨̋ δà ΖΒ �κρον καÈ
µèσον λìγον τεµνοµèνη̋ τä µεØζον τµ¨µ� âστιν � ΝΒ: µεÐζων �ρα � ΚΛ τ¨̋ ΝΒ. Òση
δà � ΚΛ τ¨ù ΛΜ: µεÐζων �ρα � ΛΜ τ¨̋ ΝΒ [τ¨̋ δà ΛΜ µεÐζων âστÈν � ΜΒ]. πολλÀú
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�ρα � ΜΒ πλευρ� οÞσα τοÜ εÊκοσαèδρου µεÐζων âστÈ τ¨̋ ΝΒ πλευρ�̋ οÖση̋ τοÜ
δωδεκαèδρου: íπερ êδει δεØcαι.

Λèγω δ , íτι παρ� τ� εÊρηµèνα πèντε σχ µατα οÎ συσταθ σεται éτερον σχ¨µα
περιεχìµενον Íπä ÊσοπλεÔρων τε καÈ ÊσογωνÐων Òσων �λλ λοι̋.

ÃΥπä µàν γ�ρ δÔο τριγ¸νων £ íλω̋ âπιπèδων στερε� γωνÐα οÎ συνÐσταται. Íπä δà
τριÀν τριγ¸νων � τ¨̋ πυραµÐδο̋, Íπä δà τεσσ�ρων � τοÜ æκταèδρου, Íπä δà πèντε �
τοÜ εÊκοσαèδρου: Íπä δà ëc τριγ¸νων ÊσοπλεÔρων τε καÈ ÊσογωνÐων πρä̋ áνÈ σηµεÐωú
συνισταµèνων οÎκ êσται στερε� γωνÐα: οÖση̋ γ�ρ τ¨̋ τοÜ ÊσοπλεÔρου τριγ¸νου
γωνÐα̋ διµοÐρου æρθ¨̋ êσονται αÉ ëc τèσσαρσιν æρθαØ̋ Òσαι: íπερ �δÔνατον: �πασα
γ�ρ στερε� γωνÐα Íπä âλασσìνων £ τεσσ�ρων æρθÀν περιèχεται. δι� τ� αÎτ� δ� οÎδà
Íπä πλειìνων £ ëc γωνιÀν âπιπèδων στερε� γωνÐα συνÐσταται. Íπä δà τετραγ¸νων
τριÀν � τοÜ κÔβου γωνÐα περιèχεται: Íπä δà τεσσ�ρων �δÔνατον: êσονται γ�ρ π�λιν
τèσσαρε̋ æρθαÐ. Íπä δà πενταγ¸νων ÊσοπλεÔρων καÈ ÊσογωνÐων, Íπä µàν τριÀν � τοÜ
δωδεκαèδρου: Íπä δà τεσσ�ρων �δÔνατον: οÖση̋ γ�ρ τ¨̋ τοÜ πενταγ¸νου ÊσοπλεÔρου
γωνÐα̋ æρθ¨̋ καÈ πèµπτου, êσονται αÉ τèσσαρε̋ γωνÐαι τεσσ�ρων æρθÀν µεÐζου̋: íπερ
�δÔνατον. οÎδà µ�ν Íπä πολυγ¸νων áτèρων σχηµ�των περισχεθ σεται στερε� γωνÐα
δι� τä αÎτä �τοπον.

ΟÎκ �ρα παρ� τ� εÊρηµèνα πèντε σχ µατα éτερον σχ¨µα στερεäν συσταθ σεται
Íπä ÊσοπλεÔρων τε καÈ ÊσογωνÐων περιεχìµενον: íπερ êδει δεØcαι.

Λ¨µµα

�Οτι δà � τοÜ ÊσοπλεÔρου καÈ ÊσογωνÐου πενταγ¸νου γωνÐα æρθ  âστι καÈ πèµπτου,
οÕτω δεικτèον.

^Εστω γ�ρ πεντ�γωνον Êσìπλευρον καÈ Êσογ¸νιον τä ΑΒΓ∆Ε, καÈ περιγεγρ�φθω
περÈ αÎτä κÔκλο̋ å ΑΒΓ ∆Ε, καÈ εÊλ φθω αÎτοÜ τä κèντρον τä Ζ, καÈ âπεζεÔχθωσαν
αÉ ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ. δÐχα �ρα τèµνουσι τ�̋ πρä̋ τοØ̋ Α, Β, Γ, ∆, Ε τοÜ πεν-
ταγ¸νου γωνÐα̋. καÈ âπεÈ αÉ πρä̋ τÀú Ζ πèντε γωνÐαι τèσσαρσιν æρθαØ̋ Òσαι εÊσÈ καÐ
εÊσιν Òσαι, µÐα �ρα αÎτÀν, ±̋ � Íπä ΑΖΒ, µι�̋ æρθ¨̋ âστι παρ� πèµπτον: λοιπαÈ �ρα
αÉ Íπä ΖΑΒ, ΑΒΖ µι�̋ εÊσιν æρθ¨̋ καÈ πèµπτου. Òση δà � Íπä ΖΑΒ τ¨ù Íπä ΖΒΓ: καÈ
íλη �ρα � Íπä ΑΒΓ τοÜ πενταγ¸νου γωνÐα µι�̋ âστιν æρθ¨̋ καÈ πèµπτου: íπερ êδει
δεØcαι.


